
应用数学和力学
,

第17 卷 第 12 期 (1 9 96年 12 月 )

A PPlie d M a the m a t ie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

非保守线性陀螺系统的稳定性
’

李俊峰
‘

王照林
‘

(叶庆凯推荐
,

1 9 9 5年1 1月 3 日收到
,

19 9 6年 4 月 21 日收到修改稿 )

摘 要

本文研究具有势力
、

陀螺力
、

循环力和瑞利阻尼的非保守线性力学系统的稳定性
.

借助于瑞

利商证明了三个稳定性定理
,

这些定理给出的稳定性判据不依赖于瑞利商
,

因此方便实用
.

关幼词 稳定性 线性系统 循环力 陀螺力

一
、

引 言

近年来由于机器人和大型空间结构的研究需要
,

非保守力学系统的稳定性分析引起了广

泛关注
. ”
个自由度的线性力学系统的控制方程为

:

M夕+ (D
。 + G

。

)夕+ (K
。 + F

。

)刀= o (1
.

1)

这里万是
。维矢量 ; 正定矩阵M是质量阵

,

对称矩阵D
。

为阻尼阵
,

对称矩阵 K
。

是有势力阵
,

反对称矩阵G
。

是陀螺力阵
,

反对称矩阵F
。

是循环力矩阵
.

由矩阵论可知
,

存在可逆的线性变

换夕”C二将方程 (1
.

1) 变为下面形式
:

必十 (D 十 G )活十 (刀 十尸 )x ~ 。 (1
.

2 )

其中
,
刀二 d ia g 林

, ,
⋯

,

久
,

)
,

几‘是方程d e t (M几一 K
。

) = o的根
,

D = C , D
o
C

,

G 二 C , G
o
C

,

F = C r F
o
C

.

如果矩阵D 和F 不同时是零矩阵
,

系统 (1
.

2 )称为非保守系统
.

从理论
.

上说
,

系统 (l
.

2 )稳定的充分必要条件可以由 R o u 七h一H u r w it z 判据给出
.

但是
,

如果系统的维数很大时
,

使用 R o u 七h一H u r w i七畔[J据很不方便
.

因此
,

人们希望能找到更简

便的判别方法
.

著名的 K T C 定理 (开尔文
一
泰特

一契达耶夫定理 ) 是这方面的最早成果
.

只

要知道几
‘件二 1 , 2 ,

⋯
, 。

)就可以利用 K T C 定理判断系统 (1
.

2 )的稳定性 (在没有循环力
,

即F = o时 )
.

这个判据既简洁漂亮又有力学意义
.

然而遗憾的是
,

当系统存在循环力 (即 F

子 0) 时K T C定理失效
,

因此推广K T C定理就成为重要的研究 目标
.

目前研究系统 (1
.

2 )的稳定性主要有三种常用的方法
.

第一种方
、

法是采用变换消
、

去 循 环

力“
, 艺 , ”’,

第二种方法是构造L y a p u n o v 函数
〔“, 8 “‘2 ’,

第三种方法是利用瑞利商
〔“

。 , “’.

本文
·

用瑞利商方法研究了非保守线性陀螺系统的稳定性
,

得到三个定理
.

共
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二
、

关于稳定性的两个引理

设系统 (1
.

2 )的解为戈= “少
t ,

并且
。、= l, 。

划
。一 k

, u 肠D u ~ d
, u 铃G u = i夕, u 铸F “= ‘f (2

.

1)

其中k
,

d
,

匆
,

:’j 是由特征向量
“
生成的瑞利商

.

k
,

d
, g ,

f都是实数
.

上标
“

和表示复共辆

转置
, ‘二斌二几一 将

义一 ue
”‘

代入 (1
.

2 )并左乘沪得
:

拼z + (f夕+ d )拜+ (k + ff )= o (2
.

2 )

设拼二 a + ‘刀
,

其中
a 和刀都是实数

,

方程 (2
.

2 )等价于

矿 一刀
2 一

卜d a 一 g 刀十儿~ o , Za刀+ g a + d刀+ f = o (2
.

3 )

又由 (2
.

3 )可得
:

a 4 :
一
a 飞a “+ 。 : a “+ 。3 a + 。‘~ o (2

.

4 )

其中
a , 一 Z d

, a :
~ (sd

匕 + 9 2 + 4 k )/ 4
, a 3

= d (J
Z + 夕之+ 4 k)/ 4 , a ‘” (点d

Z
+ 夕fd 一f

Z

)/ 4

引理 1 ”’ 系统 (1
.

2 )渐近稳定当且仅当不等式d > o和入 > o对所有特征向量
。
都成立

.

引理2 1) 如果d < o ,

则方程 (2
.

2 )必存在具有正实部的根
.

幻 如果d > 0 ,

a4 < 0 ,

则方程 (2
.

2 )必存在具有正实部的根
.

3 ) 如果d > 。, a ‘

~ o ,

则方程〔2
.

2 )的根或者具有负实部或者是纯虚数
.

4 ) 当d = 0 ,

f铸 。时
,

方程 (2
.

2 )存在具有正实部的解
.

的 当d ~ o ,

f ~ 。,

矿+ 4k < 。时
,

方程(2
.

2 )存在正实根
.

6) 当d ~ 0 ,

f = o , 9 2 + 4 k> O时
,

方程 (2
.

2 )的解都是纯虚数
.

证明 当g J 一 Zf笋 。时
,

由方程 (2
.

3 )得
:

(2
.

5 )

、..、I
J产

一合
“

一

。

令
、 ; 、

一

二二
,

,
1

一奋、
+

令
、
、、

一 ,

价一告
一

“·

令磊黔
,

八一合、
十

令
、二、、、

一

、

a :

一扣
一

夸
“

一刀
:

一冬
g d -

‘

澎万

4

一 _ _

上
〔! 一 斌百

斌双了 + t

犷了 + t

一不一 斌刀唁
二

石
。 1

,

研百
, -

一
-

一P 4
= 一 不

-

g a 一一万
-

一 V 一双 s + t
‘ 任 { (2

.

6 )

其中

t= 夕艺 + 4 k 一 d
“, : 二 tZ + 4 (夕d 一 Zf)

由 g d 一 Zf笋 。知
,

斌亨> Itl
,

所以 a , , a , ,

刀
, ,

刀
:
都是实数

,

而 刀
3 ,

刀
‘
不是实数

.

故只有

(2
.

5 )是方程(2
.

3 )的解
.

当g d 一 Zf” o时
,

这时由方程 (2
.

3 )可解出

a
。

一
生

一

d
.

。
。

一 李d

2
/ 一

2

刀
。

一冬
g d 十冬斌了

“
一令

g 、一冬斌 了
币 箱

(2
.

7 )

夕
。
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a ,

一号
一

“十

扣万
a :

二 一
冬d 一冬扩二了
乙 乙

(2
.

8 )

、lwe、了..,z

刀
7

= 一
冬
。。

,

刀
。

= 一
冬

g 、

‘ 乙

当t> o时 (2
.

7) 是方程 (2
.

3 )的解
,

而 当t < 。时 (2
.

5) 是方程 (2
.

3 )的解
.

如果d < o ,

则a1 > o ,

残 = ae > 。,

价> 0
.

因此结论 l) 正确

二
,

如果 d > 0 , a ‘

< 0 ,

则方程 (2
.

3 )的解是 (2
.

5 )或 (2
.

5)
,

并且 a l> o ,

at > 。,

敌汁企确
.

如果d > 。, a ‘= o ,

则 a : = 0 , a Z

< 0 , a 。

一 a 。
‘ a ,

~ a 。

< 。,

所以 3 )正确一

当d 一 。
,

f笋 。时
,

方程 (2
.

3 )的解是 (2
.

5)
.

这时a , > 。,

因此 4 )正确
.

当 d 二o ,

f二 o , 9 2 + 4 k< o时
,

方程 (2
.

3 )的解是仁一丁
.

这时 a

) O
,

几= o ,

因此5 )正

确
.

当d = o ,

f == o , 9 2
+ 4 k) o时

,
方程 (2

.

3 )的解是 (2
.

7 )
.

这时汁
。二a 。二o :,

尹
。, 一卢

。
> o ,

故6 )正确
.

证毕
.

三
、

非保守系统稳定性定理

定理 1 如果矩阵G r G 十 4刀负定
,

则无论作用怎样的非保守力
,

系统 (1
.

2 )都不稳定
.

证明 由于矩阵G , G 十 4过负定
,

利用施瓦兹不等式
,

“朴G , G u = (“、)〔(G
“
)
荟
(G

u
) ]二 }

u
1
2

!曲 I
’

) l“朴G “
1
2

= 。2

得

扩+ 4k 《
“
气伊G 十 4川

“< 0
” ’

、

所以
a ‘= (kd

Z + g fd 一f
Z

)/ 4 ~ [d
忿

(夕
‘ + 4 k )一 (g d 一 Zf)若〕八 6《 d

“

(a
z + 认)八 6 < o

如果d < 0 (负阻尼)
,

根据引理 2 的 1 )
,

系
l

统(1
.

2 )不稳定 ,

如果d > 0 (完全阻尼)
,

根据引理 2 的 2 )
,

系统 (l
.

2 )不稳定,
_

如果d = o (非完全阻尼)
,

根据引理 2 的4 )和 5 )
,

系统 (l
.

2 )不稳定
.

丫
·

由此可见
,

如果矩阵 G T 口+ 4刁负定
,

·

则无论作用怎样的非保守力
,

系统 (1
.

2 )都不稳定
.

证毕
。

注 一些文献‘, 〕曾指出过
,

对于保守陀螺系统(D 二F 一 0)
,

当矩阵 G T G十4刁负定时
,

系统不稳定
.

现在从定理 1 可知
,

对于非保守系统(刀 护。
,

F 沪。不同时为零矩阵)
,

这个结果仍然成立
.

⋯

设 几m 。 x

和 标
:。 分别是刀的最大和最小特征值

,
d m : n

是D 的最小特征值
,

利用瑞利商的性

质有

几m 。、

> k) 几m 一n ,
刁》〔lm in

又设
g m 玉

二

‘ m a x { !g
、
!

,

}g : {
,

⋯
,

i夕
。

」
·

}
,

fm . 二 ~
J

m a x { !f
:
1

,

If
:
}

, 4 二 ,
、

{f
。

}}
、

其中9 1 ,

咨: ,

;..
, g 。 ,

f
, ,

f
: ,

灿
,

了
”

分别是矩阵G
,

F 的特征值
.

根据施瓦兹不等式

扩《沪‘
, G u
成溢

。、 ,

f
么

《
。爷尸 r F 。《几

。二 ,

好《夕m 。二

f。。
· ·

、 、
一

‘

再令 凡
_ ,

几
+ ,

d
一 , g + ,

f
十

与几、
n ,
几m

。二 ,
d mi

n , g m 。x ,

f
m o x

有相同的符号并且满足下面的不

等式



111。 李 俊 峰 王 照 林

几
一

《几m
: 。 ,

d
一

《d m 生。 ,

久
,

》几
二 : 二 , 夕*

> 夕二。二 ,

f
十

> fm 。二

如果矩阵刁负定
,

则有

4 a ‘
= 掩d

“+ 口fd 一 f
Z

《之
十

d
“+ 夕+

f
*

d

当

}几
十

}d
一

> f
十

g
*

(3
.

1)

时
,

显然o’< 0
.

如果矩阵刁正定
,

‘

则

4 。‘二吞d
Z 十 g fd 一 f

Z

》几
一
d
“一 g 十

f
十
d 一f拿

当

2还
一
d

一

> f
;

〔g
十 + 斌 夕幸

~

千4丸二丁
~

‘3
.

2 )

成立时
,

有人> 。
.

上面的讨论结果可以写成两个定理
:

定理2 如果系统有完全阻尼
,

矩阵对负定
,

不等式 (3
.

1) 成立
,

则系统 (1
.

2 )不稳定
.

定理3 如果系统有完全阻尼
,

矩阵效正定
,

不等式 (3
.

2 )成立
,

则系统 (1
.

2 )渐近稳定
.

在具体应 用定理 2 和定理 3 时
,
几
一 ,

不
,

d
一 , g

十 ,

f+ 可以通过计算矩阵 才
,

D
,

‘和尸

的特征值得到
,

也可以利用具体矩阵的特点估计出来
.

四
、

算 例

考察如下 两个系统

,

‘一 F 一

(
,

G 一 F 一

(

(4
.

1 )
一 1 0

)
,
“一

(
0 一 1

勺八白村
了了.、

一一D

一 1 0

)
,
。一
‘{)) (4

.

2 )

‘

、..2
八“�9�9一n

/‘、
、

一一D

对于系统 ( 4
.

1 ) , g
+

~ f
+

~ 1 ,

凡 = 一 1 ,
d

一

= 2 ,

不等式 ( 3
.

1) 成立
,

根据定理 2 系 统不

稳定
.

在系统 (4
.

2 )中g ,

二f
+

” 1 ,
几

一

二 1 ,
d

一

, 2 ,

显然 (3
.

2 ) 成立
,

根据 定 理 3 系统 (4
.

2 )渐

近稳定
.

另外
,

由千矩阵 G , G + 4刀负定
,

根据定理 1 也可以得出系统 (4
.

1) 是不稳定的
.

容易验证系统 (4
.

2 )和 (4
.

2 )的特征值分别 为 { 一 2
.

3 士 0
.

31 , 0
.

3 士0
.

3 1}和 {一 0
.

2 , 一 1
.

8 ,

一 1士 1
.

, f}
.

五
、

结 论

本文利用瑞利商方法研究了非保守线性陀螺系统的稳定性
,

得到如下新结果
:

a ) 如果走裤伊‘ + 4理负定
,

则无论作用怎样的非保守力
,

系统 ( 1
.

2 )都不稳定
.

b) 当矩阵A 负定并且不等式 ( 3
.

1) 成立时
,

系统 ( 1
.

2 )不稳定
.

动 当矩阵刀正定并且不等式 (3
.

2 )成立时
,

系统 ( 1
.

2 ) 渐近稿定
,
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