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(
o
)
P
;

(
o
) …p

。 一 3

(
o
)
+

(q

, 一 3

(
o
) /

r 。 一 :

(
o
) ) [

r 。

(
o
)
g
。

(
o
) …q

, 一‘
(
o
)

+ r l
(
o
) P

。
(
o
)
g :

(
o
)
二 ,

q
, 一 ‘

(
o
)
+ … + r

。 一 3

(
o
)
P
。

(
o
) …P

。 一‘
(
0
) 〕魂。

则V i> 1
,

问题 (2
.
5)

‘,

(
2

.

5
)

‘
存在唯一解g

‘
(
才)〔C 伪 [o

, 一]
,

而问题 (2
.
7 )

‘,

(
2

.
9

)

‘
或 (2

.
7)

‘,

(
2

.
1 0

)

‘
存在唯一解

。‘
(
‘
)满足 (2

.
11)

, ,

且有

(2
.
xZ)
.

其中

该;(
r)一。(e x p 卜。‘。: ] )

,

s >
。

V 拼任(0
,

1
)

, r ,
(
‘) = f o

,

。‘
, ,

( ‘
,

g
。

(
t
)

,
…

,
g

;
卜 ‘)

(
*
) ) (

o 《j《n 一 2 )

证明 对玄应用数学归纳法
.
由命题 2

.
1及命题2

.
2知 , 。

( t)

, “。

(约 已确定
.
假设 夕,

( t)

,

u 了
(
:
) (

0
( j《i一 1) 已确定

,

且夕
,

(
t
) 〔C 阅 [O

,
l 〕, 。,

(
r

) 满足 (2
.
12)

, .

方程(2
.
5)
:
是关于 , ‘的

n 一 2阶非齐线性方程
.
据线性常微分方程的基本理论易证

:
当D 涟。时

,

问题 (2
.5 )

‘ ,

(
2

.

5)
‘存

在唯~ 解y
.
(t)〔C 伪〔o

,
z

]

.

现在考察间题 (2
.
7)

‘,

(
2

.

9
)

‘
或(2

.
7)

‘,

〔2
.
10)

‘.

易证
(了) _

孟

Q
‘
(
:
) = O (

e x p 〔一 m
Z拼r ] )

,

j >
0

显然 (2
.
7)

‘
是关于

u ,的非齐线性方程
,

类似于命题 2
.
2 的 证明

,

易证问题 (2
.7)

‘,

(
2

.

的
‘
或

(2
.
7)
‘,

(
2

.

1 0
)

‘
存在唯一解

“,
(
‘
)满足 (2

.
11)

, ,

且(2
.
12)

,
成立

,

于是
,

依据数学归纳法
,

命

题2
.
3得证

.

由命题2
.1、命题 2

.
3 ,

我们完成了外部解犷(t
, 。
)及校正项U (

: , 。
)的构造

.

2
.
校正项犷(

: ,

约的构造

在
.
上述基础上

,
我们现在讨论问题 (S B P )的形式渐近解中t‘ l处校正项犷(

: , 。
) 的构造

.

(‘) ’
、

(
‘)

为方便
,

我们仍记
。
(’) 二d ‘。 /曲‘, ” 二 d ‘。/ d 护

.
则

。

将Y (r
, 。
)
+ U (

: , 。
)
+ 犷(

s , 。
)形式地代入 (1

.
1)

,

展开法可得

劣;(
:)一 (一 , )

。
,
。

(
,

,

。
。

(
,
)

, 二
,

, 。
;一
)(, ,

,

二 (一 l )
盆。‘。 (‘)

.

(
1
.
4
)

,
类似于本节第1部分

,

应用形式

,
;一
:)(1) 十 (一 , )一

‘

筑
, ,

(
;
) ) (

2
.

1 3
)
。

(
,

)

口‘
(
s
) = f

o
,

。、
, :
一 2 ,

(
l

, 夕。

(
1
)

,

…
,

+ R
,

(
。
)

,
i 》 1

其中R
‘
(
:
) = R

‘
(
: , 夕。 ,

…
, 夕, ; 。 。,

…
,

_
(
” 一幻 (件

一 么)

, 丢
” 一 刁,

(
1

)

,

g 乞卜
洛,

(
1

)
+

( 一 1)
” 一 ‘

v 。

(
s

) )
刀‘

(
s
)

(
2 一 3)

.

。卜 :)
,

及当b
,

(
o

) > o 时
,

有
(” 一 1 )
t) o

(
。 . 1 )

沙‘

(
0
) =

0

(
o
) = 口

‘
(
夕。,

…
,

y
‘一 ; ; 。。,

…
, v , 一 ,

)

, ‘>

(2
.
x4 )

。

( 2
,

1 4

)

‘

而 当 b
:
(o )二o时

,
有

。,
(
。)

‘

认
”
(
。 ) 一。

:1‘
认

‘,
(
0
) 一。

‘
(
。。 ,

…
, 。‘, 。。 ,

…
, 。‘一 1

)

,
‘》。 ( 2

.
15 )

‘

由厂 (
: ,

习的校正性
,

自然要求

笔{(
+ OO )一。, 。《j《卜

l, 、》。 (2
.
, 6

)
‘

仿照对
“‘

(
:
) 的讨论

,

对‘应用数学归纳法
,

易得下述结论
.

命题z
,

4 若假设(H
:
)、 (H

3
)成立

,

且D 笋 0
.
则对‘》o

,

问题 (2
.
13 )

‘ ,

(
2

.

1 4
)
‘或 (2

.
13)

‘,
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(2
.
15)

‘
存在唯一解。.

(
s
)满足 (2

.
16)

‘,

且有

(,)
, 、

~

, ,

善
, 、 .

-
-

”‘
L
s
) ~ 口 t

e x p L一 m
‘
拼S J )

,
j 分U (2

.17)
‘

其中V 拼任(。
,

1)

.

至此
,

我们完成了问题(S B P )的形式渐近解的构造
.

注1 由上述讨论易知
:
只要退化解夕。( 约确定

,

则形式渐近解中其它各项可逐项唯一确定
.

注2 当a
:(0)> O时

,
u 。
(
r
)二0; 当b

:(0)> 0时
, 。e

(
s
)二0

.

注3 当”二2时
,

从外部解y (才
, 。
)及校正项U (:

,

的的构造中易知
: Y (t

,

e) 及 U (:
,

动 的构造是分别进

行的
。

三
、

存在性及其一致有效渐近性

现在我们给出本文的主要结果
—

定理 3
.
1和定理 3

.
2 . 这两个定 理 不 仅 给 出 了 问 题

(S B P ) 的摄动解的存在性
,

而且还证明了在第二 节 中所构造的形式渐近解为摄动解的一致

有效渐近展式
。

定理3
.
1 若假设 (H

,
) 、 (H

3
)成立

,

且

i) 当n= 2时
, a ,

(
o

) >
o ,

b
;

(
o

) > o ,

1 1 ) 当
n> 2时

,
P
。

(
o
)
一 2几。q

。

(
o
) >

o
,

P
‘
(
o
)
一几

。
q
‘
(
o
) >

o
(
1《‘《

n一 4 )
,

a ;

(
o

)
一几

。
a :

(
o
)

)
o

, g
。 一 3

(
o
) 二o林

。
为 (3

.
10)的某正根)

.

则对任意非负整数N
, 当。

) o充分小时
,

问题 (S B P )存在解, ( t
, 。
) 〔C 伪 [o

,
z 〕满足

, (‘,
(
t

, 。
) 二y 分,

(
, , 。

)
+ u 分

,
(
: , 。

)
+ 犷分

,
(
s , 。

) + o (
。N 十 ‘

)

,
‘

0 《j《
。一 2 ( 3

.
1 )

夕‘n 一”(t
, 。

) = y 护
一 ”

(
t

, 。
) + U 护

一 ‘,
(
: , 。

)
+ 犷护

一 , )
(
s , 。

)
+ O (

。N〕 (3
.2)

, ‘“ ,
(
t

, 。
) = y 梦,

(
t

, 。
)
+ U 犷

,
(
: , 。

)
+ 犷梦

,
(
s , 。

)
+ o (

。N 一 ’

)

,

且(S B P )
。。 :

满足(3
.
1)、 (5

.
3)的解唯一

,

其中

t〔〔o
,

1 〕 (3
.3)

Y ,
(
t

, 。
) ‘乙 夕‘( t )

。‘,

U
二
(
‘ , 。

) ~ 乙
u‘

(
‘
)
。” 一 2 “ , 厂,

(
s , e

)
= 乙

。‘
(
:
)
e一
2十‘

证明 依据命题2
.
1、 2

.
4知该定理的条件满足构造 Y (t

,

司
,

U (

: , 。
)

,

犷(
: , 。

) 所需的条

件
.
又由它们的构造易证

:
存在常数a> o及

。l
>

o
(
。,
簇

。。
)

,

使得

!。
么
g 护

, 一 f (*
, 。 , , 二 ,

…
, , 犷

一 , ,
) !《a

oN + ‘, 才任[o
,

1
3

, 。任〔o
, 。,〕 (3

.
4)

其中 夕二
(t

, 。
) = 犷,

(
才, e

)
+

U
,

(
: , e

)
+ 犷,

(
: , 。

)

依据连续函数的性质
,

存在常数m
,
> 0

,

使得

}f梦
, )

(
t

, 。, 夕,

… , 夕(卜
么
)
) j《。, ,

o 《j《
n 一 s

(
3
.
5 )

(t
, e , , ,

…
, 夕汗一 2

)
) 〔。气 其中口

,
为

。‘:
(
t

, 。, 夕 ,

…
, 夕(卜3, ) 〔。

,

{
刀(n

一 2 , 一刀;卜
,

)
(
r

) }《d
, 一 :

(
3

.

6
)

(
招 一 吕) ( n 一 2 )

常数 d n一 : > }
。。

(

:

) }
+

}

。 。

(

s

) !

取刀(t
, 。
) 二g 二 (t

, 。
)
+ 厂(t

, e

)

,
a

(
t

, 。
) ~

夕,
(
t

, 。
)
一 F (t

, 。
)

,
其中

r “
, ·

, 一

{

下m 一 1己N + ;

下。;
‘。N 斗 ‘

(
Z e x p [几r卜 l)

,

当n , 2 时

当”
> 2 时

(3
.7)
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当n> 2时
,
厂 (t

, 。
)为常系数线性方程

。2刀‘”’一 。刀‘” 一 2’+
E

。: ,夕‘了, 二 一 下。N
+ ‘

才
一
0

(
3

.

5
)

的解
,

其中, 为待定正数
,

而几二几
。
+ O

(

。‘, (
“ 一 2

)) 为特征方程

。2久
”一 。几卜

2+ 它。 , 几,
= o

J . O

(
3

.
9

)

的正根 (据引理 1
.
2)

,
几
。

为退化方程

一 。护
一
2
+ 艺 。, 厂= o

夕一 0
(
3
.
1 0

)

的某正根
,

则当
。
> 0 充分小

,
? 充分大时

,

(a (f

,
目

,

刀(t
,

约) 为问题 (S B P ) 的界函数对

([7
,

定义3
.
1])
.

显然f (了
, 。, , ,

…
, 夕(” 一 ,

)
) 关于 (a

,

刀)满足 N ag u m o 条件([7
,

定义3
.2〕)

.
因此

,

根

据文 [7〕的定理 3
.
1知
:
当 。

> o 充分小时
,

问题 (S B P )存在解 y (r
, 。

) 〔C OO [o
,

1
]

,

满足

a (, )
(
t

, 。
)《 , ( , )

(
t

, 。
)《刀(J)(t

, 。
)

,
o 《j(

。一 2 , t 〔[o
,

1〕
.
从而 (3一) 式成立

.

现在证明 (3
.
2)

,

(
3

.

3
) 成立

.
令尸

,
(
, , 。

) =
夕〔卜

2,
(
t

, 。
)
一 y护

一
”
(
t

, 。
)

.
当 。

) o 充 分小

时
,

依据中值定理可得
。2尸多(*

.。
) = f (

,
, 。 , 夕(r

, 。
)

, ·

… 夕‘卜” (,
.
。
) )
一 。“, ,梦

’
(
t

, 。
)

二O (
。万+ ’

)

,

t 〔「o
, 一〕

即
R 多(t

, 。
) = O (

。N 一 ’
)

,

t 〔[o
,

1 〕 (3
.
11)

又由R
二
(t

, 。
) ~ O (

。N + ‘
) 及中值定理可知

:
日i

。
〔(o

,
1

)

,

使

R介(t
。, 。

) = R
二
(
1

, 。
)
一 R ,

(
o

, 。
) 二O (

。N + ‘
)

则存在常数M
,
>

o
,

M

:

>
o

,

M

:

>
o

,

使得

!R 声(t
n, 。

) ! = M
l o N + ‘,

I R
二
(
t

, 。
) l ( M

: 。N + ‘.

I R 务(t
, 。
) !( M

。。N 一 ’, 才〔[o
,

l 〕

类似于文【3〕的证法易证
:
当。

> o充分小时
,

有

IR介(t
, 。
) }《2斌丽{瓦干r

oN , ‘〔[o
,

l
]

一

(
3

.

1 2
)

于是
,

由(3
.
11)及 (3一2 )知

:
(3
.
2)与 (3

.
3)式成立

.

应用极值原理易证
:
当。

> 。充分小时
,

( S B P )

, 一
2

存在唯一解, ( t
,

习满足 (3
.
1) 、 (3

.
3 )

。

定理证毕
.

‘

定理3
.
2 当”

> 2时
,

如果 (H
l
)、 (H

。

) 成立
,

且

i) P
。

(
o
)
一 2久

。口。
(
o
) >

o
,
力,

( o
)
一之

。口,
(

o
) > o

(
1成j( 。一 3 )

, a l

(
o

)
一久。a

:

(
o
) >

o
(几

。
为

(3一。)的某正根)
;

ii ) 存在常数m
,
> o

,

使得

o《f。
‘, ,

(
t

, e , 夕 ,
…

,
g (

” 一 ,
)
) 《 。, ,

o
( j 《

。一 3 ( 3
.
13 )

其中。
, “ , , ,

…
, 夕(卜

2))〔。气

NlJ 对任意非负整数N
,

当。
> o充分小时

,

问题 (S B P )存在解 , ( *
, 。

) 〔C OO [o
, 一〕

,

满足 (3
.
1)

、 (3
.
3)
.

仿照定理 3
.
1的证明不难证明上述定理成立

.

注 当”” 2时
,

定理3
.
1在一定程度上拓广了【3」的结果

.
当”> 2时

,

定理3
,

1 改进了〔41的定理4
.
4.定



史 玉 明 刘 光 旭

理3
.
1不仅给出了摄动解直到。一 2阶导函数的任意次估计

,

而且还给出了摄动解的。一 1阶及。 阶导函数的任

意次估计
.
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