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摘 要

本文在对系数张量的特征值不作任何限制的条件下
,

得到了一类线性双空间张量方程的 显 式

解
.

这类方程包含了许多经常遇到的方程作为其特例
.

关盆询 张量方程 双空间张量 方张量积

一 已! 言
、 甲 . 卜一」

矩阵方程

A X 一 X B = C (1
.

1)

巳知A
,

B 和 C 求解X 的问题
,

已成为许多研究的主题
.

其中A 和B 分别为爪 x 。和
, x n阶方

阵
,

X 和 C 是 m x n
阶矩阵

.

在文献 〔1~ 28 〕中
,

可以找到关于解的存在性的充分和必要条

件
,

以及解的各种各样的表达式
.

但几乎所有的结果是在A 与B 无公共特征值的条件下获得

的
.

在本文中
,

我们将放弃无公共特征值这一条件
,

并利用所提出的双空间张量技巧
,

来透

彻 地研究如本文 (4
.

1) 式将详细描述的更一般的方程
.

它包含了许 多经常遇见的方程作为特

例
.

我们将在对A 与B 的特征值不加任何条件的情况下
,

得到方程的内享形式的显式解
.

二
、

准 备 知 识

设犷和犷分别是实数域男 上的m 一维和。一维内积空间
,

其中内积由相应空间中向量 的 点

积来定义
.

分别以L in (犷 )和 S y m (犷 )表示 岁上的全体 2 一阶张量和对称 2 一阶张量
,

且分别

以黑体小写拉丁字母及黑体大写拉丁字母表示 向量和 2 一阶张量
.

例如
, a , “ , 匆〔犷 , b

, , ,

y〔犷 ; A
,

P 〔Li n( 犷 ), B
,

Q 〔Li n( 犷 )
.

特别地
,

I
。 ,

O
。

〔L in (犷 )是犷 上的恒同张量和

零张量
.

在本文中
,

我们将使用以下约定
:

i) 同一空间上两个并置向量或2 一阶张量表 示 它 们 间 的 点 积
,

例如
, a “〔牙 ; B Q〔
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Li n (少)
.

事实上
,

最后一个运算就是线性映射B 和Q 的复合
.

ii) 一个2 一阶张量与一个向量的并置
,

例如A “〔犷
,

表示由点积所定义 的线性算子A 对

“的作用
.

设{几, ,
⋯

,

几
,

卜和 {拼, ,

一
, 拼,

} (
r
《。

, :
《

n
)分别为A 〔S y m (罗 )和 B 〔S y m (尹 ) 的互不相

同的特征值
,

它们的重数分别为{二 , ,

⋯
, 。 ,

}和 {。 1 ,
⋯

, 。,

}
.

显然有

E ,
a

= m ,

E
”, = n

夕一 1

(2
.

1)

A 的m 个特征值和 B 的n 个特征值(一P重特征值看作P个特征值 )以及相应的正交归一特征向

量组 (称为A 与B 的特征基) 分别以以下有序集表示
:

(凡
1】,

⋯
,

几ifn
, ; ⋯ ; 几

a l ,

⋯
,
几a 二

。
; ⋯ ; 几

一 1 ,
⋯

,
凡

r 。
,

) (2
.

2 )

(u
1 1 ,

⋯
, 林 ltn , ; ⋯ ; “ a 飞,

⋯
, u a 。

。
; ⋯ ; u , 1 ,

一
, u : 二

,

) (2
.

3 )

(拼 , l ,

⋯
,

拼i n , ; ⋯ , 拼, , ,
⋯

, “夕
。。 ; ⋯ ; z名: , ,

⋯召
5 0 5

) (2
.

4 )

咬, 1 , ,

⋯
, . i n , ; 二 ‘ ; , , ; ,

⋯
, , 刀

。, , ⋯ ; , e l ,

⋯
, , s , :

) (2
.

5 )

定义 2
.

I A 和 B 分别诱导出以下
。和 s

个特征投影
:

仇
a

P
。 , ” E

口 . 1

u 。 。

À 。。 :

(a = 1 , 2 ,
⋯

, r ) (2
.

6 )

Q , , = 云 , ,
·

º , ,
:

〔刀 2
.

7 )

尸尹

劝QO

厂J、L

�=,夕到及
‘

了 二 1

它们具有以下的正交性质
:

: P 。 ,

尸
。

尸
。
二弓

、

O 安 ,

艺 p 。

, I : ,

口 . 1

(2
.

8 )
a 铸 a ,

: 二刀

: 笋刀

乙 Q , = I , ; A ~ E 几
。 p 。 ,

B 二 E 拼, Q ,

夕一 l

( 2
.

9 )口

对一给定的
a ,

将

A 一朴I = E (凡
。 一几, ) p

。

代入以下连乘可得

n (、 一 * , ; ) 一 n 「云(、
。

一 ; , ) ,
。

)
尹磷 a 尹请

a 一 口 二 l -

二n (几
。 一几, )P

。

== p
。

P
a

声呐 a

( 2
.

10 )

其中
p 。

== n (久
。 一几, ) 铸 。

产呐 a

( 2
.

r l )

且乘积号下
“

刀子
a ”

表示乘积指标刀取值为 1 , 2 ,

⋯
, a 一 1 , a + l , 一

, , ,

这里我们利用了特征投

影的正交性 (2
,

8 )
、

(2
.

9 ) , 因此
,



线性双空间张量方程咖jA
‘

X B
’二C

尸
。

二生 n 〔A 一礼
尸 口 口 尹 a

后一等式是连乘号直接展开所得
,

1 9二 z ,

I宕= (一 l)
,

一

太只
‘,一 ‘ (2

.

12 )

式中

E
_

几a :

一久a ,
(户= l ,

⋯
, r 一 1) (2

.

1 3 )
1 〔口1 < 一 < 口P毛 r

口生
, ‘

” . a 户拍 a

注意到{I宝}为一具特征值为 几1 ,

⋯
,
久
。 一 1 ,

几
。 、 1 ,

一
,
几

,

的 (
: 一 1)一维空间上的 2 一张量的特征多项

式的系数
.

类似
,

对B 〔S y m (犷 )有
:

对
一卜。

沙 (2
.

14 )
曰E卿l卯一Q , 二李n (B

一。
沟 二

甘夕, 呐声

q , 二n (内 一脚)琏。
丫 砖夕

粼 = 1 ,

群二 (一 1)
o

E
1感 r l< ⋯ < r 。

r l , T Z , , · ‘ , 丫叮拍

拼r ;

⋯拌
: 。

(g = 1 ,

⋯
, s一 l)

(2
.

1 5 )

(2
.

16 )
〔
尹

兰
、

双空间张量和方张量积

定义 3
.

1 一双空间张量X 是一双线性函数

X
, 岁 X 尹”夕

,
(“

, , )~ X (“
, , ) (3

.

1
旧

下面
,

张量积
“ À ”

被推广至来自两个空间的向量
.

定义 3
.

2 丫 a 〔犷
,

b 〔尹
,

张量积 a À b是如下定义的一个双空 间张量
:

a À b
:

(u
, , )~ (a u ) b , )〔, ( 3

.

2)口

显然
,

由定义可知À为一双线性运算
.

通过犷上的点积
,

一双空间张量同时也可看成为

从犷到澎的一个线性变换
,

例如
,

X
,

犷
, ”犷 , 锄‘X , (3

.

3)

特别地
,

我们有

(a 凶b )刃= (b , ) a ( 3
.

哆)

为简单起见
,

由 (3
.

1) 所定义的所有双空 间张量 组成的集合Li n( 犷 , 扩 ) 简记作犷
.

在通

常的加法
、

标量乘积以及通过双点积定义的内积下
,

如

(a À b )
:

(u À , )二 (a u ) ( b , ) V a , u 〔扩 ; b , , 〔犷 ( 3
.

5 )

犷是一内积空间
.

A 与B 的特征基 (2
.

3)
、

(2
.

5 )诱导出一含m 。
个简单的双空间张量的集合

{“ a o

o 刃 , ,

la == 1 ,

⋯
, r , a = 1 ,

⋯
,
拼

a , 刀= l ,

⋯
, s , :

, l ,

⋯
, 。, } (3

. 6 )

由于

(u
。 。À , 夕,

)
:

(u
。 , , ‘

À , ,
, , ,

) = 占
。 。 ,

d
。 。 ‘

d声,
,

j
, , ‘

故集合 ( 3
.

6 )是犷的一正交归一基
.

引进犷的以下子空间犷
。 , (a “ 1 ,

⋯
, 介 刀” 1, ⋯ ,

s) :

犷
a 尹 : ” “p a n {“

。 。À , , , {J , 1 ,

⋯
, m 。; ‘“ l ,

⋯
, ”, }, d im 犷

。
, = 拼a ”,

( 3
.

7大
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我们有

陈 玉 明 肖 衡 李 建 波

犷 = ¼ 田 犷呻
,

0 . 1 声. 1

d im 犷= 兄 乙 m a ”, = 阴 n (3
.

8 )
口 一 1 夕一 1

从犷到犷的一个线性变换通常以一黑正体大写拉丁字母
,

如F ,

来表示
.

所有这种变换

构成的集合记作U n .

由双点积定义的 F〔Li n对一双空间张量如W 〔犷的作用以它们的并置来

表示
,

此时为FW
.

我们引进以下定义
.

定义 3
.

3 双线性映射

因
:
L i n (岁 ) 又 L i n (尹 ) , Lin :

(S
, T ) ~ S 冈T ( 3

.

9 )

由下式定义
:

(S 因T ) X : 二 S X T , , V X 〔犷 ( 3
.

10 )

S因T 〔Lin叫做 S 与 T 的方张量积 (或K r o n e e k e r 积 )
.

口

特别地
,

我们有

(a À u )因 ( b À , ) = (a À b )À (u À , ) (3
. 11)

因为 V 男 只 犷
, y〔犷有

[ (a À u )因 (b À 刃 ) 〕(尤 º y ) = (a À u ) (尤À y ) (刃À b )二 (a À b ) [ (“À , )
:

(尤À y ) 」

注意 ( 3
.

11 )式左端的从犷”犷的线性变换是由两个犷。 犷的线性变换的张量积表示 的
.

定义3
.

4

P日声:

Lin 中的rs 元素 ( a = 1 ,

⋯
, 介 刀= 1 ,

⋯
, s)

优
a 刀B

” p
a

因Q , = E 艺 ( u
。 。

À 刃 ,
,

)À (“ 。 。À 。, ,

)
,

犷 , 犷
。

, (3
.

12 )
『 . 1 了 . 1

称为由A 与B 所诱导的二次特征投影
,

它们具有以下性质
:

p · , W 一干W
,

丝
〔犷

·
,

、 0 , ,

W 任犷命
(3

.

13)

。P
。
夕,

P
。 ,

P 。 , = 亏
、0 其他 ;

: = 刀
,

艺 E p a
, = I ( 3

.

14)
a 一 1 夕= 1

其中
,

O与 .分别为Li n 中的零元和单位元
.

在 (3
.

13)中
,

犷扮是犷
。 ; 相 对于犷上的内积的正

交补
.

四
、

双空间张量方程

考察作为基本方程 (l
.

1) 的一般化的下述方程
:

护 _ 1 5 _ 1

兄 艺功
, , A ‘X B 才二C (4

.

1)
‘. 0 了. 0

其中{功, , }可以是对称系数张量 A 和 B 的主不变量的任意标量值函数
.

为将双空间张量方程

(4
,

l) 变成犷上一个向量方程
,

我们 引进一由 ( 4
.

1) 的左边所诱导的犷上的线性变换
.

定理4
,

1 设A 〔sym (犷 )
, B 〔S y m (犷 )

,

由方程 (4
,

l) 可诱导出犷上一线性对称变换

F、



线性双空间张量方程功
:

,通
‘

X B
, = C 9 2 3

f 一 1 8 一 1

F: 犷”犷
, X “FX

, ” E 艺叻
‘, A ‘

X B ,
(4

.

2 )
‘一 0 1 一 0

且F有谱表示

F= 艺 E 刁
。 , p

。 ,
(4

.

3 )
。 . 1 口一 1

其中特征值刁
。 , 由

护_ 1 召 _ 1

刁
a , = 乙 乙叻

, , 几二拼苦 (a “ z ,

⋯
, r , 刀== 1 ,

⋯
, s
) (4

.

4 )
‘一 0 了二0

给出
.

口

证明 考虑到定义 (4
.

2 )
,

F显然为一线性映射
,

即 F〔Li n
.

由以下事实可得出F的对称

性
.

V X
,

Y 〔犷
,

‘「‘一y :

(戴E 叻‘, A ‘
X B 了

才. 0

)
一、

:

(薰彭
“, A ‘Y B ,

)
一X FY

考虑到

A ‘” 艺几各P
。 ,

B J = 艺 拼百Q ,

夕. 1

并利用方张量积的定义式 (3
.

1。)
,
我们可以得到

护 一 1 8 一 l

F= 艺 E 咖,

‘. 0 了一 0

l(后
““p

·

)
因
(感

·葺Q 夕

)〕

一

云云(艺艺
叻‘, ““拼

a . 1 P . l 畜. D 夕. 0

乡)‘
p

·

因Q , ,

由(3
.

12 )及(4
.

4 )我们就证明 T (4
.

3 )式
.

如果没有特征值刁峭为零
,
则 F是可逆的

.

否则
,

F为退化的
.

一般地
,

我们有

犷二Im F¼ K e r F (4
.

5 )

其中

I m F = ¹ 犷
a

,
, K e rF“ ¹ 扩

。
,

几口护 0 月
a
口= 0

(4
. 6 )

这里以及以后
,

求和号下的条件
“
刁

。 , 沪 。
”

或
“

刀
。 , ~ 。”

表示求和对满足以上条件的
a
与刀进行

.

对于一可逆的F , K e r F二 {O , }

F在 I m F上的限制
F ; m : 二「jI m F= 乙 过

a , p 。 , (4
.

7 )
儿口禅 O

是I m F上一同构
,

且其逆为

F益” 艺
几口麟 0

过扮p 。 , (4
. 8 )

以下结果是显然的
.

定理 4
.

2 双空间张量方程 (4
.

1)
,

即犷上的向量方程
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FX 二 C

有解当且仅当C 〔Im F
,

i
.

e
.

C 〔 ¹ 犷
a 夕

几口护 0

或者等价地
,

(4
.

9 )

r _ l 口 _ 1

艺 p a , C = 0 , ,

E p
o

C Q , = O , ,

乙 乙 p , , A 月C B q
“ o ,

凡B = O 几 8三 O 乡 . 0 口, 0

(4
.

1o a ,

b
, e )

其中

马
。二 艺
儿口=

I 了
一 1一 , J套

一 1一 。

P口q 夕
(4

.

11)口

公式 (4
.

10c )和 ( 4
.

1 1) 是将 (2
.

12) 及 (2
.

14 )代入 (4
.

10 b) 所直接得到的
.

条件 (截 l oa) 也

等价于
“

对任何满足刁
。 , 二 。的 a 和刀有 p

。
, C = 0 , ” .

定理 4
.

3 对任一满足定理 4
.

2中条件的C 〔犷
,

方程 (4
.

1) 的一般解为
:

X = X l m + X K e r , V X K ” r

〔K e r F (4
.

12)

其中

护 _ 1 5 _ 1

X ‘m 二氏盆C = 乙 心声p
。

C Q , 一 乙 乙
。 , , A , C 砂 (4

.

13)
p = 0 q . 0

勺 。二 艺
几B 护 O

儿口转 O

I 了
_ , 一 , J弓

一 1一 。

P a q , 万
。
尹 (4

.

14 )口

五
、

特 例

在这一节
,

我们给出三个特例
.

对每一情形都指明了方程的特殊形式以及系数 (4
.

11 ) 及

(4
.

14 ) 的显式公式
.

情形 1 犷 = 犷
,

除叻
, 。= l及叻

。l = 一 1外所有咖
, = 。

.

方程 (4
.

1)变为 :

A X 一 X B 二C

假设A 与B 有 k个公共特征值
:
几
。

~ 内
, “ = 1,

⋯
, k

.

则

( 5
.

x)

P , 。= 乞少
一

二:

名一a 二 1 p a q a

: , 。== 乙 ( 5
.

2)

情形2 犷 = 尹
,

叻·, 一{

B = A 〔S y m ‘

(正定)
, : =

l , f+ j“寿一 1

O,

其他

刀

叉 业旦丝些止
兰

厂二 P a q 声(几。 一 拌声)
头 a ‘殆)

s s

( 5
.

3)

我们有

乙 A 充一‘X A ‘一 ‘“ C , 左
。

, ‘ 乙叱
一 ‘

布
‘= 刀, 。

> 。 ( 5
. 4)

对任意C , 方程 ( 5
.
4 )有唯一解

:



线性双空间张量方程咖j汉‘X B
了二C 92 5

的

r _ 1

X = E
“, 。A p C B 叮, “, 。== E

_ 一

石
a , P ‘ J -

I
a

r 一 1一 , I拿
_ 1 _ 。

a

p ,习季
一 :
久合

一 ‘
几乡

一 ‘= ￡口, (5

p , q . 0

情形3 犷 二犷
,

B 二A 〔s y m
,

A X 一 X A = C

r = S , 除功
,。二 1及叻

。, = 一 1外所有的学
‘, “ 。

.

我们有

(5
.

6 )

么 八
1 _ .

几
一 : _ 。 _

一
尸

。 q

= 》 : 一一二二二二二二二一一二二几立二 = 尸 口 , 。 己 , q

= ) ;

拭 川
. ‘ ’

局

I华
_ , _ , I拿小

。 _

P
a
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