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摘 要

本文通过坐标变化和近恒等变化
,

将强 � �� ��� � 方程化成范式
,

从而可以得到在不同共振条

件下的分岔方程以及其近似解
,

应用奇异性理论研究了强� �� ��� � 在开折参数及物理参数平面上

的转迁集及其局部分岔图
�
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一
、

引 言

单自由度 � � �� �� � 方程一般形式可写为

￡� � ��
, 分�� � � ‘� � � �。

‘�� �‘� ��一�

� �� �� � � 方程之所以被人们重视
,

不仅因为它具有广泛的工程背景
,

更因为它的动力学行

为在非线性系统中具有典型的代表性
,

且 � � �� �� � 方程的动力学行为表现了十分丰富的非
·

线性特性
,

同时它 又是相对水匕较简单的方程
�

几十年来
,

人们虽然对 � � ��� � � 方程做了不

少工作
,

� � � �� �
〔”用多尺度法研究了� � �� �� �方程 的跳跃和滞后现象

, � ��  � “【“’研究了

� �� ��� � 方程的周期轨道由逐步分岔导致周期倍化从而产生浑沌 的 特 性
,

陈 予 恕
‘“’
应 用

� � � � � � � � 一� � � � �� �方法研究了� � ���� � 方程的简单分岔
,

张健
汇‘’
研究 � � � ���� � 方程

主共振及分数共振的动力学特性
,

但至今其分岔特性的完全揭未还远远没有解决
,

特别是在

高次退化条件下的分岔及复杂动态特性
�

一
本文通过坐标变化和近恒等变化

〔“ , � ’,

将强� � �� �� � 方程化成范式
,

得到了在不同共振

条件下的分岔方程以及其近似解
,

进一步应用奇异性理论
‘。’
研究了强 � � ��� � � 在开折参数

及物理参数平面上的转迁集及其局部分岔图
�

二
、

加�� �� �系统的局部分岔研究

考虑如下强� � ���� �方程

�

国家自然科学基金和博士点基金资助项目
�

� 天津大学力学与工程测试系
�

天津 � �� �  !
�
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艺� �拼分� �
�� �� ���� ��

�

��

其中
, �� �含有强非线性项

,

为研究方便起见
,

渺�劝 二
。扛� � ��

,

其中� 可以是非小量
,

���� 为外激励项
,

设���� ”汀� 。“。� , �
为小参数

,

改写方程��
�

��有

吴�半�一
� ,

一
�

一
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合�,

, � ,
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誓一
, 。 ,

�

争
一‘。 ,

�
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为 。�
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�
,

� � �

令幻其中
�

�
,
����

。
�� � � �一 �� ��

,

�
�

����
。
�� � � �‘。��

,

由于
。
是小量

,

从而 �贾
,

�妾

几�二 一 拼一 ��
,
义� � 一拼� ��

其中
� � 斌砚不�

�

在强非线性的情况下
,

为将��
�

� � �化为� � � � � � 标准形
,

取变换

��
�

� �

,�几�‘�����
��
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勺�

应
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血

凡

得到
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,
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而
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诺
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� � 。
�

,
�
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乏
树刁三

�
一

‘� �� �� , �孤衔
‘“

�� “�”

��
�

� � �

��
�

�� �

为简化标准形 �� 扭
,

�� 中的干扰项
,

取变换为

, , � ‘ �� 夕�
�

夕� � � � � � �
�

其 中

��
�

� � �

��
�
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�。 � � �一 拼�

� , �召
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“

〕
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� 二生
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则系统��
�

��
,

�� 可化为下述形式
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鲁
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�
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引入非线性变换
二 �� � ‘

+ D 互(
。 1 , 。: ,

f

l
,

f

:

) (
2

.

l o a

)

z :

二u
:
+ D 吞(

ul, u : ,

f

, ,

f

:

) (
2

.

l o b
)

使(2
.
9)变为范式

.
其中D 生

,

D 互分别为总次数等于3的
。1 , “: ,

f

l ,

f

: 的齐次多项式
.
利用矩阵法

,

可求得变换中非线性项D 生
,

D 吞的系数
,

它们由表 1统一给出
.
故(2

.
9)的N O r m al F o rm 形

式为

d “1
, .

。
, . _ J , . , 、 , , . _ , 、

一
二石厂

=
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)
一

L
u ‘十9 1 ‘) (

2
.
1 z b )
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.
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口
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‘
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为简化范式的形式
,

设

二 ,
=
“ ,

+ 好
1,

从而有

。: =
。:

+ 口f
:

(2
.
12 )

d功i

花宁
”几;功;+ [B 一g (人
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:
+ 3 A 。岌田
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.
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切2

d t
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= 几
:。: + [ 一 B + 夕(几

:一若。)〕f
:一 3只。孟w , -

( 2
.

1 3 b )

下面研究主共振情形
,

即 。丝叭时的动力学特件
·

引入调谐值
a

a 二二二巴口 一 r

设切
,二。 。e x p ( 一 so f )

, 。:二勿
。
e x

p
(
‘。t)

,

代入 (2
.13a ,

b ) 可得幅频关系式
,

(
2

.

1 3
b)
互为共婉

,

因此
,

只需研究(2
.
13a)即可

,

有
一、

劝 。
= (几

1
+ i。 ) 。

。

+ [ B
一 夕(久

:
+ i。 )〕

。
f +

3 A 脚毛匆
。

令。。

=
a e x P [ 1 0 〕

,

代入(2
.
xs)有

吞, 一 拼a + (R
;Ic 0 5 0 + R

l:s in 口)
。
f

”
‘

一王
:

(
2
.
1 4
)

由于 (2
.
13a )和

(2
.
15)

a。_ 。。 _

竺
a3+‘* 1, 。。s 。一* 1, 。i

盘
。)。 *

2 犷

(
2
.
1 6 a

)

(
2
.
1 6 b )

其中 R , ,
= R

e
[ B 一 g (几

,
+ ‘。 )〕

,
R

1 2

= I m [ B 一 g 林
,

料。 ) ]
,

即

R 11
2拜r 。 2一 :2+ 拼

2

4 r [拼
名

+ (
。 +

r
)

R l
:
= 李+4r 4r[拌2 + (。 + r ) “] (

2

.

1 7
)

从而分岔方程为

【
。2 +

(
一祭
aZ
)
’

l
一(
R,1 + R ,

2
, (

·
f ,

“

(
2

.

1 匕)

引理1 在(拼
, 。 ,

f 矛 )二(Q )〔R
4的领域内

, 。。

有解形如
aex p [10〕

,

其中
a ,

8 满足式(2
.
16)
.

定理1 在无阻尼时
,

即拼= o
,

在 (a
,

j)
=

( Q ) 〔R
“

的领域内
,

存在一条曲线厂
,

将 (了
,

a)

平面分为两部分U
l,

U

: ,

使得切
。

的解在(f
,

a) 〔U l时有唯一解
,

而在(f
,

a) 〔U
:
时有三 个解

,

如图 1
,

其中厂的表达式为

R 爹
:
(
。
f )

“

二
8r

8 1口
( 2

.
1 9
)

厅�

厂一
一U一

认一1一

户, 场‘
、

~ 内 h

圈笋2

证明 当拼= o时
,

由(2
.
17)知

,
R

; ,
~ 0

,

由 f2
.
la) 可知

,
S

i
n

o “。
,

故 eo so= 士1
,

从

而分岔方 程(2
.
15) 可改写为

H 、,
, a , 。

)一a
a 一

祭
a3士”12。, 一。

( 2
.
2 0 )

令
口H

口a
一 。,

有
aZ
一欲

一

。 ,

代入上式有

。:
, r 、 2

s
r ,

八z么 L ‘J )
=

下二丫了J
-

己 1以
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得证
.

引理2 在(拼
, 。 ,

f

,
a

) = ( Q ) 〔R
‘的领域内

叹(
a去+ 广+沪)

.
山。

有解形如
aex P 〔18」

,

满足

(2
.21)

引入比例尺度
a= 几p

,
a

= 几
Za 气 拼= 几

2拼赞,
j = 几

3
f
肠

其中 几为小参数
,

代入式 (2
.
le) 有

G ,
= 一拼朴p + ( R

l;e o s
o + R

l: s i n 6 )
。
f
朴

(
2
.
2 2

)

~
. _

3 a
~ 。 。 ,

。
_ 。 。

.
,

、

行
里

=
U , 尸 一 一二: 二一 尸

“

十(式l艺C O S 口一式11吕I n 口沁J ,

艺r

(
2
.
2 3 a

)

〔2
.
23b )

为分析其分岔特性
,

进而考虑上式的多解性
,

对还= o
,

定义

、一烈李兴黔
-一 ,

r
; 一 +

(
。

一粤
, 丫

。

一竺
pZ、1

”L 尸 , 口 , L “
·

r 了
卜

r , J
(

2
.
2 4

)

从上式可知
,

对于 “一。
,

、n仔)一
1, 如果。·为正数

,

显然‘一。的充要条件为, 一。
.
又

粤
二 135

(粤丫
, ‘+ 3 6粤

。 . 0
2
+ (

; , 2
+
。, 2

)

U 尸 \ T I r (
2
.
2 5
)

当a 爷为负数
, 一 , , 一

5
‘ , ~ 二

叨 a 甘飞飞
一

二拼’
一

盯
,

‘

口刁

口P
= o没有实解

.
由J = 0

,

可求出川非零解部分 )

p“
=
一二一
9 a

(一 Z
a .士双

甲

矛丽巧砂
舀
) (

2
.
2 6

)

将 (2
.
26 )代入 (2

.
25 )中

,

并令口刁/a p = o
,

可得到 (了
价 , “气a哟 三维空间中的分岔 曲面方程

,

即

【
。一+

(

a
一祭
pZ
)
‘

」
pZ一 ‘R 尹

1
+ R 犷

2

)
‘
·
f
·
)
2

(
2
.
2 7

)

其中 p满足式 (2
.
2 6 )

,

从而主共振条件下分岔曲面方程为

卜
2+
(一器

一
)

2

〕
2·“一 ‘R 矛! + R , 么

)

‘
·
‘,

“

(
2

.

2 8
)

其中

r , _ 。 ,

—
‘

O

‘

=

—
‘一 2口 +

A
/ 口

名
_

, , , 名
)

在(。
, 拼 ,

j ) 坐标系中画出其分岔曲面万
,

个数不同的区域
,

如图2
.

定理2 在(。
, 拼,

f ) = ( Q ) 〔R
“的止领域中

,

如图2
,

对应于解的个数也在图中注明
.

(2
.29)

进而给出(a
, 拼 ,

f ) = ( Q ) 〔R
“

的亡领域中对应于解

主共振时有分岔 曲面万
,

其方程为式(2
.
28)

,

利用奇异性理论分析分岔方程(2
.15) 的拓扑分类图

.
为研究方便

,

我们令

‘一
纂

“ ,
“一士 ‘, “1

a :

一(器)
“

(

·
, )

2

{ (

-

/ Zr \ 2 。

=
t

we ; : 二, j 拌
-

、 3 仪 I
’

2 拼r

4 r [“
2
+ (。 +

r
)
“

〕

(2
,

3 0
)

、
2 :
了 1 , 。之一 r Z+ 拼

艺
、
2
、

, , 厂吸
、

一丁一
.
r 一二, 下甲不一犷下厂一一丁一下二苏子 . r

I 、 4 r 4 r L拌
一

个气。 个r )
一

J l 多

(
2
.
3 t )

从而有
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F (几
,

a
, a

) =
a Z

[ (
几+ 占

a Z
)
“

+
a l

] +
a :

=
o

(
2

.

3 2
)

其中 a = (a
l, a :

) 〔R
Z,

这是余维为二的分岔

吴 志 强

系统
,

有

(1) B :{(a
l, a :

) 〔R
z,

a :
= o

}

(
2

)

分岔集

滞后点集 H
:

{
(a、

,
a Z

, 〔R
Z

3 , _

、
a ‘== 了a丁

,
a ,
气。
少 田3 (a :

, “ ,
) 平面上的转迁绍

(3) 双极限集
: D L = 中

图3和图4(a
,

b

,
c

,

d

,
e

,

f) 给出了分岔方程的转迁集及其分岔响应图
.

r
, 户

0
.
5

1
,

0

‘

护. 奋

璐 洲
洲,

~
0

.

9

匕
0.8

人‘阳

0
.
7 仁
0
.
4 0

.
8 1

.
0 一 0

.
4 0 0

.
4 0

,

8

(

a 、f) 的坐标 (a ) 区域¹

0.6

(b ) 区域º (。 ) 区域»

才才才人人人
0.50400.阶
0
.20

0
.
10

0
.05

一 2 一 1
.
0 0 1

.
0 2

.
0 一 2 0卜王

.
0 0 1

.
0 2

.
0 一2

、
0 一 1

.
0 0 1

.
0 2

.
0

幻, l|l|l||||十lllseee乃

一�一八�

( d ) 区域¼ (e)

圈

区域½

4

区域¾

一一

多多
0.7 0.35 0.160.5 0.25 0.120.3 0.15 0.080.050 。

‘

。‘

口
n.0

00.020.040.佣.0 .08 0 .1 一 2 一 1 .0 0 0 2 0 一 2 一 1
.
0 0

O 仁人曰一‘

一 2 一 1
.
0 0 1 0 2

.

0

(a ) 价川参数平面上的转迁集 (b) 区域¹ (“ ) 区域º (d) 区域»
、

「

于
、

:

一 、
·

一

圈 5 ‘

‘

返回物理参数平面
,

图5(a
,

b

,
c

,

d ) 展示了物理参数平面上的转迁集和分岔特性
.
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三
、

主共振分岔方程的普适形折

利用奇异性理论研究分岔方程(2
.
15) 的普适开折

,

取芽g

(3
.
1)

z = a Z

F / 。 .

3 a \ 么 1

斌 凡
,

习 = 习似+ 书井
一

、川。 、 尹 ·

L 、
’

Z
r , 」

展开g有
g = A 之s + B 久之

2
+ C

之几
2

(3
.
2)

, 一
(汀
>。 ,

B 一2

(餐)
,

c 一 l
,

作变换
漪

’

中中其
‘

其

B
x= z十 3A 几 (

3
.
3
)

则 (3
.
2)可变为

g == 。
(
x 3

+ 3 e几么x + Z d 几3)

其中
。
=
s g n A

,

在此
, 。

= 士l

(3
.4)

,

= 生性
_
逻

,
、

3、A 3 A
z
l

( 3
.
s a )

d = 上‘2、
2 万

。

2 7 A
3

_

丝
、

3A “

,
( 3

.
s b )

假设分岔问题(3
.
15) 的j

3g是非退化的
,

则当d = o时
,

g 等价于

h(x
, 几)=

。
(扩+ 占久

Zx
) (3

.
e )

其中
,

d =
S

g n
( c)

,

当d 关。时
,

g 等价于

h。( x
,
几)二。

(
戈3 一 3阴几

Zx + 2占几
3
) (3

.
7 )

其中 6= sg n (d )

m 二 一
提

一
(
3
.

5)

d 百

(
3
.
6
)对应于 (3

.
7)中 m , 士co 的情形

,

已知分岔方程 (3
.
18 ) 三次非退化等价 于 N orm al

F O rm (3
.
6 )或 (3

.
7)

, 。 ,
占表示符号

,
m 是实数

,

在图6中画出模圈
,

分别对应于
。”+ l和 “

=

一 l ,

右边对应于d= 一 l ,

左边对应于6= + 1
,

且在m = 土co 时连接
.
我们 称 m = 士‘

, 。=

l , 。= o 为模点
,

这些点把模圈分成几段
,

而在每一段上
,

芽的拓扑结构是等价的
,

并有相

同的扰动集
,

即普适开折是等价的
,

而在这些模点之间的不同段上
,

普适开折不是等价的
.

这些模点可以分为两类
,

一类是常规点
,

此时m = 0或fn 二 co
,

芽 的平方项和线性项消失
,

而

立方项对应于相同的
。,

d
, 。 ,

任何具有适当符号的芽等价于(3
.
6)或(3

.
7)
.
而 当m = 1时

,

_‘~ 丁1 :“ + 1
刀吕~ , 卜 以习 ~ 一 」匕

_

一
,

自
州
自
;

某了
爪一“

火州
‘一 。

, ,
爪二 一 闰

图6 撰.
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此时为连接点
,

此时芽是退化的
,

如h(x
,

幻二xs 一 3矛x + 2占护
,

在 js g 的情况下
,

h 具有余维

五
,

如当
。
= 1

,
乙= 一 l ,

m 二 1时
,

芽可表示为

g = (x
3一 3 x 几3一 2几

3
)+ 之

4
(3
.
5)

此时g的普适开折为

g一(扩 一 3 x几
“一 2几

“

) + 矛 + a
,

+
a Z
几+ a

ox + a
4
几x + a

sx 矛 (3
.
1。)

当。
= 1

,
j =

一 1和 。
= 一 1 ,

己二1在m ~ 1连接时芽等价于
g二x

4
+ (一 x

Z
凡+ 几

3
)

一

t

3

.

1 1

)

此时g的普适开折为
g == x

4
+ (一

二2几+ 几
3
)+
a ;+ a

:几+ a
3x + a

‘
x s

+
a
。
几
2

(3
.
12
)

当胜 l时
,

g 的普适开折为

g (尤
,
几

,
a l ,

a
: ,

a
3 ,

a
‘ , n

)

= (
%

s 一 3n x 么几+ 2占几
s
) +
a l+ a

:几+ a
ox + a

‘
几x (3

.
13)

其中
n
为模参数

,

在此为准开折参数
.

在m 一1的退化情况下
,

普适开折的余维数 》4
,

具有十分丰富的动力学行为
,

一般难于

在二维参数空间上表示出来
,

再考虑式(3
.
5)

,

经分析可知
,

在主共振条件下 D u ffi n g 方程
:

三次近似的分岔对应于m 一 1情形
,

即
‘
+ d 百= o

,

随着余维数的增大
,

会出现更一般更丰富

的动力学特性
.

需要指出的是
,

以上的这些扰动集从普适 开折的理论来讲是可能存在的
,

但具体到各个

方程参数选择的不同形式
,

不一定都可实现
.

四
、

结 论

本文给出了一种求强 D u ffi n g 方程范式 的方法
,

从而可以得到在不同共振条件 下 的分

岔方程以及其近似解
,

应用奇异性理论研究了强D u ffi n g 系统在开折参数及物理参数平面上

的转迁集及其局部分岔图
.
并证明在某些特殊情况下

,

有高阶退化存在
,

因而有更丰富的动

力学行为
.
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