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摘 要

本文研究一类高阶泛函偏微分方程边值问题的强迫振动性
.

主要工具是平均技巧
,

利用它将

问题归结于相应的泛函微分不等式的振动性的研究
.

关健词 高阶泛函偏微分方程 边值问题那强迫振动

一
、

引 言

近年来
,

带有函数变元的偏微分方程解的振动性研究有了较大发展
.

但是
,

这些成果大

都是对二阶偏微分方程建立的
‘’“ “, 3 ’.

迄今为止
,

极少见到对高阶方程 的强迫振动性的研究
.

本文研究偶数阶泛函偏微分方程
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在本文的第二部份
,

我们给出边值问题和微分不等式的一些结果 , 在第三部份 给出泛 函

微分不等式的振动准则 , 在第四部份建立三类边值问题振动的充分条件
.

二
、

边值问题解的振动性

本节将导出三类边值问题的解振动的条件是相应的常微分不等式没有最终正解
.
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5 )中令t , OO
,

得到

lim z 〔乏卜
2 )(t)= 一 co

这就导致

lim z
(t) = 一 co

.

才一0 0

这与 (3
.

2 )式及 , (才)最终为正且
e
(t)是振动的相矛盾

.

故当t) t 。时
, : (2一

’)(t )> 0
.

从而
z
(t)

非振动
,

再由 (3
.

2 )式及y( t) 最终为正知
,

z( t) 是最终为正
.

由(3
.

3 )式得

[ 9 Lt )
二 (’

” 一 ‘)(t)]
‘
~ g (t )

: (“” )(t )+ g ‘

(才)
二 (2 “

一 ‘) (t)< o ,

故

nU

镇Z恤a(t)一岌

。

t)
2

综合上述
,

在 t 充分大时
、

z (, ”) (* )< o , 二 (2卜
‘)(才)> o , z

(t )> o

利用文献 〔7 〕中的结果
,

知存在奇数L
,

满足引理 3
.

1的结论
.

文〔的研究了高阶时滞微分方程解 的振动性
,

我们利用其中的方法
,

至微分不等式 中
.

定理 3
.

1 设条件(B ,
)~ ‘B

‘

)成立
.

如果

(3
.

6 )

容易将其结论 推 广

1im i n f

t叶口O

e
(矛)

矛z ” 一 l (3
.

7 )

则不等式 (3
.

1) 无最终正解 ,

lim
f‘今‘力

习ll P

e (t)
t Z” 一 i

巴巴巴

一 C洲口

如果

一

= + co (3
.

8 )

则不等式

[g (t ), ‘2
” 一
” (t )]

‘

+ 乙 b ‘(t )功
‘[ , (口‘

(t) )]《 一 E (t) (3
.

1 )
产

无最终正解
.

证明 设 g( t) 是不等式 (3
.

1) 的最终正解
,

由引理 3
.

1知
,

存在奇数 L : l簇L《 2 。一 1 ,

使当 t充分大 时
2 ‘“ , (t) > 。(0 成k《 L )

, z ‘二 千‘’(t )< 0
.

故 存在正数 M
,

使 对充分大的 t 有

p<
z
(t)《M t乙 ,

由此得到
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lim s u P

t衬以)

2 (t)
一一幸

二
一芯

、

」姓

r L, 、 (3
.

9 )

由(3
.

2 )式得之 (t)= 夕(t )一
e
(t )> 一 e

(t )
,

结合 (3
.

9 )有

lim s u p

t叶0 0

但由(3
.

7 )式得

一 e
(t )

t乙
< lim

t叶 :父 ,

。u p 一

誓
~

、M
(3

.

10 )

lim s U P

t叶 0 0

一 e
(t )

tL
= 一 t’卜

’一 石1im
t~ 0 0

n f
口气r )

t Z” 一 l = + co (3
.

1 1 )

(3
.

10 )与 (3
.

1 1 )相矛盾
.

现设斌 t) 是不等式 (3
.

1 )
产

的最终正解
,

由类似于 (3
.

2 )式的假设

, (t)二
二
(t)一

e
(t ) (3

.

2 )
尹

将(3
.

2 )
声

代入 (3
.

1 )
‘ ,

得到 (3
.

3 )式
.

如前所证
,

存在M > 。,

使 t充分大时有。< 到 t) 《M户
,

其中L为奇数 (z《L《 Z n 一 l)
,

利用 (3
.

2 )
广

式
,

可 知 :
(t) ~ 夕(t)+

e
(r)>

e
(t)

,

结合 (3
.

9 )式

得

)im
s u p

半
一

司im o u p

粤 副
了~ 中以;

,

7
. .

引洲 :

(3
.

12 )

由(3
.

8 )式得

lim s u P
t闷 C幻

e (t)
t乙

二才
2

卜 1 一 Llim
矛一 C( )

_ _ 。 _ 武 t)
肖 u p下筛不 = 个囚 (3

.

13 )

(3
.

22 )与(3
.

13 )相矛盾
.

由以上论证知定理 3
.

1结论成立
.

定理3
.

2 设条件 (B : 、、 (B
‘

)成立
.

如果‘
,

和叻
2

均是不减函数并且对 t0 〔(0
,

OO )有

l
, 。“1

(‘)‘
1〔二 ((7

1
(‘) , “d ‘

一 (3
·

“)

则不等式 (3
.

1) 无最终正解 ; 如果

{
, 。“

2

(‘)妙
2

仁一 (a
Z

(‘))〕d ‘

一 (3
.

1 5 )

则不等式 (3
.

1飞
‘

无最终正解
.

这里 e +

~ m a X {e
, 。}

, e -

= 一 m i.n {e
, o }

. 、

证明 用反证法
,

设州约是(3
.

1) 的最终正解
,

由引理 3
.

1 知
,

由(3
.

2 )式确定的 z( t) 满

足 (3
.

6 、式
.

取 t。充分大
,

使当t) t 。时
了3

.

G 、成立月
.

2 , 〔: ‘丈t、、> 。了f〔I二、
.

从r。到T 积分 (3
.

4 )式

得

g (T )
“ ‘2

” 一

” (T )一Q (t
。
) z ‘, ”

一 ‘’(t
。

)成一 E [夕(a
‘

(t ))〕d t (3 一 6 )浓甲
.、

,
产

上‘
rZ、

...

‘

台
T肠月‘、住,J

由(3
.

6 )式知 lim g (7
’

)
z (Z

n 一’)(T )存在
.

利用 (3
.

16 )知
T , oo

, ,

f T
, , 、 , 。 . 、 、 , ,

,

_

县m 、 O ‘Lr )中‘ty La ‘又了) , 」。 r夭co
7

,

~ OO
了 ro

(3
.

17 )

考虑g (t)” 二
(t )+

e
(才)=

z
(t )+

e 、

(t)一
e 一

(t)
,

(i) 当e 十

~ o时
二 + e 二 : 一 e 一

> o ~ 。 ,

(ii ) 当 e 一

二 。时
二+ e 二 z + e > 。 十 .

因此
,

当t) t0 时
之(。. (才))+

e
(a 。(t ))>

e 十

(。。(t ))

(i〔2
’二 )

故

(‘〔I二 ) (3
, 18 )
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由功1
是不减函数

,

所以由(3
.

15) 式得

功, [y (。
,
(t))〕= 功

; [ z (a
:
(t )+

e
(a

:
(t ))] > 功

: [ e
+

(a , (t ))1 (3
.

19 )

利用 (3
.

1 7 )与 (3
.

1 9 )
,

得到

l刃
6 1
(, ), 1 〔二 (一 (‘))1“‘、l刃

6 !
(‘),

!〔。‘a
!
“, ,〕“‘< -

这与 (3
.

14 )式矛盾
,

从而 (3
.

1) 无最终正解
.

同理可证 (3
.

1 5 )成立时(3
.

1 )
尹
也无最终正解

.

定理3
.

3 设条件 (B
;
)、 (B

。

)成立
.

如果功
1
是不减函数且对才

。

> 。有

l万
“1 (‘)d ‘

一
‘3

·

2 0 ,

则不等式 (3
.

1) 与 (3
.

1 )
尹

均无最终正解
.

证明 用反证法
.

设g( t) 是 (3
.

1) 的最终正解
,

由引理 3
.

1 知
,

由(3
.

2 )式决定的 到 t) 满

足(3
.

3 )和 (3
.

6 )
.

取 t。充分大
,

使当t > t 。时(3
.

6 )成立且
二
(a

‘
(t ))) o (f〔I

,
)

.

利用条件阳
。

)
,

知存在
n 。〔I一 { l , 2 , 3 ,

⋯ }
,

使 S
”。

》t。,

则当t > S
。。

时

z
(t )+

e
(t )>

:
(t )+

e
(S

。。

)== 万(t ) 、
z
(a

‘
(t ))+

e
(a

‘
(t ))> 万(a

‘
(t )) (i〔I

二
) (3

.

2 1 )

由(3
.

2 1 )式知
: (舌)(t )~ 乏‘“)(t )(k〔I

: 。

)
.

由 (3
.

3 )式及价
1
是不减函数

,

得t> S
。。

时

〔q (t )万(“一 ‘) (t)〕
‘
+ b l

(t )叻
; 〔奢

一

(。
;
(t ))]

《 [Q (t )
二‘2 ”一”(t )]

‘

+ E b ‘(t )功
‘[ 2 (a

‘

(t )+
e
(。

‘
(t ))] 《o (3

.

2 2 )

由引理 3
.

1知 z 尹

(t)> o ,

故当t> S
, 。

时

牙(t )~
z
(t )+

e
(S

。。

)>
z
(S

。。

)+
e
(S

n 。

)~ 夕(S
。。

)> o

从S
, 。

到T 积分 (3
.

22 )式产生

q [T ] 乏(2 , 一 ’) (T )一 q (S
n 。

)乏(2 ” 一 ’)(S
n 。

)( 一 b ,
(t )功

1 [忍(a
l
(t ))] d t

《 一‘1〔“‘。 , , 〕(:
, 。
“1“ ,“‘

这里 a r二 m in {a ,
(t )

,
S

。。

《t( oo }
.

在 (3
.

2 3 )式中令T 0 00
,

这与 (3
.

20 )式矛盾
.

(3
.

2 3 )

因 lim q (T )忍(2 ” 一 ‘)(T )存在
,

T , OO

设斌t) 是 (3
.

1 )
/

的最终正解
,

类似于上述证明
,

我们仍得到矛盾
.

定理证毕
.

四
、

边值问题的振动准则

由第二节知
,

本文所述三类边值问题解的振动性取决于形如 (3
.

1) 的不等式的振动性
.

在

第三节我们 又给出了不等式 (3
.

1) 或 (3
.

1 )
产

的振动条件
,

综合上面的讨论
,

我们容易建 立 下

列边值问题的振动准则
.

定理‘
·

, 设条件(A
l

卜 (A
3
)成立

.

如 果 !沙
)“‘< 一 且存在函数

·
“,满足

(
。X p

[l:
。 ·

(‘)“‘〕一
(‘))

‘

一

俞一p

〔l;
。·“,“‘

〕l扩
‘一 ‘,“

“
‘

·

‘,



高阶泛函偏微分方程边值问题的强迫振动 台4 5

且e( t) 是振动的
,

则当(3
.

7 )和(3
.

5) 均成立时
,

边值问题 (1
.

1 )(1
.

2 )的一切解均在G 内是 振

动的
。

证明 不等式 (2
.

2 )和 (2
.

2 )
, 两端分另。乘以。(‘)一 e X p

【l:
。· (‘)“‘

〕
,

则有

[口(t )
。‘2 ’ 一 ‘, (t)]

‘

+ 艺
。(‘),

,
“, , ‘〔·‘:

。
“)):、
偷

。(‘)l
。
f(X

, ‘)d X (4
.

2 )

和

〔。(, )

一
(亡): +

鑫
。(‘),

‘
(‘)价

‘〔·(, ‘
(‘))〕、 一

渝
。(‘)l

。
, (一 ‘)“· (4

·

2 )
,

由条件(A
:
)、 (A

3
)和定理条件知(B

l
)‘ (B

‘

)成立
,

又 (3
.

7 )和(3
.

5) 也成立
,

故由定理 3
.

1知

不等式 (4
.

2 )和 (4
.

2 )
产

均无最终正解
.

再由定理 2
.

1知本定理结论成立
.

定理 4
.

, 设条件 (A
!

卜 (A
3

)成立

《
·
(‘)“‘< 一 如果 由(4

·

l)式定义的
·
(, )是振动

的且功
;
和价

:
均为不减函数

,

满足 (3
.

14 )与 (3
.

15 )
.

其中b ‘(才)= 口(t )叻
‘
(t )

, a ‘(t )= 下‘(* ) (i= 1 ,

2 )
.

则边值问题 (1
.

1 )(1
.

2 )的一切解均在G 内是振动的
.

证明 不等式 (4
.

2 )和 (4
.

2 )
声
满足定理 3

.

2的条件
,

故均无最终正解
.

由定理 2
.

1 知结论

成立
.

定,
.

, 设条件(“
1

卜(“
,
)成立且

臻
(‘)dt < 一 如果由(4

.

1 )式定义的
·
(, )是 减 幅

振动的
,

则 当 叻
:
是不减函数及(3

.

20 )式成立时
,

其 中 b ,
(t) ~ q (t) 劝

, (t )
,

则边值问 题 (1
.

1)

(1
.

2 )的一切解均在‘内是振动的
.

证明 不等式 (4
.

2 )和 (4
.

2 )
尹

满足定理3
.

3的条件
,

均无最终正解
,

由定理 2
.

1 知结论成

立
.

对于边值问题 (1
.

1 )(1
.

3 )和 (1
.

1 )(1
.

4 )
,

我们建立下面的振动准则
,

证明略去
.

定理‘
.

‘ 设条件(“
1

卜 (A
3

)成立
·

如果

小
‘)“‘< 一 且存在振动函数

·
(‘)满足

(一
p

ll:
。 ·

(‘)d ‘]
一

2

一 ‘)“,
)
‘

一
p

ll:
。 ·“,“‘〕‘

G “, + F “, ,
(4

.

3 )

则当(3
.

7 )(3
.

5) 均成立时
,

边值问题 (1
.

1 )(1
.

3 )的一切解均在‘内是振动的
.

定理‘
·

5 设条件 (A l
)一 (A

3

)成立且l
, 。· (‘)“t< 一 如果 由 (‘

·

3 )式定义的
·(‘)是振动

的且诱
,与叻:

均为不减函数
,

满足 (3
.

14 )与 (3
.

15 )
,

其中b‘(t)~ g (t)叻
‘

(t )
, a ‘(t )二 丫‘(t)(‘, 1‘

2 )
.

则边值问题 (l
.

1) (l
.

3 )的一切解均在G 内是振动的
.

定理 4
.

6 设条件 (A
l

卜 (A’s )成立且

小
‘)“‘< 一 如果 由 (4

·

3 )式定义的
·
(, )是减幅

振动的
,

则当价1
是不减函数及 (3

.

2 0 )式成立时
,

其中b , (t)~ g (t)沪
1 (t )

,

边值问题 (1
.

1) (1
.

3 )

的一切解均在 G 内是振动的
.

定理4
.

7 设条件 (A l)、 (A
3

)成立且 l
‘

。 (t )dt < co
,

若存在振动函数
。

(t)
,

畜甜足
‘to

.

屯

(
。X p

「}:
。 ““)“‘

〕一
‘)“,)

‘

一
p

[l;
·“, “‘

]
s “,

(4
.

4 )
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则当 (3
.

7 )和 (3
.

5) 均成立时
,

边值问题 (1
.

1)(1
.

4 )的一切解均在G 内是振动的
.

定理‘
·

, 设条件 (Al 卜 (A
3

)成立

《
·
“,“《一 若由“

·

‘,式定义 的 ·
‘t) 是振“的

且下列两个条件之一成立时
,

边值问题 (1
.

1 )
、

(1
.

4 )的一切解在‘内均是振动的
.

(i) 叻, 与功:

为不减函数满足 (3
.

14 )与 (3
.

1 5 )
,

其中a ‘
(t)= , ‘

(t)
,
b‘(t)‘ g (t )叻

‘

(t) (i ~ 1 ,

2 )
.

(“) l育
; 1
(, )。(, )

·+

(一 (, ) )“,

一
及}刃

“: (, )
‘

。、‘)一 (一 (‘))“‘

一
定理‘

·

, 设条件 (A
l , 一 tA

3 )成立且 }
t。。 (‘)“‘< OO

,

若由(‘
·

‘)式定义的
‘
(‘)是减 幅 振

动 的
,

则当下列两个条件之一成立时
,

边值问题 (1
.

1)
、

(1
.

4 )的一切解在G 内是振动 的
.

“) 甲 1
是不减函数且l

, 。 q (‘,‘1“)“‘

一
(11) l刃

。(‘)“
1
(‘)d ‘

一
通过以上的定理

,

我们将文献 仁2
, 3 。5 , 8〕中的某些结果推广至高阶方程

,

下面举一个具

体例子
.

考虑方程
“。: + e x p

卜香〕
。。+ 2
一

“二 + e x p 〔二 :一 ‘x
, ‘

一 , + f (x
, ‘, (4

.

5 )

其中 (x
, 才)〔(o

, 二 ) 又 (o
,

co )
,

f (x
,

界条件
u (o

, t l

~ u
(二

, t) = o

璐
一
、

拐
与方程 (1

.

日和条件〔1
.

4 )比较得到 a( t)

‘, 一 : ‘n x

(
Z e x p 〔‘〕+ e x p

【普」)
(。‘n ‘+ 。 0 5 ‘)

.

带有边

一 e x p

卜{],
”-

(4
.

6 )

。:二 l ,
k二 1 ,

p ,二 2 0
.

由 (2
.

9 )

式计算得。 , 一 ,
, 二 。二)一 。, n 、

.

再据、:
.

、、
;

式算出s (,
,

一票(
2。:

+ 。X p
「冬1)(

s in , + 。。。, )
.

再
任 、 L 乙 J ,

由 (4
.

4 )式算出

e (t) = 1
e x p

(
2 一 Z e X p

卜号〕)l:
二

(
。X p 〔‘卜合

e x p

l普〕
一

合)
0

·

‘“‘h ‘+ c o “‘, d ‘

]
d ·

显然 e( t) 是振动的
.

我们可以证明 (3
.

7)
、

(3
.

5) 或定理 4
.

8 中条件 (i)
,

(ii )均成立
.

利用定

理 4
.

7或4
.

8均可证明边值问题 (4
.

5 )
、

(4
.

6 )的一切解均在 (。
,

司 x (o
,

co )是振 动 的
.

事实

上
, u = e x P〔t〕s in t s in x 就是 (4

.

5 )(4
.

6 )的一个振动解
.
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