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摘 要

本文讨论K 蕊h le r
流形上的N e w to n 力学

.

在此给出N e w to n 定律
、

动能定律
、

动量定律
、

虚

位移原理
、

D
’

A le m b o r t一L ag
r a n g 。原理

、

运动方程及
“

普遍运动方程
’

等的复的数学形式
.

关扭词 K蕊h le r

流形 连络 绝对微分 对偶对

一
、

引 论

古典力学或分析力学先后由S
.

I
.

N e w t o n ,

J
.

L a g r a n g e和W
.

H a m il七o n 借助 E u e lid

几何和微积分而建立 (见川 )
.

随着现代微分几何之发展近人又把它建立在Ri e m a n n 流形及

其切丛 和余切丛及辛流形上 (见〔2〕
、

〔3」
、

〔钊
、

〔5 〕
、

〔6 〕)
,

使之更精密更完美
,

并于力学
、

理论物理
、

相对论 中广泛应用
.

这都是实的情形 (即实力学系统 )
.

复的情形如何 ? 我们将

在 K蕊h le r
流形上建立复的力学系统

-

一包括N e w t o n 力学
、

L a g r a n g e 力学
、

H a m ilt o n

力学
.

现先讨论N e w 七。n 力学
,

余后续
.

二
、

K 往h le r流形的表述

设M
”

是具有连络D 的n 一维K 往h le r 流形
,

在局部坐标系 (U
,

矛)下其度量为

h = h‘; d z , À d 乏七 ( 2
.

1 )

相应的K 巨hle r形式为

“一
合
”, ; ““’八““七 ( 2

.

2 )

丁M
, T 关M为M

”

的切丛及余切丛
,

它们在U 已M
”

上的标架场为{口闰: , ,

口/a 创 } ,
. 1 , {d 创 ,

d 忍, }; 二 , ,

且有分解

T M = T M
‘, 。¹ T M

。 , ‘, T 关M = T 朴M
, , 。¼T 朴M

。, ‘

(2
.

3 )

丫犷〔穿 (M )在U 二M
”

上表为犷二少司口沙 + 。才口闷牙了
.

V O 〔了
‘

(M )在 U 仁M
”

上表为。 = b , d : 了+ bj d “了
.

穿 (M )为T M的截面一M
”

的向量场的空间 ; 了
‘

(M )二犷气M )为T 关M的截面一M
”

的 1形
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式场的空间
.

V P任U
,

{(口/ 口
z 了
)

, ,

(口/ 口乏
了
)

, };
= 1 ,

{(d
z J
)

, ,

(d 乏
,
)

, }琴
二 ,
为 纤 维 一 切 空 间

T ,
(M )及余切空间T 孰M )的标架

, 。 , , 。 J ,

b , ,

句为相应 的纤维坐标
.

为方便计口闷沙
,

d / d : ’

等的下标 p 均省略
.

有关微分几何及复流形的知识见陈省身
〔” ,

T a nj iro O k u b。 〔8 〕,

R
.

O
,

W
e llo J r

.

〔。〕及K u n ih ik o K o d a ir a 〔‘。〕等的研究
.

由于连络D 与度量h相容
:

d h , : = d h (d / 口
z 了,

口/ 口“七)= h(D 口/ 口
: , ,

口/ 口““)+ h(口/ 口
z 了,

D 口/ 口, k
) (2

.

4 )

D h= 0 (2
.

5 )

标架场口闰沙
,
口/ 口到

,
d : , ,

d 乏了的绝对微分是
:

D 刃由
了二 。弓‘/ 口

: ‘= 厂了
。
d 二 ’À 口/ 口: ‘,

D 口/ 口“了= 。 ;口/ 口“‘~ r 令
; d : ’À d “‘

D d zj - 一 。毛d 二‘= 一 r 鉴
,

d 二 ,

父 d 矛
.

D d 乏, = 一 。弓d 乏‘= 一 厂 扩
二 ,

护冈 d 乏‘
口“ ‘

一 甲尸
‘
一

J 弓J以 ‘

口‘ “ ’ ~ “ 刀 一 w 了“ “
一

J
不万d ~ 岁 L. ~

故 ( 2
.

4 ) 今 d h , * ~ h ( 。弓口/ 口
z ‘,

口/ 口; “)+ h (口/ 口: j , 乙 丈口/ 口乏‘

)

= 。亏h
, 。+ hj ; 。 霎

矩阵记法为

d H = 沙H + H
·

花 , ( 2
。 6 )

。 = (。歹)为连络形式。手的矩阵
,

H “ (h , , )为度量张量勺
。的矩阵

,

且句; = h , , ~ h“
, ‘ ,

为。

的共扼转置
.

这样T M的截面一向量场厂= 。夕口闰
二了+ 。J口闷 : ’的绝对微分是

D 犷= d 。了口/ 口z j+ 。 , D 口/ 口z 了+ d o J口/ 口乏, + 口JD 口/ 口乏了

一 (d 。了+ v ‘。呈)口/ 口z , + (d o J + 。琴‘ 孟)口/ 口: ’

= (d 。‘+ v ‘r 葺
: d z ‘ )口/ 口z ’+ ( d v J + v丁r 资

, d : ,

)口/ 口: ‘

~ D v , 口/ 口: 了+ D v J口/ 口乏, ( 2
.

7 )

[D( 一)J犷 一(影+ ·

二
,

)聂 +
豁斋

一

器聂
+
畏喜聂

r 一 z 口 、〕
, ,

, 口刀 J
. , ~ , 、 口

.

口石J 口 D v 了 口
.

D v 了 口

L刀灭而‘
一

少」
厂 “气万乏

‘ 十”“ t‘ )万受了 十
~

决歹
J
~

J乏了二厄踌万和
十
丽 而 ,

后者是犷关于刃灸
’ ,

口/火
’

的绝对微商 (协变微商) 且

器
一

半毋
+
等聂

一

宗
‘

[ D (苏
一

)〕
。 +

子!D (斋)」
厂

一

〔
” (夸竺聂

+

子毋)〕
厂一 “·犷

一

子(务
+ 一 : ‘

,

)芬
+

子豁
一

聂
+

弋
‘

器吞
+
肾(豁

一

+vrr 咨
:

)翁
一(架+v 二 ;

攘》毋+( 攀 +v 二磊争)翁 (z. 8)

这是 厂 沿曲线 C : (之‘(约
, : ’(t )少的切向量 x = 启叼/ 口: ,

十丈叼/ d护 关于参量 t 的绝对微 商
.



关于K 且h le r流形上的N e w t o n力学 71 1

V 二X 时

等
一

(丫
+ 厂、

,

一)聂
+
(答

+ 厂 ,
:

一)聂
一 D : F

(2
,

9 )

2 9 )是厂在犷方向上关于 t 的绝对微商
.

人文主要用 (2
.

9 )
.

因

口H + JH 二 d H = 沙 H + H
·

。 , 今口H = 分H
,

JH = H
·

‘ ,

故。决定如次
:

。= 口H
·

H
一 ‘, 。 ;== 助

, , 腼

(2
.

10 )

、....、
廿

l
一

�了一s厂。
; 一可二任、

, 。

杂
,州一Z从一己凸以一(

且 厂亏
:

= hf ‘

利用度量 ( 2
.

1) 定义 丛同构
:

b
.

T M令T
/

M
口 口

b l , , _ ‘

石刃~ 丽〕 ~ 万勺叫
名 ’ ,

百育了曰万目
一

音
”·, J““

( 2
.

1 1 )

、,,亨、/

!
d 乏, ~ d 万夕

#
= Zh j k 口

口之七
一

舌

刁一乏
一口

b
一’

#
:

T 肠
M * T M

,
d 之了~ d : , #

一 Zh‘ ,

V b ~ u 了
口

口z 夕
+ ”J 口 b I

J , , _ ‘ .

1 , , , ‘
二 _

, , , 工 、

, 万二油
一

二 气了 ” J n 了正a 名一

十下 v 户 n 介J u 之 一
仁夕

‘

气J玫 ]

O 多 沪 乙 乙

。 : 。一。一

浩
+ 。· ,

聂
”一

合(D
·, ”, ‘d “·+ D ·‘”·, d 二 ,

一

音
”, 。( d 。 , + · ‘r ,

·

d Z ·

)d : · +
合
”
·, (d 。 ’+ · , r 爵

, d : ·

)d 之七

一

告
。, 石

(
: 一 + 一“f ,

令
d 二)

d : ·+
告
”· ,

(
d ·’+ 一 “’舌 d “

·

)
d z 介

一

合!(
”了‘己·’+ ” ‘ 口h

z *

口z

d Z ·

)
d : 无+

(
“
·: d 。’+ ”’ 口h , ‘

口乏
8 (2

.

12 )

+
D v 夕

d t 爵
”
一

合(弩
、了‘“乏, +

军
“一

一
d “

‘

)
d二
〕

d : ·

)
口一洲丝dt一一

D 犷b

d t

一

合l
“, ‘

(等
+ 一 r ,

·

子 )
“; 抢+ “, ,

(等
+ ·, r ,

;

子)
。二〕

一

I[(
、, ,

等
+ 一

令
一

子冲
+

伽禁
+ 一

靡咨令冲〕( 2
.

1 3 )

犷 = X = 到
口

.

二 才

口
只 矛一十 忿 J 一石二 七

口 Z J U 汤
J 时

d z s

d t
= 之公 = v ,

d 牙
S

d t
= 玄

‘
= 口‘

提中于其

( 2
.

5 )今
D 厂

d t

D v J

= 。今
一

刁奢二
d 口,

岑
一 + 。‘厂

a T

d 之8

d t 0 ,

D v 了

d 才

d u J
. ,

一 ‘
d 忍

,

“
- 二了I -

十口 “
1 笼歹

~
二几-

二
以 咨

- 一

以 ‘

o (2
.

14 )

是向量场 V 沿M
”

中曲线C :

( z ,
( t )

, “了( t ) )平移的条件
.

F ~ x 时
,

u 二 。, 口闷
: ’+ 。了口闷 : 了是质点在 U 江M

”

中沿曲线 C运动的速度
,

加速度是

晋
一。

;
: 一(等

+ 厂、
一)分

+
(等

+ 厂 ,
:

一 )诺 ( 2
.

15 )

质点在K 注h le r 流形M
”

上运动的规律 与质点在 R i e m a n n 流形上运动的规律相象
.

事实上
,

。一
维复解析流形可看作 Z n一维实解析流形

.

K益hl e r 流形是特殊的复解析流形
,

其基底流形是
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2 , 一维R ie m a n n 流形
.

不失一般性
,

设运动的质点具有单位质量或把质量吸收到度量张量h , ; 中
.

在K往hl er 流形

M
”

中运 动的质点加速度为。时
:

D 犷 / dt = 。,

如同在R ie m a n n 流形上一样不是停止或作匀速

直线运动
,

它不能作为自由质点飞离M
”

直线运动
.

按此观点 N e w 切 n 定律不成立
.

D V /心

= o时
,

质点的运动方程是

别 + 以脚护~ 。,
会’+ 厂尝护小 ~ o (2

.

, 6)

这是M
”

上的测地线方程
,

即质点在无别的外力作用下在M
”

上作测地线运动而不飞离M
” .

此

现象可如同在 R ie m a n n 流形上运动的质点用于相对论是受 引力场的作用
.

改写 (2
.

16) 为

州 = 一几脚护
,

妇= 一厂尝
, 玄喻

,

(“
.

‘7 )

F , 二 一厂蓄
。 * ‘护

,

F J = 一 r扩
: 玄‘会 视为引力场中作用于质点且与位置

、

速度及质 量 有关 的

引力
.

这样
,

在 引 力 场 中质点运动的空间是
“

弯曲
”

的
.

在N 维 复空 间 C N 的 n(
。< N ) 维

K 往hl er 曲面 (或子流形 ) 上运动的质点无外力作用时的约束运 动的方程也是这个形式
.

特

别
,

M一 C
·

为
。维复空 间或M

·

是局部平坦 K“h le r 流形
,

则厂奋
; ~ 。,

r老
: 二 。

,

质点为自由质

点作直线运动
.

运动轨迹是到二材t + :
苦

,

别 = 旬t + 刘
,

j一 1 , 2 ,
⋯

, 。,

其中
:
J= 岁 (0 )

,

时= 万了(0) 等
.

三
、

质点在K蕊h le r流形上运动的N e w to n 定律

我们概括在K 注h ler 流形M
”

上质点在外力作用下运动的N e w 七o n 定律如下
:

N e w to n定律 质点在K 往h le r
流形M

”

上受力场 F 二F
:
d 二“+ F : d : “作用而运动

,

口
,

,
口

厂 = 刀 J
、

下花二
.

+ Z) 廿 耳丁几 吸U ; Z J

)甲
U 乙 ‘ U 另 J

其速度

(3
.

1 )

. 、
卜

_ D 厂 刀v j 口
.

D 。 了 口
刀日速度

~

面瓜, =
一二石,

一
万万不十

一
一万了一 毛正万 (U ; 2 了

)甲
U ‘ 以 ‘ 口 ‘

一 可J 咨 忆2 石
-

(3
.

2 )

运动方程
D 厂

d t 二 F
#
幼

D 厂 b

d t (3
.

3 )

D v ,

d t

D 口 j

d t

= Zh好 了F 石

幼

二 Zh , 七F 。

静
, ;

粤
一“‘

补
。,

孚
一凡

(5
.

4 )

其中假定运动质点有不变的单位质量
,

以 下同此
.

若运动质点有不变质量m = c o n s t手 1 ,

则

运动方程为

D 厂
m

we

己于
es

二 F
#

或
刀犷b

胡
一

了丁

一
‘

一
, 、 _

一
,

二 _ _ , ; ‘

~ 口
, , 二 J

一 口
厂

仲

二 厂 七a 之 “ 钾

十 厂 石a 之 ‘ 仲

一 Zn 谈 ‘
厂 k 石二; 十 2 八

“ 产
户 矿石 ⋯

U 乙
J

U 之

D 犷

d t
= D

v
V

定义 在 K 往h le r 流形M
” _

仁运动的质点的动能是

、一合
“(厂

,

厂 , 一

含
”J ; ·’·‘

(3
.

5 )

动能的微分
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d T 一

合
d ”(V

,
V )一合(”(D 犷

,
犷)+ ”(犷

,

D 犷))

一

合
〔h, ; D 。’。’ + h , , D ”’”’〕

一

合「
”, ; (d

。‘+ 一厂 ,
·
d二 )。 , + “, , (d

。’+ 。, r蓄
, d , ·

)一〕
一

合[(
“, : 。一+ 一

鲁
.

“二
)
二 +

(
。; , 。· , + ·,

声

粤笋
d : ·

)
一
〕

岔
一

告「
*

(黑
一 ,

:

)
+ ”

(
:

,

等
一

)〕
一

合l
* , ;

凳宁
一 + 。, ,

票
一二
」

一

合〔(
“, ; : , + , !

鲁
* ·

)
‘· +

(
”, , “, + , :

鲁
,

·

)
。·

〕

(3
.

6 )

(3
.

7 )

其中
,
犷= 。勿/ d : 了+ 。J刃口:

了
是运动质点速度

. 。’= 。’ , 。‘一玄’
.

(2
.

1 2 )
、

(3
.

6 )今 d T = <D 厂b ,
犷>

其中<
,

>是T 朴
M 与T M之间的对偶对

.

犷〔犷 (M )
,

D 犷呢了
‘

(M )
.

(3
.

8 )

定理飞 d T = <刀厂吞,
犷>= <厂b ,

D 厂>

定二 子
一

(
一

黑
~

,

心
一

(二半>

(3
.

9 )

(3
.

10 )

二定理之结论已隐含于前述推导
.

由N e w 七。n 定律(3
.

3 )及 (3
.

10)
,

子
一

(黑竺
,
厂

>
一巩

F >
(3

.

1 1 )

积分得

丁
2 一 丁 1一

}

一
{

芸
、, 一

l:
<尸

,

厂、

(F
。““+ F ; ‘。)d ‘一l

, F
·
d ““+ F ; d ““

(3
.

12 )

由(3
.

4 )及 (3
.

7 )即知
.

注意 d Z “,
d 乏“是运动质点的曲线 下仁 U 的坐标 变量

: ‘
(t )

, 乏七(t) 的微

分
.

它们是(3
.

4 )的解
.

积分线路是质点的运动轨线 下已 U
.

而力场 F = F 祠沙 + F ‘d 乏七中的

dz
“ ,

d : ’是余切丛 T ,
M在U 仁M

,

上的标架场
.

故有

动能定律 K 盆h le r 流形M
”

上的质点
,

在力场 F 作用下运动而产生的动能 T
,

在时间 tl到

t: 间的变化等于该力场F 在此期间沿运动轨线下所作的功
.

设U = U (
二,

司是势场
.

若F ~ 一 d U
,

则势场是力场
,

这时

(3
.

12 )冷

尸一凡“二 + 二 ; “: 。

一器
:

一筹
: :

一
、。

丁
2 一丁1

一 l
,

爵
“一 +

晋
“;

一(
,
“。一 。 1一。

:

尸 = 一 d U是恰当的微分 1一形式
,

是函数 U 的全微分
,

其积分与线路无关
,

只与 丫

关
.

由(3
.

13 )得
、

T : + U : = T I+ U l

(3
.

1 3 )

的端 点有
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d T = <D 厂
” ,

犷>二 <F
,

犷 >d t二 一 d U

己‘T + U ~ 。 今 T + U ~ c o n s七

能量守恒 定律

D 厂

d t

D v j

d t

D 口 J

d 矛

M
” _

卜的质点在势场中运动时
,

动能与势能之和不变
,

其运动方程是

= 一 d U
#

刀厂b

亡斗

—
d t

= 一 d U (3
.

14 )

_ 一 2 * , !

纂
l

,

D 口j 日U

万勺‘
~

而
一
= 一百乏花

D 口J aU

一 口2 舌

(3
.

15 )

、ee.l、

J
,

; L

口U
= 一 2 八

户 ‘ 又
~
‘

d Z ‘ 合瓜
,

访
定义 质量为。的质点

,

在K 往h le r 流形上在力场F 作用下运动的速度为 厂
,

则。厂称为质

点的动量
,

}
, :
F

’
d ‘是力F 的冲量

·

设阴= l由又3
.

3 )
,

( 考Z D 犷
、

一 、 , d t ~
Jti a t

F
#
d t (3

.

16 )

tZ

D 厂
t ; d t

tl

t2

[ (d 。’+ r 璧
, v ‘。 ,

d , 、口/ a 二了+ (d
o J + r 资

, 。’。了d , )口/ a : ’」

t’ (。
。, 。/ az , + 、。Ja / 。: , )

t1

r.、、、
.r‘‘,、
叮
r‘.、J

(r 老
, v ‘。 ·

a // 。: , + 厂了
, 。‘。‘。/ a : ,

)J ,

,
, ,

一

F
“
d t二 \

一

2 (h‘JF ; 日/ 口二 J + h J介F
, , / 口乏, 、d t

厂
: 一 犷1 +

了厂拼
: v ‘。 ‘

J / 口z ’+ r 咨
: v r y 万口/ 。: 了)d 才

2(
‘’ (、

厂 , 尸 、。z。二 , + * , 。F
* 。z。: , )。,

厂时 一 。
了+ 一

“,一 2

1::
”‘ , F ‘“‘

·

‘一了+ l::厂蓄
, 。丁。萝d ‘二 2

才,
人J“凡 d t

t文 } (5
.

1 7 )

动量定律 质点在M
”

上受力场F 作用而运动
,

从时间t l到 t :

间动量的变化
,

等于 F 在此

期间的冲量
.

这里我们假设运动质点有单位质量
.

M一 C
,

或M
二

是局部平坦的
,

则 r 老
。
= 。,

厂老
; = 。

.

对一个质点的运动得到的所有结果
,

可以贯彻到在同一坐标系中的 N 个质点的质点系的

运动 (如同在R ie m a n n 流形中一样)
.

改虑具有质量 fn
,

及位置p
,

的N 个质点的质点系 (m
, ,

p
,

)
, : = 1 , 2 ,

⋯
,

N
.

虚位移原理 在K滋hl e r 流形 M
” _

上
,

p = {p
,

尸
一 :〔U c M

”

是质点系的平衡位置
,

若且仅

若主动力F
,

在此位置的任何虚位移上所作的功之和为零
,

可表示为
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万

E <F
, ,

厂户= o ,

V U走T 产M
护里 1

(3
.

15 )

P
,

‘U c= M
” ,

<
,

>是对偶对
,

即

E 艺 (F
, , 。了+ 尸

r J 。子、二 o

, 一 l 夕
. 1

(3
.

1 9 )

设虚位移的时 间是击
,

则 (3
.

19 )变为

E E (F
, , 6 : 了+ F

,
, j : 才)二

r = 1 了二 1

(3
.

2 0 )

其中犷
,

= 。 {a/ 日沙 + 。

才刃旅 ,是虚速度向量
,

F
,

= F
,

川
: “+ F

,
; d : 舌是主作用力

.

由此
,

我们得到

D ‘A!e m b e rt一L a g r a n g e原理 若于K蕊h le r 流形 M
”

上运动的质点 (系 ) 的任何位置 上补

加假想的惯性力一 。D 犷”/心 (或 一 m ,
D 厂牛/ dt )于主作用力F

, ,

则此位置变为平衡位置
,

且可

表示为

7 一 D 犷b ,

习
_

_
,

_ _
, , _ , ,

铲 一 阴下万
,

我= 。,
V 戮

了 , 川
,

炸U 〔把
“ (3

.

2 1)

乙 7 。

方火
厂 ’ 一价

D 犷尝
_

戈

代了厂 ,

占
, ,

)= 0 ,

吸名 ‘ I

V 雪
r
〔丁户

,

M
,

P
r

〔U c= M
”

(3
.

2 2 )

即
(凡

一

如坛粤卜
+
怀

一

如肠
D v 了

d t 扩= 0 (3
.

2 3 )

云!(
” 阴

r

f
, 万一 一下

-

。, ;

祭)
; , + (

F
, * 一

今
* * J

孚)
: ,

若上述表达式乘以瞬时 击
,

占{俞 = 曲李
,

龚夕一乙抓
,

那末我们得到类似 (3
.

20 )的表 达 式
.

(3 2 1 )
、

(3
.

22 )也称
“

动力学普遍方程
” .

在自由质点系中
,

占
, ,

雪等完 全任意
,

故(3
.

2 1) 及

(3
.

2 2 )等价于 N e w t o n 方程组
.

四
、

坐 标 变 换

上述结论只在局部坐标系中得到
,

在别的坐标系如何变化转换 ? 故必须考虑坐标变换
.

设(U
, 二‘、及 (U

‘ , : ‘了、是K 蕊h le r 流形M
.

中的局部坐标系且 U 门U
‘

胜功
,

V P〔U n U
/ ,

由M
”

的定义
,

变换卿州。
z ’“全纯

, 切诱导映射 职二 = (切
一 ‘、气 切爷 = 切二

’ .

在切下标架场的变换

为

口 日之 , k

瓦刃
~

= 毛庵了瓦刃飞= 悔毛舀牙
口 口万 , k

,

百乏, 一万乏,
-

口万 , 七

口

= 切, 习呀

d 之j二 d z ‘正~ 切, d州 ~ (切
一 ‘

)爷d 户
,

d 创=
日乏了

口乏, k
d 乏

产“~ 切二 d 创= (切
一 ’

)
签d 别

,
·

喃Z

曲一泛口

口之 , 七 日z , 抢 口z 了 叭
一

丽瓜 百房, 飞

口万j 口

a 万 , k a万了
卯扩

日乏 , k



7 1 6

命

张 荣 业

d z ,k =
口之 ,

口z
了d州 = 甲叼

二 ‘ . ,
J : /

一豁
“:

夕= 切长d 乏珠

·
,
‘

一

豁
, 。 ,

‘
一

豁
, ·

:
/
一

瓢
, 。 :

,
一

纂
A = (a)

‘

)是变换矩阵
,

上标为列
,

下标为行
,

且 A
一 ‘

= (a 加 )
,

万= (封
‘
)

D a / a z ’了二 。 二‘日/ 口z ’‘= 。 二: a
奋

,

口/ 口z ’
= 切不

‘
D 口/ a z ‘了

= D (a 乡
,

口/ 口二
’

)~ D (切石
’口/ a z ‘了)

= d a 要a / 日z ’
+ a 二

/

D 。/ 口二
’

= d a ;
Z

a/ 。2 ’

+ a 二
,

。二a / 口z r

= (d a 二
,

+ a 二
,

。 票)口/ 口2 5

(4
.

1 )

得连络的变换
。二

‘a
荟= J a 了

,

+ 。 ;
尹

。李
, 。 ;

, = (J
a ,

,

+ a ;
,

。 李)
a
萝
‘

即 。 ‘
A

一 ’
” d A

一’
+ A

一 ‘。 , 。 ’
一 (d A

一’

+ A
一 ‘。 )A (4

.

2 )

另方面

D 。/ 。z ’= 。 {。/ 。
z ‘~ 。 ;

a

玄
’

。/ 。z “ 二沪, D o z o z ‘

= D (a
参

‘

日/ 口二
‘“
)二D (切

, a / az , )

== d a
乡

‘

。/ 。z ‘’+ a
;

’

刀。/ 。二
‘“= d a

;
‘a z。二

, k + a
今
’。贾{。/ 。

z “

一 (J 。
}

’

+ 。 ;
’

。 季: )。za二 “

得连络的变换
。三

a
主

’

= d 。今
’

+ a 二
‘
。二

‘ , 。 ; = (d a
今
‘
+ a 二

’

。二
‘

)a 蕊
,

即 。A = d A + A 。
产 , 。 = (d A + A 。

产 )A
一 ‘

(4
.

3 )

(4 2 、,

(4 3) 表示 。 ‘

与。的同样的关系
.

连络D 与变量h相容的条件是(2
.

6 )
,

而

h = h, ‘d z 了À d 乏七= h, ‘a
兰

,

。委
,

d z “À d 万‘’ = h未
; d : “À d 乏‘’= 切, h= (华

一 ’) 肠h = h ‘

乡 h未
: = a

蓄
,

h, ; ‘上
,

H
‘= A

一 ‘

H (月
一 ,

) , ( 4
.

4 )

但 d H
‘

~ d A
一 ’

·

H
·

(河
一 ‘

) , + A
一 ’

·

d H
·

(万
一 ‘

) , + A
一’

·

H
·

d (又
一 , ) ,

二 d A
一 ’

·

H
·

(元
一 ‘) , + A

一 ‘(沙 H + H
·

乙 , )
·

(河
一’) , + A 一 ‘

·

H
·

d( 河
一‘

) ,

二 d A
一 ’

·

H
·

(万
一 ’) , + A

一 ‘
·

沙 万
·

。河
一 ’) , + A

一 ’
·

H
·

乙 ,
·

(五
一 ‘) ,

+ A
一 ‘

·

H
·

d( 还
一 ‘) ,

= 心 A
一 ‘+ A

一 ‘
·

。 ). 万
·

f月
一 ‘ ) , + A

一 ’
·

H
·

丈称
一 ‘

·

叫
, +日诵下土, )

= 。 ’
·

A 一 ’
·

万 又月
一’ ) , + A

一 ‘
·

H 而 砚牙
~

, , 二。 ‘
·

H
‘+ H

‘
·

币 ‘’

即变换后
,

在新坐标系 (U
‘ , z ‘

j) 下度量h ‘

与D 相容
.

定理 1 在全纯坐标变换 职下
,

卿 zj o z ‘

气 连络D 与度 量 h ‘= 切功 = (切
一 ’

)蛛 = h
。

甲一 ‘

相

容
.

度量矩阵的变换为 (4
.

引
,

D 在h ‘

下的连络矩阵。 ‘

与其在h下的连络矩阵。的关系为 ( 4
.

2 )

与 ( 4
.

3 )
.

因A全纯
,

d A 一 ’
二 a A

一 ‘ , 。 = 。H
.

H
一 ’,

。 ‘

~ 又aA
一 ’+ A

一 ’
·

aH
·

H
一 ’) A , 。 二‘= (口a ; + a

蛋。兰) a 三

厂乡:
,

几 }
:

’

““
‘ ,

一 (
口a ;
口之 , 尹

d z ’ ,

+ a
,

,

r ,
: a : d z ‘ ,

)
a

,

故故

尹

一 (
,

一

器豁
+ ·

,
,

r ;
: · ;

,

)
· ;

’ , r ;
。
一

瞥
“‘

·

( 4
.

5 )
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而弓几
, ,

一了扣
.

限于篇幅略述全纯变换 , :z 一
之 ’

下速度
、

加速度
、

力场
、

动能之变化
.

速度 犷二 。了a / a : , + 。 J。/ 。乏, ‘岁 (M )
,

U C= M
”

上 (4
·

6 )

切 , 犷== 。 ,
。

中 一 ‘
(
二 ‘

)
a
参
‘。/ az ‘“+ 。J

。

切一 ’

(z
‘

)。乍
’a / a : ‘“= 。 , “。/ a 二

‘“

+ 。 ‘好。/ 口忍
‘七一厂

’

(4
.

7 )

D 沪, 厂= D (
。‘a ;

‘

)。/ 。
二 ‘“+ D (v J。 ;

‘

)。/ 口: ‘“

= (J (
。 , 。吞

‘

)+
。, 。

;
‘。注

‘
)a z。

二 “ + (ol 、。 J。}
’
z+ 。 , 。{

‘。 i
‘
。。z。忿

‘“
(: 8 )

, , D 厂二 (刀
。,
)
a
今
‘。/ 。二

‘, + (D
。 , )。李

‘。/ 。: ‘k

一 (J
。 , + v ‘。二)

a
,
‘。za

/ ‘+ (、。 , + v , 荀 ; )。}
‘。/ 。: / ,

(4
.

9 )

而 J (
。, a
乡
‘
)+

。, a
;

, 。王
‘== d 。 , a

今
‘

+ v ‘d a
乡
‘

+ 。 , a
弓了(d

a
尝+ a

奋
,

。孟)a 季
’

== (J
v , + 。‘。荞)

a
;
‘

(4
.

10 )

同理 J (。了。乡
’

)+
。J。三“王

‘= (d尹 + 。 , 。篆)。乡
‘

(4
.

2 1 )

故 切价D 犷二D 卯劳 V
,

D 犷
切, 飞厅 =

D 切爷犷

d t (4
.

12 )

设力场 F ~ b ,d 护 + 幻 d : J〔了
‘

(M ) U c M
”

上

则 中 , F = b ,
o

切 一 ‘

(
z ‘

)
a
奚

,

d “
‘“+ bJ

O

切
一 ‘

(
之 ‘

)a‘
,

d “
‘“” b孟d 二

‘“+ b后d : ‘’= F
‘

D F = D b , d z ‘+ D b , d : J一 (d b , 一 b‘。手)d
z , + (d b , 一 b , 。 亏)d “, (、

.

13 )

切, D F = (d b , 一 b‘。蛋)
a
夏

,

d z ‘七+ (d bJ 一 b , ‘三)。丈
,

d “
‘k

(4
.

14 )

D 切 , F = D (b , a
丈

,

、d : ‘舌+ D (b , 。孟
,

)d 乏
产“

二 (d (b , a
丈

,

)一 b sa
盗

,

。里
‘
)d

: ‘“+ (d (bJ 。丈)一b , 。益
,

‘ 孟
‘
)d : ‘“

(、
.

1 5 )

而 d (b
, a
孟

,

)一 b , a
孟

,

。二
‘= d b j a

宝
,

+ d a
丈

,

b 了一 b , a
苗

,

(d a 至
,

+ a
王

尹

。 ;
·

)a 三
‘

二 a
篡

,

(d b , 一b
s 。乡)

同理 d (姚 一 叫
Z

)一如叫
,

花少~ 司
,

(d b.l 一铸。要)

故 切赞D F = D 切, F (4
.

1 6 )

定理2 在全纯变换切
: 二” z ‘

下
,

诱导映射
, 华, 二沛

一 ‘ ,气 沪 = 切 ;
’

与绝对微分算子D 作

用顺序可交换
:

甲爷刀V = D 塑赞 V
,

D V D 切爷 V
叨,
飞万 = 一万「

切爷 D F 二 D 切解F
,

V 犷〔穿(M )
,

F 〔了
产

(M )
、
1
..、了.恤..J

且
, 。 ’k 二。 , a

乡
‘ ,

b 义= a 丈
,

b ,

(4
,

1 7 )

。 ‘f = 盯时

推论 切 , D (犷
b
)二 D 甲 ,

(犷
b
)

,

详细推算可知

‘,

姑 = 武
,

姆

甲, D (F
#
、= D 切 * (F

“ 飞 (4
.

1 8 )

D
(分)

” 一
音(、*

, 、 一 * , : 。 : )。; 七

试毋)
”一
笋

, , 。:
,

、: , :

。·D

(分)
’一

合(d , , , 一、, : 。 , )。 :
,

。: / ·

D , ·

(赤)
”一
合(d (、

, 。。 :
,

卜、, , 。 :
/

。 : :
)。: / :

且 d( 句, 时 ,) 一 h, 。时心户= (d h, * 一的。‘乏)动
,

(4 一 9 )

(4
.

2 0 )
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即 切 . D (。/ a
: , )

“二D 切.
归 / a 之, )

” .

类似
, 甲. D 归/ 日乏, )

. 二D 切,
(口/ a万

,
)
” .

切 , D (d
二J #

)== D 切 ,
(d

: , #

)
, 甲, D (d 乏, 称 ), D 甲,

(d 乏, #

)

但 (D a / 日: , )
”护 D (d / a

: 了)
吞

又 。,

(
。

备)
“ -

,

了。乡
h。: 。璧心乏 / ‘

(4
.

2 1)

(
。, ·

分)
’ 一 ‘d “ ,

‘+ · 。 ;
*
)合

”‘
; d , “

(4
.

2 2 )厂,

(d
a
;
‘

+ a 。 ;
“
)人孟

; = [d a
;
‘

+ a
;
‘

(d
a
石

,

+ a
孟

,

。: )a 乍
‘

]h孟
;,,,

故

一般地
,

, 山二h
, : 吞三

,

切, (D 口/ a z 了
)
吞二 (D 切

. a / 日z 了
)
“, 切.

(D 。/ a乏
了
)
”二(D 切

, a / 口忍,
)
吞

, ,
(D 厂)。一

合
D 。 , h , , 。: ,

d 乏
产乙+

2

D o j h , , a
资

,

d z “
(4

.

2 3 )

(几D 厂)
”=

2

刀。, 。 ; ‘。: : 。: , ‘ + 粤刀
v J 。 ;

‘
。‘

, J : “

Z
(4

.

2 4 )

而
a
二
‘人: : 二 a

乡
‘
人, , a 了

,
。会

产

= 人, ‘。生
, , 。二

‘
人;

, = 。二
‘
h。, a奋

尹
。才

,

== h, J a
l

综上述及定理 2

切.
(D 犷 )

”= (切
, D 犷 )

吞= (D 切
, 犷 )

”

定理3 全纯变换叨
:
~

二 /
F

, 切. 与b可交换
:

切.
(D 厂)

。= (切 , D 犷 )吞= (D 切
, 犷 )

七

(4
.

2 5 )

。·

(等)
’一
(

, ,

等)
”一
(镖互

一

)
“

(4
.

2 6 )

切 , z
~

之 ‘,
h
‘

= 切, h“ (甲
一 ‘

)
爷h = h

o

少
一 ‘

且又

动能

若犷
尹

T
/

一
合

h
产

(V
,

= 切. 犷
,

贝叮犷= 切不
’
V

‘ ,

T
,

一
告
”

/

(犷
,

,
犷

/

)= 告(,

乙

一 ’

)
关h (犷

’ 犷
‘

) = 冬* (, ; ‘犷
‘, 。 ; ‘犷

‘

)
乙

(4
.

2 7 )

于是

V
尸

)
一
告
”(, ; !犷

, , 。 ; ! 犷
,

)一合
”(犷

,
犷)一丁

定理 4 质点在力场F 作用下
,

于 K 巨hl er 流形M
”

上运动产生的动能
,

不随局部的变更

而变化
.

计算公式如 (4
.

2 7 )
.

【1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]
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