
应用数学和力学
,

第� �卷 第 � 期 �� ���年 � 月� 应用数学和力学编委会编
� � � ��� � � � �� � � � ��� � � � � �

� � � � � �� � 重 庆 出 版 社 出 版

一组适合于带纵向裂纹柱体圣维南

扭转的等参数元素

范秀昌
‘
吴月明

“

�潘立宙推荐
,

� ���年 � 月�� 日收到
�

�� �  年�� 月� 日收到修改稿 �

摘 要

本文给出一组新的适合于带纵向裂纹柱体圣维南扭转的等参数元素
,

它们分别是八结点等参

数元素
、

在裂纹尖端具有 � 一几厄奇异性的
‘
���

”

八结点等参数元素及八结点过渡元素
�

利用这些元

素
,

对含有径向纵裂纹的圆柱体进行了圣维南扭转计算
�

计算结果表明
,

本文给出的等参数元素

有较高的精度
、

较好的收敛性及快的收敛速度
,

同时还具有程序简单
、

省机时等优点
,

所以特别

适合于实际的工程计算
�

关妞词 奇异有限元 过渡有限元 断裂力学 圣维南扭转

一
、

引 言

在实际工程结构中
,

经常遇到带纵向裂纹柱体的圣维南扭转问题
�

用有限元素方法解决

这类问题时
,

人们往往采用裂纹尖端奇异元素
,

以真实地反映裂纹尖端处的应 变 奇 异 性
�

蔡承文教授曾引入一种圆形裂纹尖端高阶奇应变单元
‘’〕, 其位移场取为带裂纹体圣维南扭转

理论解答的前
。
项

�

利用这种尖端元素
,

并取三角形常应 变元素做为环绕元素
,

蔡先生对有

纵向裂纹的柱体进行了圣维南扭转计算
,

并得出了较满意的解答
�

但是蔡先生的方法存在着

尖端元 与环绕元之间的位移不协调及结构有重迭的问题
�

为此只有加 密有限元的网格以换取

较高的计算精度
�

本文作者为了解决这两个问题
,

引入了一种适 合于圣维南扭转的八结点等

参数元素
�

以这种元素作为蔡先生奇异元的环绕元素
,

这样就解决了结构的重迭问题
�

在尖

端元与环绕元之间采用钱伟长教授的弹性力学小位移非协调广义变分原理
〔“�,

进而解决了尖

端元与环绕元之间的位移不协调问题
〔“〕�

这种方法具有明显的优越性
,

但程序相当复杂
,

因

而较难推广到工程应用中去
�

为了克服这个缺点
,

本文将上述八结点等参数元素发展成为具有
� 一
“ “

奇异性的
“

���
”

八

结点等参数奇异元素
�

以此作为裂纹尖端元素
,

而以文献 � � 〕中引入的�又结点等参数元素作

为环绕元素
,

对含有纵向裂纹的圆柱体进行了圣维南扭转计算 �模型 ��
�

计算结果表 明
,

这

种
“

���
”

八结点等参数元素具有较好的收敛性
,

而且程序简单
,

所以特别适合于工程计算
�

但

它也有明显的缺点
,

即只有 当计算网格划分得较密集时才收敛到理论解
�

为此
,

本文又将文

� 天津理工学院
,

天津 �� ��� �
� � 天津财经大学

,

天津 �。。� ��
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献 〔� 〕中引入的八结点等参数元素发展成为过渡元素
�

过渡元素位于裂纹尖端元素与环绕元

素之间
,

它的径向中结点位置可以 调整
,

使按外插求出的裂纹尖端应变场亦具 有
� 一
“ �

奇 异

性
�

在这种情况下对同一研究对象进行了计算 �模型 � �
�

计算结果表明
,

采用作者 引入的适

合于带裂纹柱体圣维南扭转的
“ ���

”
�、结点等参数元素

、

八结点等参数过渡元素及八结 点 等

参数环绕元素
,

在自由度较低的情况下
,

即可得到较高的精度
、

好的收敛性及很快的收敛速

度
,

而且程序简单
、

省机时
,

故可以广泛地推广到工程应 用中
�

二
、

八结点等参数元素

按照圣维南扭转理论
,

八结点等参数元素的位移场取为
�

、��了

‘‘五

�

�‘

�

了�、� � 一 甲� 夕, � � 切� � , � � �
‘。‘

��� � , � ,
…

, � �

而坐标转换取为
�

� 二 � ‘� ‘, � � � ‘, ‘ �‘� � , � ,
…

, � �

其中
, � , 。

为柱体横截面面内位移
, 切 为柱体横截面的翘曲位移

, 切

角
,

� ‘
为局部坐标系下的形状函数

,

它们是

��
�

� �

为柱体单位长度的扭转

卜��
�

一叹了
图� 八结点等参教元素

�
‘
� � �� 省

‘

占���� 刁
‘, ��省

‘占� 刁
‘刀一 ����

� ‘� �� 一占
�

���� 叮‘叮��� ��� � , � �

� ‘二 �� 一 刁
�

���� 雪
‘省��� �‘“ �

, � �

将夕�
�

‘�式写成矩阵形式
�

��
�

��

气

�
���少切卿…理了少、、�、

、����日�‘����卜����

�
“

’

飞 厂
一 甲刁 �

‘� ‘一
、

”

�一 �犷
�

�
�

、 �幻
广 吸、 � � ‘�刀 � 夕

一 � 夕

� �

� �
, �

�
�

。

根据上式
,

可以求出应 变如下
�

�
‘户�
民

��,
�

‘日切 �田

口�

口��

口�

口切

口夕

一 甲夕

� 切�

产

�
�矛

子

、‘
�

�气
、

一一

、

�
�

�
“��一口�口一口口一口

��、盆�‘、

一一

、

……
、‘产����产

名�名即
��夕

了���、��� 、

一一
、卜,

忍
� ��

、

��
��,
才���卿助…叭铲一�铲一�了甲一�洲了�一���

�

、 「�
� ,

�� �
“

口� �

� �

不��夕
,

�孟一����一口� �

口夕

‘
月

」�
黔

田, 一 , ,

瓷
。 � � 、二
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�

� �

而 ��
�

� �式中的 � � , ��� 及口� , �口斌�� �, � ,
…

,

�� 可计算如下
�

在 ��
�

� �式的坐标转换下
,

我们有
�

旦型三
�

旦兰小
日� 口占

��

���,��

�迹
�
”占

�鱼卫红

� 口叮

�夕

日占
��� � , � ,

��

口粉

些勿些��

口�
‘ 口�

� 一又, , 一又丁丁 十
� � � 叮

、���、���汀�一��曰�一�时一日��一口‘��了、����、

�
‘了旦丝生、 「

栏育�
一

�
�到竺三 � �
又� , � 七

口� 口夕

口占 �省

�了。万
。 、 � 。刃 ,

��‘ �
一

�丽
一

��瞥��会
二 ,

��
,

万省
二
, 了

口�
,

飞万
二

� ,��一助��一助

��二 � , � ,
…

, � � ��
�

� �

、���飞了����
�“丫一�
甲
�一万

,里一�
,

�一口日一口一

�月且」�

其中

�‘

一一
�

,�

…
户

口� 兰, ,

�雪

� �
,

一石二一万�
�� �

构为
了一

�

�一研一枯研一助
厂����������

一一�

称为雅可 比矩阵
�

由 ��
�

� �式可以得到
�

�丛、 �迎
仁

、
� � � �

�

� 口省 �

�。 �
一〔‘〕

一‘

�、 �
�‘一 ‘’ �”

” ’ � ,

气�� � 、 口冲 �

��
�

� �

其中

〔�〕
一 ’

�

以
会

。, 一

鲁
。,

一

瓷
为

瞥
为

��� � , � ,

…
, � �

口�
, 日�

,

万了
x, 飞褚

-
, ,

I J 】 (j= 1
,

2
,
…

,
s

)

日Nu 孟 , 了~
一代二一-

. .
凡 寸

d 冲

日N
,

万矿功

}刀称为雅可比行列式
.

应力一应变关系为
:



范 秀

}

一G

I
{ :
〕{

月 明

G 下
::

‘, , : }

一 〔D 〕‘“‘
(2
.
了)

V , :

尹

l

、

一一

、且户l
沪Tr

r之!
、

一一a

这里

r 1 01

〔D 〕= G } !
= G l

~ 0 1‘

按照有限元素方法理论
,

可以得到八结点等参数元素的刚度矩阵为
:

〔K 〕
’

一
l

, 〔B 〕, 〔D 〕〔B “}“ “‘d“ ( 2
.
8 )

这里A 为元素的面积
.

三
、 “

1
/
4
”
八结点等参数元素

将上述八结点等参数元素的 1、 7

、

8 三点凝聚在一起
,

将2
、

6 两点沿各自所在边移至距

裂纹尖端1/4边长处
,

即得所谓的
“

1
/
4
”
/ 又结点等参数奇异元素

〔弓“,

如图 2所示
.
它的位移表

达式及坐标变换关系式与八结点等参数元素的相应公式相同
.
下面证明本文引 入 的

“

1
/
4
”

八

结点等参数元素具有
r一 ’‘2

奇 异性
.
为方便起见

,

将 (2
.
3)式写成为一个式子

:

N ,
( 省

, , ) = [ ( l + 占占‘) ( 1 + 冲叮
‘
)
一 ( l一占

2
)(一+ 刀叮

‘
) 一 ( l一 刀

2
) ( l + 省占

‘
) 〕

·

占: , 矛/4 + (1一扩、(l + 刀粉
‘
) (

l 一雪:)刀: / 2

+ ( 1一 刀
2
) ( x + 舀占

‘
) (

1 一 冲: )雪:/2 (3
.
1)

由 图 2 知
:

x l= x
,

=
x 。

= 0
,

x 么
=

x 。
= h /

4
,

x
3

=
义‘二 x

。
= h

(
3

.

2 、
、
L
J

一
y l= y ,

= g 。= 从= 0
, 夕: = 一 夕。二 一 I/ 4

, , 3
= 一 夕5=

将(3
.
2)式代入坐标变换式 (2

.
2 )中得

:

x= h(1+ 省)
“

/
4

, , == l叮( l + 省)
公

/
4

射线R 上离开裂纹尖端为
r 的任意点尸

,

其中 := 斌分千梦
.
可求出为

:
(3
.
3)

, …口:十
l止

共共共

‘, “ 常数

艺

比书坐
一

州
4 ’

4

图2 1/4 结点等参教元素



一组适合于带纵向裂纹柱体圣维南扭转的等参数元素 753

解出1+ 占得
:

:一

如
+:)“
了了与拜奋

, + ; 一、、
/ 了晋之

二二

雨
玄

石
么

(
3

.

4
)

在图 2 的具体情况下
,

雅可 比矩阵为
:

、l

…
�

口g 飞 犷
口占

h~
万 L l十互)
乙

X一
‘众口一口

日冲
鱼}

香
。( , + : )

令
(, + ; )

2

叙一助

;月!...k
一一

J

而其行列式为
:

d et }J j~ hl(1+ 占)
“

/
s

雅可 比矩阵的逆矩阵为
:

〔J 〕
一 ‘

一
「
I一2 1

1 :

I
: 2

1
: :」
一
「
2/h(l+省) 一 4冲/ h ( l + 雪)

4 /l( 1+ 舀)
“ 〕 (3.5)

由(2
.
4)式我们知道

,

卜
:
二 口、 /a

x 一 中g ,

粉
:
= 口。/口g + 切x

.
其中的 一 切 , 及甲x 项不会提

供
r一 “ “

奇异性
,

所以可不予考虑
,

而只研究日功 /。x及日。/ a ,
.

口切 日
、 , 、

口N
;

万灭
-
= 硒又

一
L
Z V , 四j , = 飞瓜

匕

切 , 又] = ‘,
2

,

一
,

8 )

考虑到 (2
.
6 )式及(3

.
5)式

,

可得
:

器
一
(

‘11

瞥
+‘12
瓷)

切 ,

一 , 11

瞥
?J+‘12
瓷
?,

( j = x
,

2
,

一
,

s
) (

3

.

6
)

由(3
.
1) 式我们可以求得

:

aN ,

a 占

a N j

口刀

二 [占, (
l + 行冷,

) + 2 占(l+ 刀粉
,

)
一雪,

(
l 一 斤2)〕占吞刀今/4

一占( z+ 刃刁,
) (

1 一占圣)刀吞+ 雪
,

(
l 一 叮2) ( l 一冲手)占吞/2

= [刀,
( l + 占占, ) 一 冲

,
(

1 一雪
“

) +
2 刀( 1 + 占占,

) 〕雪乡叮二/4

+ 斤,
(

1 一占
2
)(1一省乡)粉; / 2 一 叮( l + 占雪

,
) (

1 一 刀; )雪手

(j= 1
,

2
,
…

,
8

)

将上式代入 (。N
,
/ 此 )、

, 及 (日N
,
/ 口叮)。

J
中并合并同类项

,

我们可以得到
:

口N
, 日叨 「切 1

. _ 。 _ . 、 .

切
。 . 。 、 .

功
‘

尸万下
一

功 J= 万万 = l丁 t一 2 十 3灯一 叮勺 十田
2
又1 一刀)十丫 L刀十 刀

“

一 2 , 十丫 Ll一 叮
-

口g 口‘ L 任 任 ‘

田
。 , . 。 、 . , . 、 .

切
, , 。 、

田
。 , 。 、

1

一 丫(一 粉+ 刀
一

) + 田。
( 1 + 刀) + 一 ( 一 2 一 3刀一 丫)一丫(l一 叮

“

) l

4

‘ ’

“
‘ ’ “ 、 一 ’ ‘

/
’

4

、 - 一

“
’

2

“ 一 ’ ‘

」

. , 、

「田 l
, 、

一
、 .

功
。 , 、 .

甜
二

+ 〔1+ 省)}于 (1一 粉) 一
:。2

( l 一 刀) + 令(l一 习) + 宁门 + 玲)’ 、 一 ’

“ 了

L Z

” 一 ’
/ “ 、 一 了

” 2 、 一 ’
z

’

2

、 一 ’

一 。 6( l + 。) + 瞥(l+ 。)1
2

’ 一
’

“ 」
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舞
一

{专
(一 2 + : 。, +

指
‘2+ ‘。, 一 2功

8。

」
+、‘+ “,

[警
‘卜 2”,

一 、 2 +

警“
+ 2。, 一 四

4: +

警卜
‘+ 2。) + 甜厂今卜

3+ 2:,

+ ? 刃
卜(
1+、)
汇
一

警+警
一

警
一

警
一

警
一

警〕
考虑到位于射线0= 常数上的点其叮= 常数

,

同时考虑到条件阴
, 一、

7
一w

。,

则上式变为
:

aw

二
, 、

a 田~

岑答= a
n+ a工( 1 + 舀)

, -

器
,

=

b

l

(

l

+ 雪)+ b:(1+ 舀)
“

a 占
一 U ‘ 一 ‘ 、

“
” ” 口刀

其中a0
, a , ,

b
, 及饥是 与任意给定的一组结点位移田

‘

(
‘二 1

,
2

,
…

代入(3
.
6)式

,

得

(3
.
7)

s) 有关的常数
.
将(3

.
7)式

a田 ,

口切
. ,

a 田

万石 =
J ’‘
花藉

一
一 ’ ‘Z ee

瓦了

Zao

h(l+ 省)

4刀b l 4刀b
:

+

斗
一 不

耀爵 一

粤黔
将 (3

.
4)式代入上式并注意到在e二 常数的射线上

,

恒有冲= 常数
,

我们可以得到
:

日田

a X

A
。

一 斌下
+ A (3

.
sa)

这里A
。

与A 在0一常数的射线上是与
r无关的常数

.

同理可以证明
:

a功 B
。

万歹= 万下
二
+ B

而B
。

和 B 在0二 常数的射线上亦是与

异性
.

(3
.
sb )

:
无关的常数

.
这样就证明了应变y

::
与, , :

都具有
r一 ’‘2

奇

“
1
/
4
”
/ 火结点等参数奇异元刚度矩阵表达式与 (2

.
5) 式相同

.

四
、

八结点等参数过渡元素

为了提高计算精度及加快收敛速度
,

人们引进了一种所谓四边形等参数过渡元素
.
该元

素紧挨着尖端奇异元素排列
,

如图 3所示
.
这种元素的2

,
6 两结点位置可以适当调整

,

以便

由外插可以得出裂纹尖端线弹性断裂力学的
:一 ’‘2

奇异性
〔5 ’. 本文将过渡元素的概念引入适合

于圣维南扭转的等参数元素上来
,

进而得到适合于圣维南扭转的四边形等参数过渡元素
.

<
产/

打一
”一

十- 一
“

,

一一一州
’

一 ,
.

二 ;
- 、

‘

-

—
二

h
:

叮一
h‘ h

。

一
q~厂+ P 下一

乙 乙习\\、一了 巨 h‘

—
q二厂 十 h
Z

图3 八结点等参数过渡元素 图4 一维1/4 结点元素与过渡元紊的组配
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图 4 上给出了一维
“
1
/
4
”

结点元素与过渡元素的结合图
.
令

“

1
/
4
”

结点元素的长度 为h
,

过渡元素的长度为 人
: ,
取参 数 q二Zh /h

:,
中间结点 2 的位置可由参数P来控制

.
过渡元素的

形状函数由下式给出
:

N l= 雪(占一 l )/ 2
,

N

,
= 1 一占

2,
N

3

~ 占(l+ 占)/2 又4
.
1、

令x轴原点位于裂纹尖端
。 ,

并且x轴方向如图 4 所示
,

则

二= 冬万
1。、‘ + 粤万

2
、。+ , ) *

。

+ 万3
(
l+ 孕、,

‘

“
、 乙 ,

二
= 令叠

2
( ;一 , ) *

:
+ 冬雪。

‘
+ 冬(

。+ , ) 。
‘

乙 乙 乙

(
4

.

2 、

由(4
.
2) 式求出

火
关于占的导数

,

得

器
一; ( ‘一 , ,”

:
+

音
“
‘

(
4

.

3 )

加入裂纹尖端处(占= 一 l 一引具有奇异性的条件(ax闰舀= o )
,

我们可以得到
:

户= 戈Zq + l)/ 2 (q + 1) (4
.
4 )

可以证明
,

当P取得 (4
,

4

)
式 的数值时

,

过渡元素在裂纹尖端处将表现出
:一 ““

奇异性
.
如果 q

= 。,

则过渡元素就将变为四分之一结点元素
.
对于完整的四边形等参数元素进行上述 运 算

后可以证明
,

方程(4
.
4)同样是正确的

〔“〕.

五
、

算 例

取半径 R = 10 m m
,

沿整个半径贯穿有纵向裂纹的无限长圆柱体为例进行了计算
,

设其

上作用有一对大小相等方向相反的扭矩M
.
由于结构的对称性及外载荷的反对称性

,

只取一

半结构进行分析
.
其有限元素网格如图 5 所示

.

采用J一积分方法以 求出应 力强度 因子K
, ,

J
一积分与K

, 间的关系式为
:

K ,
~ 双死万 (5

.
1)

表 1

本 文 计 算 结 果

_

_
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_
_
_ _
一
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.

0 1

自由度
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一

万污 / M

误差(拓)

机时(
s
)
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R
。

/ R

自由度

K :以 天犷/ M
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机时(
s
)

1 0
.
9川55 0
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.
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.
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.
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.
964 07

{ 5
.
62 1

.
68 1

.
42 1

.
17 一 3

.
58

.
1
.
98

,

1

.

1 1 0

.

4 8

』
一

二 二

丝
{234 449 …

17 ’“6 _ 卫i-一竺l
_… 参 考 文 献 计 算 结 果

一

…二三二
一一

资型些二
一

一

一
一

一
.~

一…

一
二

}。·

4
0

·

3
0

·

2 。
·

l

}

0

·

14

0

·

1 2 ”
·

1 “
·

0 “

}13 5 17 7 24 0 3 4 5
}
1 14 14 0 1 6 6 1 9 2

0
.
8 8 8 2 9

8
.
3 5

0
.
91 7 6 4

5
.
3 2

0
.
94 6 7 6

2
.
3 2

0
.
9 6 0 5 8

0
.
90

1
.
0 8 5 3 3

1 1
.
9 7

4 2

1
.
0 4 4 5 1

7
.
7 6

4 7

1
.
0 0 5 6 7

3
.
7 6

S5

0
.
9 7 34 6

0
.
4 3

7 5



范 秀 昌 吴 月 明

最后
,

将应力强度因子 K I 除以M /斌厕以达到无量纲化的目的
.
本算 例的 K

,
斌厕

一
/ M 的

理论解答为0
.
9692 7

.

计算分别对如下两种模型进行
.
首先

,

以
“
1
/
4
”
/ 又结点等参数奇异元做为裂纹尖端元素

,

而以八结点等参数元素做为环绕元素
,

其网格如图5(a) 所示
.
然后

,

将八结点等参数过渡元

素置于第一种模型的两种元素之间而得到第二种模型
,

其网格如图5(b) 所示
.

计算结果列于表 1及图6
.
在表 1与图 6 上同时还给出了参考文献〔l〕与【3〕的计算结果

,

以便进行比较
.
由计算结果可以看出

:
模型 l 的精度较低

,

收敛速度也较慢
,

但其程序相当

简单并且收敛性较好 , 模型 2 克服了模型 l的缺点
,

而保留了模型 1 的优点
,

即 具 有 精 度

高
、

收敛性好
、

收敛速度快
、

程序简单
、

省机时等优点
,

可以广泛推广到工程应用中去
.

入

裂纹而 裂纹尖端 裂纹 面 裂纹尖端

(a ) (b )

圈5 有限元网格简图

1.10000
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模型 I 的计算结果

模型 D 的计算结果

文献红1」的计算结果

文献【3」的计算结果
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,

1
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