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摘 要

应用稳定性分析
,

禾文显示一球形液滴可以由参数共振而促使形成比原液滴直径小得多的小

微滴
.

表面张力和周围气体的密度将延缓这一雾化过程
.

与达朗伯表观体力有关的两重迭平面流

体层的界面不稳定性与参数共振引起的界面不稳定性有着密切的关系
.

关位词 雾化 不稳定性 参数共振

一
、

引 言

雾化是将一液体射流破碎成直径比射流直径小得多的微滴的过程
.

这个过程是由界面气

体压力波动产生的不稳定界面短波引起的
『‘’,

因此周围气体的存在是雾化过程所必须的
.

没

有周围气体
,

射流会由于表面张力的缩紧破碎成直径与射流直径相当的液滴
.

因此要产生小

微滴
,

可以利用一细的射流并使它缩紧成小微滴
,

或者利用雾化过程使一粗的射流破碎
.

后

一种方法比前一种通常叫作喷雾的方法 (即 T IS A 喷雾器 ) 有效得多也经济得多
.

雾化所产

生的微滴要比喷雾所产生的微滴尺寸分布要更分散一些
.

如果气体密度足够小的话
,

即使周

围有气体存在
,

射流也有可能不产生雾化
〔“, 滩 〕.

在一定流动条件下
,

微重力环境也可能阻止雾

化
.

因此在微重力或低压气体条件下要雾化液体
,

必须寻找不依赖空气动力学产生界面压力
波动的方法

.

这是本文工作的主要动因
.

本文显示一个大的圆球形液滴的自然自由振动可以

由外加适当的频率引起共振来放大经过选择的不同波长的界面短波
.

数值结果可以说明如何

用参数共振来达到雾化
.

巳知的无粘液滴自由振动的结果可做为本文在外力为零的特例而重

复出来
.

由达朗伯表观力产生的两重迭流体的R a y lei g h一
a y lo r 稳定性的控制方程可由无

穷大液滴这一特殊情况重复出来
,

因而证明了达朗伯表观力引起的不稳定和参数共振引起的

不稳定之间的密切物理联系
.

二
、

分 析

考虑在无重力环境下一球形液滴的稳定性问题
.

在无外力作用和无周围气体的条件下
,

.
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已知一无粘液滴将在离散的 自然频率下无增长地振动
.

当周围气体存在时
,

将很快会看到自

然频率略有降低
,

不同模态的 中性界面波振动可以与特定频率的外力发生共振
.

在给定界面

张力
、

气液密度比和外力振幅的条件下来寻找最容易与中性界面波发生共振的外加频率
,

外

力由液滴中心与时间有关的点源函数给出
.

因此
,

在球坐标下基本流动仅具有由下式给出的

径向速度
。二拼 (矛)/ 4 二

r Z
(
r > o) (2

.

1 )

其中
r
是用液滴的初始半径 R

。

无量纲化了的径向坐标
,
。是用

“R 丢无量纲化了的与时间有关

的源的体积流量
, t是用R

。

/ U 无量纲化的时间
,

U是界面最大速度
.

(2
.

1) 式给出的流动是无

旋的
,

相应的速度势由中
1 = 一 m / 4 二r给出

.

假设流体是无粘和不可压的
.

因此用p 、U Z
无量纲

化的压力分布由B e r n o ul h方程给出

P l二劝/ 4 二 r 一 tn Z

/ 5 2二
2 r 4 + P

。

(t )一 (协 / 4二 r , 一m Z/ 3 2 二念r 毒)

P : = Q(叻 / 4 二
r 一 。 2

/ 3 2 二 2 r 4
)+ P

。

(2
.

2 )

其中
“ . ”

表示对时 间的微分
,

下标 l和 2分别指液相和气相
,

尸
。

是在液滴中
r = r 。

处微量的参考

压力
,

O ~ p :

/ Pl 是密度比
,
尸

。

是在
r ~ oo 处的气体压力

,

Pl 中的最后三项可以吸收到巾
;
中

去
.

(2
.

2 )式中的尸
,和尸 : 须满足在界面

, ~ R (t) 处的动力学边界条件

P l一 P
:

= 2牙
e

/ R
,

才
e

= S / p
1

U ZR
。

(2
.

3 )

其中S 为表面张力
,

附
。

是W
e b er 数

,

很明显R 与m 由以下运动学条件相联系

左= m (, )/ 4 二R
“

(2
.

4 )

此方程在初始条件R (0) ~ 1下的解是

R 3一 (3 / 4 二) {:
m d ‘+ 1

可预见流体的粘性对于参数共振仅有阻尼作用
,

趣
,

所以粘性被略去
.

在基本流动失稳开始的时候
,

度场存在一由下式给出的速度势函数
。‘= V (巾

‘

+ 切‘) (了= l
,

2 )

其中 巾‘和叭分别是基本流动和扰动速度的速度势
.

V
Z甲‘= o

(2
.

5 )

因为我们对粘性扩散时间内的共振感兴

流动基本上是无旋的
,

因此对于扰动速

不可压流体的质量守恒定律要求

此拉普拉斯方程在
r ~ 0和 : ”OO 有界的解在球坐标(

r ,
0

, 切)下为

甲 1二 E A : 。
(t)

r‘Y : 。(8
, 中 )

1 ,
协

甲 : ~ E B : 。
(t )

r

小
‘
Y : 。

(0
, 切 )

(2
.

6 )

其中 Y : . 是与连带的勒让德函数尸
: 。
(c 。叨 )有关的拉普拉斯球谐 函数

Y , 。= P : 。 e x p [‘fn 甲〕

l取从。开始的所有正整数
,

tn 取值。
,

士 1 ,

士2 ,

⋯
,

士1
.

(2
.

e) 式中的违
。 和岛。由扰动界面

r =

h(e
, 切 ,

t) 处的边界条件决定
.

界面处的运动学条件要求

口
,

(中
‘+ 甲‘)= 口

‘h+ h
一 “
口eh

·

口。(巾
‘+ 切‘)+ (h s in s)

“
d , h

·

口,
(巾

‘+ 中‘) (2
.

7 )

动力学边界条件要求

(p
l + 夕t

)一 (p
: + 夕

2

)= 附
。
v

·

n
(2

.

8弃

荞中 户是扰动压力
, 。是由液休指向气体的单位法向矢盘

.

即
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。= (‘
, , 一 feh

, , / h
, 一 f, h

, , / h s in s)/ g

。= [ 1 + (h
, , /人)

“+ (人
, ,
/ 人5 in o)

2

]士

其中逗号后面的下标指对此下标的偏微分
.

全曲率v.
n 由下式给出

.

V
·

n = (2 / hq )一 [s in o (h
, 。/ h q )]

, e
/ hs in o一 (h

, ,
/ hq )

, , / h s in
￡
0 (2

.

9 )

扰动压力场由B e r n o u n i方程给出

p ‘+ p ‘= p
.
占‘1 + p

。
占‘: 一 Q ‘[中‘, ‘+ 切。

, . + (v 。
‘+ v少‘

)
么

/ 2 〕J
.

(
r = l , 2 ) (2

.

1 0 )

其中 d ‘, ” 1 ,
如‘“j; 占‘, 二 o,

如‘奔 j
.

Q , = 1 , Q : = Q
, r ;二 r 。 , r : = 00

.

将边界条件 (2
.

7 )

和(2
.

5) 线性化
,

将这些方程中所有的量在
r = R 处展开

,

考虑刀~ h 一 R 与扰动速度同样小
,

略去扰动的非线性项
,
并考虑(2

.

3 )
、

(2
.

4 )
,

‘

分别可从 (2
.

7 )和 (2
.

5) 得到

中‘, ,

二刀
,

一 , ‘, , r叮 (2
.

1 1)

和

牙
。

[ 2刀+ (s in s叮
,。
)

, e
/ s in o + 刀, , , / s in 20」R

Z

一 (z一Q )(价/ 4二左
2 一 tn

Z

/ 8二
么
R S

)珍

一 (fn / 连二R
Z

)(甲
1 , , 一Q切

2 , ,

)一 (切
1 , 。一 Q切

: , .
)== 。 (2

.

22 )

界面小位移刀展开为
刀= 艺 C : 。 (t )Y

‘。
(0

, 甲) (2
.

23 )

注意在上面的级数中不包括 l= 。的项
.

如保留这些项意味着包括了产生基本流动的源 函数的

扰动
.

为使非定常的基本流动更为明确
,

必须略去这一项
.

式 (2
.

6 )中 l= 。的项也必须略去

以达到运动学关系的一致
.

将 (2
.

6 )
、

(2
.

1 3 )和的表达式代入 (2
.

1 1)
,

从各模态的系数中可

以得到

刁: 。= R , 一‘
(亡

: . + 2左C : . / R )/ l (2
.

14 )

B : 。= 一R ‘+ 2

(亡
‘. + 2左C :。 / R )/ (l+ z )

将 (2
.

6 )
、

(2
.

1 3 )和恒等式

(s in 0y : . ,。
)

, . + y : 。 , , , / 。in 6== 一 l(l+ 1 )Y
‘二s in 口

代入 (2 一 2 )
,
可得

牙
。

C : . [l(l+ z )一 2 ] / R 么+ (左R ‘一’H : 。 + 尸‘A
‘、

一Q [R
一 ‘一‘力‘

一 (l+ l )左R
一 ‘一 Z

B : . 〕+ (1 一 Q )左C
‘, ~ o (2

.

1 5 )

将式 (2
.

14 )和其对时间的导数代入 (2
.

15 )
,
得到关于扰动速度俪模态的界面位移幅度的

控制微分方程

亡: 。+ G 亡: 。 + 万C : 。= o

G == s左/ R (2
.

1 6 )

、一左/ * (华
+
件缪

‘、+弩
[ , (, + , )一 2 〕

、 ‘ 备 .
r 1 1 I t

l(l+ 1 )
〔

一

汗矛币不O力

注意C‘。
仅与l有关而与m 无关

.

因此对于给定的一组 (R
,

牙
。 ,

Q)
,

如果液滴具有周期振

动
,

对于每一l
,

有 21 个独立的纵向振动模态
.

当不存在外力作用时
,

(2
.

16 )成为

口: . + C : 。
牙

.

1(I+ 1 )〔l(l+ 1 )一 2」/ 〔x + l(1 + Q )」= o

即l= 1相应于常速度下的刚体平移
,

自由振动的最小频率 由l= 2的模态给出

。 :
一 [ 2 4牙

e z(3 + ZQ )」专 (2
.

27 )
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当 Q = 0 ,

上面的结果退化到真空中无粘球形液滴自由振动的已知结果
仁。’.

注意自由振

动的频率随气液密度比下降
,

随表面张力上升
.

附录中给出当R
。

” OO 时
,

(2
.

16 )式退化为与时间有关的表观力场中两重迭平面流体层的

R a y le ig h一
a y lo r不稳定性的控制方程

〔7 ’.

用以下变换

c ! 一” !。X p

(
一

合I
G d ,

)
一 。! R一

(2
.

16 )式可化为正财形式

, ‘+ I (t )
”:“ o (2

‘

1 8 )

I二H 一 3卿2R 一 3 (脚2R )
“

_ 一 1

当I( t )是周期函数时
,

(2
.

1 5) 式为H ill 方程
.

根据F lo q u e 七理论
〔“, ,

少
.

角) 式有两种一般

解
.

第一种是周期解
,

其周期可能与I( , )的周期不同
.

第二种以与I( t) 相同的周期振动
,

但

幅度呈指数增长
.

为证明(2
.

1 8 )式与 M a 七h ie u 方程的关系
,

我们考虑液滴半径简谐振动的

一般情况
,

即

R = 1 + a e o s。才

其中 。是外加频率
.

在
a 《 1的特殊情况下

,

(2
.

15) 简化为

d
Z刀‘ .

f「 E (l) 〕2
. _ _

~ F 3 (2 + l)(l+ 1 ) + I门 一 l)O 〕)

于未
~

+ 谧l‘二止二乙
一

l + a c o sT I芬 一

一
三艺共岁升人共二止上吮 l卜刀: = 0 rZ

_

{ 9 )
d T

“ .

tL o J 一
“’“ L Z I+ l+ IQ 」J 叫一

” 、“
· 二 口 /

其中 T 二。t ,

E 是自由振动的频率
,

由下式给出
,

珊 r , 1二
, 、「1 , r二

, 、 _ 。 : 、

专
石, 1 1 、 I , , 口 . 、. 一

翻 1 1 L . 气. T
一 1 1 ‘ J l

J 山 l ‘ J 二二二呢

一
-

~ ~ ~ 二, , 二, 一~ ~ 气二~ 二二 弋- 一- ~ 一- 一一一
‘

争

L l十咨( 1十Q ) )

(2
.

1的式是M at h ie u 方程
.

已知 〔9〕在百, 。附近中性的自由振动是不会产生共振而呈指

数增长的
,

除非外加频率是

E / 。 = N / 2

其中 N 是大于零的的正整数
.

因此
,

一般情况下自由振动的某一模态可 以由外加一周期力引

一
, , :

~
」, _

,

~ _ 一
,

一
_

, _ 、 _

_
, 、

_
‘

⋯
、、, . 、

_
,

_
」

.

_
. ‘ , _ 、 _ , , 、

乙
. , _

_

二 IE 、
_ 、

_
‘ .

_

起共振
,

其周期是自由振动半周期的整数倍
·

对于有限的
“ ,

参数共振发生在
“、又蓄少空间的楔

形区内
,

楔形的顶点在
a ~ 0和 E / 。 = N / 2处一 在这些有时叫作A r n o ld 舌的区域之外

,

振动

仍然是中性的
.

强迫振动对牙
。 ,

Q和 a 的敏感性将用下节的数值结果详细说明
.

(之 18 ) 式的

数值解是用 6阶龙格一库塔法得到的
,

并不用假设
a 很小

.

三
、

结 果

‘

图 1显示在三个不同频率的给定振幅的谐波作用下C
: 。随时 间的增长

‘

Q二 0
.

0 0 1 3是在一

个大气压下水与空气的密度比
.

w
e b e r 数的值总是 1 ,

一

如果毛细速度 (s
:
/ PI R

。

户
2

被选作特征

速度
.

水平轴代表正则时间T 二。或
, 。 :

是与液滴的 自由振动同步的外力谐波的频率
,

所以在

。: 二 E 的情况下
,

外力对T 是 2 二周期的
.

E / 。一 1和刀/ 。 = 。
.

5 都位于上节所指出的不稳定区

内
.

从图中可看出c : . 增长率在亚谐共振。一 ZE 时比同步共振E 一 。时要大得多
.

事实上后一

情况下的增长很难被查觉
.

因为振幅很小(a = 0
.

01 )
.

如图 2所示
,

当外力振幅增加时增长率

也急剧增加
.

图 1中E / 。二。
.

7 5的情况是在共振区之外中性稳定振动的情况
.
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.
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.
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平
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,

E / 。二 1
,
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l

|
l

0
.

Q
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.
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别泊力

.

,

{
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伽伽崛崛
TTTTT

创犯
.

0 . 田】力 白的
.

0

日3 共扭浪 (Q二 0
.

0 0 1 3
,

牙一 z
,

E 加二 0
.

7 5
,

l二 1 0
, a = 0

.

0 5 5 2 )

润翻浪 (Q二 。
.

。。1 3
,

平
.

二 1
,

E加二 0
.

7 5
,

l二 1 0
, a == 0

.

88 1 )

图 3和图4显示
,

在所给定的流动参数下
,

关于 :
一

, *

粤
的2

调期外力的振幅不 到千

分之二的改变如何改变了cl
。. 响应的整个性质

.

图 3中外力振 幅
a 二。

.

0 8 8 2足以使响应处于共

振区域
,

cl
。, 呈指数增长并超过外力振幅

.

在图 4中
,

峭微减少一点到 0
.

0 8 81
,

响应就在

A rn ol d舌之外发生
.

扰动振幅在外力振幅以内以远大于外力周期的周期被调制
.

图 5 显示了在给定流动参数下
,

简谐外力和液滴自由振动的三个不同带状模态之间的同

步共振
.

纵轴为扰动振幅
,

横轴为正则时间T ~ E (2 )t
.

所以对应于 t= 2 , 5 和了的模态的以T

表示的外力周期由对应的l值表示的 “二E (l )/ E (“)来表示
.

可以看到高阶带状模态有较高的
州 t

‘
.

频率和更大的放大率
.

这具有有利的实际意义
,

在下节将对此作出进一步的解释
.

图
:

5
一

也可

以用来说明表面张力会抑制共振
.

为了突出表面张力的效应
,

考虑一液滴在 固定频率简谐外

力作用下不同的表面张力值
‘

选择R0 。为特征速度
,

。是l二 2的基本模态的有量纲外撅颇率彩

特征速度不再是毛细速度
,

牙
。

也不再是 1 ,
E (l) 可以写为
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万 (z)= 附
。

专E :
(z)

。 1 , r二
: 、 r

川二
, 、 _ 。 : , 十

, 代, z 介 、 1 . 、 . 1 1 1 L . 、 . 1 二 产 ‘ 」 I
.

已 1 兀‘)= I 一一
一一丁 , 万一了7 了- 万- 牙犷犷- 一一一

,

l
L I十 ‘又l 十叼) J

·

图 5中给出的结果当 E (l )/ 。 = 1 时仍然有效
,

当 I” 2 时取 才
。

~ l ,

则。 = E ,
(2 )

,

当

二户E 、
(l )/ E

:
(2 )一 1 时结 果仍可应用

.

因此标有不同 , 值 的 曲线 相 应于 不 同 的 才户一

E :
(2 )/ E

;

(l)
.

从图 5可见
,

放大率随着l值的增加而增大
.

因为在联系砂
。

和E :
(l )的方程中E ,

(I)

随I增加
,

所以放大率随研
。

的减小而增加
,

即表面张力是抑制共振的
.

有意思的是没有表面

张力共振也是不可能的
·

因此表面张力有双重作用
,

它赋与液滴以自然频率便得共振可能发

生
,
同时它又抑制了共振引起的波的快速增长

.

图 6 描绘了气液密度比对同步共振的影响
.

如我们在上一节中解释过的
,

振动频率随 O

的增加而下降
.

但是对l“ 50 的高阶带状模态
,

效果并不明显 (参见E 的表达式 )
.

可见 吼
。,

的放大率随O值增加而降低
,

这说明气体的惯性是抑制放大的
.

0 0的 40

氏的翻

0
.

的皿

O刀以幻

一0
,

门公

~ O
门

加山

4-0.0?a0 {

心. 0加幼

,

衣场

0. 00 以扣

一 0 .0 的幼

到
欲】刀

_ 。 。
_

J ,

{
, . ,

:

{
V 二尹J叼 , U ‘

一一 一 ‘

二
, 了

二
0

.

0 2 0
.

0 4 0
.

0 60
.

0 80
.

0

0 .0 1 0刀

田与 l和衰面张力的影晌 图 6 Q的影晌 (a = 0
.

0 1
,

平
.

= 1
,

丑/ 。 = 1
,

l= 50 )

四
、

讨 论

虽然在我们的模型中的孤立脉动质量源在大气物理环境中并不是不可想象的
,

在实验室

里不对此理想模型进行部分改变却是很难实现的
.

但是可以想象
,

在液滴的中心可以悬浮着

一热容量较低的球形物体
,

然后用光学方法对它进行周期加热和 冷却
,

以产生所需要的外加

力
。

扰动的一些模态的放大率在亚谐共振时比同步共振时要大
. a 和其他流动参数保持不变

,

在万/ 。 = N / 2
, N > 2时的超谐共振的放大率比同步共振时还要小

.

N 》 3的数值结果没有在

上一节给出
.

因此在雾化应用中
,

应尽量追求亚谐共振
.

与液体射流的雾化
‘名’
相反

,

无重力

环境下球形液滴的参数共振雾化不能 由增加周围气体的密度来增强
.

图 5 中给出的结果说明

同样的外加频串对具有较低表面张力的液体可以激发出较高阶的带状模态来
.

这一事实的实

际意义是具有较小表面张力的液滴可以产生较小的微滴
.

与瞬时的射流雾化相反
,

参数共振

的雾化可以由调整外加频率来选择一特有的波长
.

但是不能期望单色散的微滴
.

因为对每一



液 滴 的 脉 动 雾 化 弓拐

带状模态有 21 重纵向简并
.

然而
,

由于可以选择一特定的带状模态
,

微滴的尺寸分布可以预

期比瞬时射流雾化要集中一些
.

在先进材料制备过程中
,

产生尺寸分布集中的亚微米尺度的

微滴的经济方法是非常需要的
.

我们可以估计一下用我们建议的方法来产生小微滴所需要的

外加频率和振幅
.

假定我们想从在空气中半径为 2 厘米的球形水滴产生半径大约为 1 00 微米

的微滴所需的 l值大约为 二 c m / (1。
“ Zc m )= 10场

.

如我们用亚谐共振来激 发雾化
,

则 需 要

E (l)/ 。 = 1/ 2
,

由E (I) 的表达式可得到

(
一
一互一一、针互纽卫旦全丝上卫 1于 _ 生

、 P ,日
乙

A
乙

R
。

1 L l+ l(1 + Q) 」 一 2

其中 口和 A分别是有量纲的外加频率和振幅
,

将S = 7 2 d y n e哪 c m , p ; = lg m /c m s , R 。,

Z c m
,

l= 10 2 二 ,

Q == 0
.

0 0 13代入此表达式
,

可得口A = 一 2 5 0 9 x lo 4A / 。
.

如选取A = 1厘米
,

则 习 ~ 1 2
.

05 x l护r a d / 。
,

可以由压电传感器得到这么高的频率
.

必须指出
,
式 (2

.

15) 中的

外力振幅不一定很小
,

但与 创口A )
“

成比例的输入功率必须足够大
, 以克服粘性阻尼

.

粘性

阻尼的时间指数刀可以由M iller 和 scr iv e n 的公式(2 5) 在低粘度极限时估计为

刀=
v
(l一 l)(21+ z )/ R 言

其中
v
是液体粘度

.

如令上式中
v = 0

.

o lc m
Z

/ s
,

l~ 1 00 二 ,
R 。二 2厘米

,

可得

刀= 4
.

9 4

相应振幅为B扰动的能量衰减率为
p (4 9连B )

“

因此
,

外力功率比能量衰减率大得多的条件是

p (口 . A )
“

》 p (4 9 4 B )
“

其中口
。
是克服粘性耗散的最小外加频率

.

因A 》B
,

一个更保守的标准是

口。》 4 9 4 r a d / s

上面得到的外加频率明显比这个估计值要大得多
.

如果外力振幅稍微大于 1 厘米
,

所给

予的能量可能是对用参数共振来产生微滴所足够大的
.

我们应用的线性理论只能预测参数共振的开始
.

随后由增长的界面波形成条带和豪后条

带由于毛细收缩的 R a y ei g h模态形成微滴的过程需要对问题进行完全非线定分析
.

略去的粘

性应该对共振频率影响很小
,

它对增长率的影响可能更大
,

特别对于短波来说
.

对于给定的

输入功率可能还会给出一截断波数
,

超过它后液滴不能被共振
.

附 R 。叶 0O 录
:
的极限情况

为了取得适当的R 。, co 的极限
,

首先将式(2
.

16 )用不
。

和Q的定义写成有量纲的形式
,

并引入有量纲变

量
。

雪= R o C z ,

R : 二 R oR
, , = f/ (R O/ U )

,

几= 2 二 R O/ I

其中 几是扰动的波长
.

基本流动有量纲的界面位移R ,和初始有量纲半径R
。
的关系是

R i一 R 。= R o (R 一 1 )

根据这一关系式
,

如果相对位移R ,一 R 。保持有限
,

则当R 。叶 oo 时
,

R 一 1
.

在式(2
.

16 )的有量纲形式中取极限R0 , oo 时考虑这一事实
,

可得

(p i+ p :
)乙+ 掩[‘

,
S + 左i(p

, 一 p Z
) ]乙= o (A )

其中
‘

二代表对二的微分
,

‘= 2 二/ 久 是波数
,

左: 给出达朗伯表观体力
,

因为加速度左:与两重迭流体的平行

界面相垂直
.

式(A )是考虑了表面张力项的R a y l。运h一
a 对or 不稳定性的控制方程‘, ’.

这样我们就建立了

由两重迭流体层中的达朗伯表观体力产生的界面不稳定性和参数共振引起的界面不稳定性之间的 关系
.

事
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实上前者的原因就是后者的来源
.
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