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,

� �� �年 �� 月 � 日收到修改稿�

摘 要

渗流的自由边界问题是工程上很受关注的问题
�

现有的数值分析方法需事先估计边界形态
,

逐次逼近
�

本文采用
‘

变分不等式
,

的模式
,

结合有限元方法研究有自由边界的渗流问题
,

在整个

结构区域内作有限元剖分
,

避免了传统的有限元分析中估计自由边界
、

反复修正计算区域的迭代

过程
�

本文方法为简单而快速地分析渗流自由边界问题提供了一条有效的途径
�

关铂词 渗流 变分不等式
一

有限元法

一
、

二维稳态水坝渗流的变分不等式模式

设图 � 中口是水坝的断面
,

数学上是尸上的一个具有 � �� 肋 �� �� 边界的有界连通区域
,

其边界为�
� � �

表示水坝的底部
,

它是� 的一个闭子集
,

此处假设为分段连续的曲线 , �
。

表

示坝与库中水体相接触的部分
,

是� 的一个开子集 �不失一般性
,

此处仅考虑两个水库的情

况
,

分别用�
� , � ,

�
� , �
表示

,

多个水库类似
,
�
�

� �
� , 飞� �

� , �

�� �
�

是水坝与空气接触的部分
,

� � � � ���
� � � �

�
�

� 表示口的沾湿部分
,

其边界口� 分成 � 个 部分
�
厂 � � 夕� �’� � , 厂� � 口� 门口

,

�
。
� �

� ,

厂
‘

� 口� 门� �
�

� ��
,

功表示水 的压力水头
,

� �表示两个水库的水位
�

定义下面的函数
�

掩�二
, , �是水坝的渗透系 数

,
�〔� 为 �幻 �

,
�� �

,
�‘��二 �,

叻�二
, 。�一�

�‘一 �
,

在�
�上

在�
。 , ‘上 ��� �, � �

由� � �  � 定律可知
,

稳态流动的连续方程及其边界

条件为
�

�
·

��� �� � 刀�〕� �
, 在 � 内 �一 ��

‘

夕� 功
,

在 �
�

� � �上 ��
�

� � 圈 � 水坝边界划分

� 东南大学数学力学系
,
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�一。
,
�

斋
�, � � 一 。,

在厂
�

上

�

斋
�, � 。�一 。,

��
�

� �

��
�

� �

其中 。 是口� 的单位外法向
,

因水只能从� 流出厂
‘,

故又有附加边界条件
�

口
� 、 � � , �

。
左

�

万不 叹� � , , 簇� ,

在 � �

上 ��
�

� �

因为厂
�的位形是未知的

,

所以问题 ��
�

�� � 以
�

� �是一个自由边界问题
�

将�� � ,
功在口�� 上延拓为。

,

仍记为�
�

则有
�

� � �� � �〕
,
厂 �� ���

, 夕�〔�
�】� �义

, 夕�� � �

问题 ��
�

�� 、 ��
�

� �可以用以下两种严格的提法来描述
�

问题� 寻找� ��
, , �〔万

‘

�口�
,

满足

�� � �

�
。“�� ,

·

� “� “ �, �‘
,
�““� �, � ‘〔犷

��
�

� �

�》�,

� � 价
,

在幻内

在 �
� � �

�

上
� ��

�

� �

其中

� 为� � � �� �� � � 函数
,
� 的定义是

�

犷� �雪〔�
’
�口��省�� �在�

�

上
,

省》�在 �上 �

问题� 的弱型具有如下形式
�

问题� 找��
, 夕�〔�

‘
�口�只 � �� �口�

,
满足

�

、��� �
�

�省� �占
,

��。砚。
,

� 雪〔犷 ��
�

� �
护口

� � �
,

� ‘功
,

�《� 簇 �,

夕匕 � ,

在口内

在 � � � �
�

上

在口内

� ��
�

�� �

��
�

���

在 �� � �〕上
�

这里�� � �〕表示���
, , �〔口 �� ��

, � �� � �
�

这就是二维稳态水坝渗流问题 的变分不等式模式
�

下面 引入一个
“
�厂连通解

”

的概念
�

设 ��
,

引是问题 � 的一个解
,

�
�

是尸到 � 轴的投影

算子
,
若 �� � �〕在每一连通部分 � 上成立

,

仄画 自方
�

��
�

�铸叻
,

则 ��
,

引就称为问题 � 的

一个
“

又一连通解
” �

令巾�劝是定义在刀
�

�口�上的一个函数
�

中“ , 一
〔
� � � 诬, ��义

, , �〔�� � ���

� � � �万���
, 夕�〔�

��

若集合非空

其它

显然
,

〔� � ��� 笼��
, 夕)〔口!g < 中 (x )}三 j < 小(% ) ]

.

对自由边界的形态 问题
,
文〔3〕中给出了以下的研究结果

:

假设
S , 自(一 co

,
% ,

)
只
(
一 co

,

S
: 自(x

:,
+ co )

只
(
一“ ,

”1)是个空的或非减的图象下
hl)是个空的或不增的图象 夕

(
1

.

1 2
)
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若 (P
,

动是问题D 的5
3一连通解

,

则有下面的性质
:

(1) 在 (一 oo
,

x l

) 门H
二

( [ p >
o 〕)上中是一个非减函数 ,

(
2

) 如果[夕) o ]连通
,

且若对所有的义任(
xZ, x

3

)均有中(戈 )》h
:,
那么中在 (x

Z, x 3
) 上不

增 ,
_ _ __

l介夕
(3 ) 若存在%〔(碗

,
x

3

)

, 中(劝 < 凡
,
则存

在x.〔(x
:, 二3

)使得 中(
x 。

) < h
Z ,

且巾在 (x
:,

x 动上是不增的
,

在 (x。
,

x
3

) 是非减的
.

数学上可以证明
: 问题B 与问题ID 是等价

的〔“’;
B (或D )的解是存在的 , 5

3一连通解是唯

一的; 自由边界是连续的
【“’, 〔“’;其有限元离散

解(P
” , g

。

) 能收敛到问题D 的解 (P
, g

)
‘4 1 .

一
占一~

一
圈2 水面位里

二
、

有限元离散格式

在做数值解时
,

一般是处理泛函的弱型
,

即问题D 的形式
.
这里引入下面的记号

:

M = {
。〔H

’
(口 ) 1

。
>

o在口内, 。
= 巾在S

:U S
3
上 }

K = {u 〔L OO (口) 10 《
“
(

1在习内 , “
~ M 在〔P> 叼上}

在问题D 中
,

若令雪= P 一可
。〔M )

,

并把g视为参变量
,

则可写成下面的形式
:

问题O
尸

求P任M
,

使得

l
。〔kv p

·

v
(

”一 p ) + “。v (
”一 p )

e〕““》“
,

‘

V

”任M

其中
。
= (0

,
’

l)

,
g 任K

.
为简化书写

,

以下均考虑均匀介质中的渗流
.

按变分不等式理论
,

与D
‘

等价的泛函极值问题为
:

问题P

求P〔M
,

满足J (P )= in f {J (。) }
,
其中u

〔M

, (
·
) 一合l

。

〔(会)
2+(斋)

“

〕
d/“。+

l

。。

斋
dXd。

( 2
.
1 )

对于本问题中所构造的函数P( X
,

功在用有限元方法求解时
,

可对整个结构断面 口 作单

元剖分
,

其计算格式与常见的二维标量场的计算格式相似
,

只是这里的右端项的形成方式不

同
.

引入形函数N
,
设尸是P( 、 ,

功的节点值向量值
,
则P(

x ,

川 ”N 尸
,

由泛函 J( 的的驻值

条件可导出有限元求解的基本方程

K 尸二g了 (2
.
2)

其中

K = 刃K
e,

f 二 刃了
‘,

g ”艺矿

K 一 l
。
.
(N T

·

N

, :

+ N 了
,

f

“
一

l

。
,

N 害
二

:
二、。

N
, ,

) d 泌g
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ge ~ 9 1 (I 是q x q的单位阵
,

q 是单元节点数)

这里的参数g有如下 的性质
:

0《g《1
,

在口内

g二 1 ,
·

在 【P > 叼上

为便于描述待求的 自由边界的形态
,

构造另一个函数
“
(
x ,

川
,

o
<

g
<

1
(

i =
1

,
2

,
⋯

, 口)

g = 0

g

。

//

扒0,ree
.�

一一材

其节点值向量记为U 一 [u
, ,
晚

,
二

, “。〕
,

单元内任一点的。值仍可表示为
“
(
% ,

刃 = N U
,

_

自

由边界口[P > o」自口也可写为 口〔。> o 〕门口
,

即 [。) o」= [P ) o〕= [g < 巾(x )〕
.
这样

,

描述自

由边界形态 的函数少(幻就写成
:

少(尤 )二su P {g 〔口1
。
> o } (

2
.
3
)

有限元的基本方程 (2
.
2)也可随之改写成求解U 的方程

K U = f (2
.
4 )

解方程 (2
.
4)

,

在算出各节点的
“‘
值后

,

可根据(2. 3)式
,

对不同的x
‘,

找出相应的y
‘
= 中(

x ‘
)

=
s u p 笼川ll( 为

,

川 > 0}
,

逐个连接各个(为
, 夕‘

)点
,

就得到 自由边界的曲线
.
其中

,

渗 出 点

本身是奇异点
,

它的位置本文采用外推法来确定
.

又 因在〔P> 叼的区域
,

g = 1
,

所以在沾湿部分A 的范围内
。
= P

,

即上面算出的流场内各

点的“值就是压力水头值
.

三
、

算 例

本文对图 3所示的坝渗流实例作有限元计算
,

面计算结果
.
坝体渗透系数几是常数

,

上 游 水

位 10 m
,

坡度为 1:l, 下游水位 3 m
,

坡度为

1:2, 底宽为20 m
.
整个梯形区域共划分50 个

单元
,

其自由界面的计算结果列于表 1 中
.
图3

中的1一线为本文一次计算直接得到的浸润线
,

2 一线是文 【l] 作者采用差分法作超松驰迭代 30

次所得的结果
.

由以上数值计算结果可以看出
,

本文所建

议的自由边界问题的有限元分析方法是简单而

又有效的
.

给出了该坝体截面梯形区域的渗流自由表

I 本文结果
2 文 [ 1 」结果

(nl)

10

20 (m )

图3 梯形坝自由表面

表1 自 由 边 界 面 的 计 算 值
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四
、

结 论

以上研究表明
,

从数学上建立关于自由边界的渗流问题的变分不等式模式是合理的
,

它
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明显地优于现有的其它变分模型
,

为工程中各种渗流问题 的分析提供了一种新的数学模型
,

同时也为上述问题的数植分析
,

特别是自由边界的直接确定给出了可靠的理论依据
.

在作二维渗流问题有限元分析时
,

采 用对结构的整个有关截面作单元剖分的办法
,

简便

易行
.
它避免了传统作法中事先估计计算区域

、

不断迭代修正的过程
,

可大大加 速计 算 过

[ 4 ]
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