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求解非定常非完整约束多体系统
动力学的一种方法

水小平
‘

张永发
,

�樊大钧推荐
,

�� ��年�月 � � 日收到�

摘 要

通过对约束矩阵进行奇异值分解
,

将系统的动力学方程沿与约束相容和不相容的两个方 向 上

投影
,

求解受非定常非完整约束的多体系统动力学问题
,

并给出了求约束反力的公式和避免违 约

的一种方法、 这种解法不仅不依赖于描述系统的坐标选择
,

而且计算效率高
�

最后举了一个 说 明

性例子

关键词 动力学 多体系统 非完整约束 非定常约束 奇异值分解 投影

— 己 � 性兰
确

、 � 蕊 �二万

在研究受约束的一般多体系统动力学的问题时
,

常常需要求解一组计算效益较差的微分

一代数混合方程
�

为了克服求解这类方程的数值解所遇到的困难
,

许多研究工作就集中在如何

选择一组合适的独立广义坐标
,

使系统运动微分方程的数值积分更有效
,

并采用一定的技术避

免违约的发生 以克服计算过程的不必要中断
�

� � �� 等
〔”用� � � 法

,

� 加� � 等
〔么,用 � �� � �

�

� � � � �� 七过程都研究了受定常完整约束的多体系统动力学的分析过程
�

� �� 等
‘“’用 � � 分

解技术
,
� � � �等

〔� ’用 � � �� � 积分法进一步对受非定常完整约束的多体系统进行了动力学

分析
�

虽然 � ��� � � 〔“’用投影法推导了受非定常完整或非完整约束的多体系统的动力学方程
,

但运算过程复杂
�

本文给出了求解受非定常非完整约束的多体系统动力学的一种简易方法
�

这

种解法不仅适合于系统的任何一种建模方法
,

而且物理意义明确
�

由于实际工程中系统所受

的非完整约束基本上是线性的
,

所以本文的研究只限于这类非完整约束
�

二
、

用奇异值分解法缩并系统的动力学方程

假设一个多体系统由
。
个广义坐标 �一 〔�

, , � � ,
一

, � 。

〕,

独立的非定常完整约束

甲��
, ���� �

和刀个独立的线性非定常非完整约束

来描述
,
系统受到的川个约束由“个

��
�

��

� 北京理工大学应用力学系
,
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组成
�

对��
�

其中 � � 〔�毒

中��
,
�

, ��二 �
。,

��
, 公�自

一

� 仁、��
, 才�� �

�� 式求一次导数并联立 ��
�

� �式得

� ��
, 才�瘫� 仁��

, ��� �

�军〕
全 ,
� 甲二柳 �如

,

互一 〔纬纬〕
, ,

� ��
, ��动� � �穿

,

�
, 才

��
�

� �

知二口甲�必
�

对 ��
�

� �式求一次导数得

��
�

� �

其中 �一 � �� 互

由奇异值分解原理
〔‘’, 「“’,

存在一个。 � 。阶的正交矩阵�和
� � 。

阶的正交矩阵�
,

使得

� � � �� ,
��

�

��

其中�� 〔� �〕
,
� � � �� � ��

� ,
。� ,

…
, 二。 ���

�� � �》…》� 。� ��
,
�为� 只 ����

� 一 � � 阶零矩

阵
�

若将�进行分块

� � �� , �
�

〕 ��
�

��

其中
� � 优阶矩阵�

,的列向量和
� 义 掩阶矩阵�

�的列向量分别对应于非零奇异值。� , 二�
,

…
, � 。 和

零奇异值的右奇异向量
�

于是

� � � � � � ��
�

��

� �
�

� � ��
�

� �

由此 知�
�

的列向量 � ‘�‘一 � , � ,

…
,

�� 构成了矩阵�的正交补的一组正交归一化基
,

其方向与 �

相容
,

将�沿这组基的方向上投影得存个独立速度

�� � �自 ��
�

��

于是方程 ��
�

� �和方程 ��� ��组成了一个封闭方程组

��
全 �

�

〕少气� 〔一罗 � , 〕� ��
�

�� �

根据拉格朗日第一类方程
,

系统的动力学方程为

� ��
, ��可� ��心

,

�
, 才�� �

�
��

, 才�入 ��
�

� ��

其中� 是
� � � 阶对称正定的广义质量矩阵

,

�是包含系统广义外力和广义 陀螺力的
�
阶列阵

�

入

是由拉格朗日乘子组成的� 阶列阵
�

方程��
�

��� 沿与约束相容的方向上投影得

� �� 花一 � �� �� �� �

这�个方程含
。
个未知量�

,

不封闭
�

三
、

用加速度分解法求解系统的动力学方程

根据 �
全 的列向量与 � � 的列向量相互正交和约束反力限制了系统的运动方向这一基本概

念
,

可将系统每个广义加速度该
‘
�‘� 卜 � ,

…
, 。
�分解成二个分量

�
一个分量斌沿着与约束相容

的方向
,
另一个分量欲沿着与约束不相容方向

,

分别用来表示系统 的运动方向和约束反力的

方向
,

即

可� 花
了

� 材
”

��
�

��

材
,

� � � � ,

花
”

� � , � ��
�

� �

其中� , �分别为�阶和� 阶列阵
�

它们的具体表达式可按以下方法求出
�

将 ��� ��
、

��
�

� �
、

��
�

��式代入 ��
�

� �式
,

并利用矩阵�和�
,的正交性得

� � 一 �� �
�
� � �

一 , � � 一 � �
一 �
� , � ��

,

��

将��
�

��
、

��
�

� �
、

��
�

� �
、

��
�

� �式代入 ��
�

���式
,
并利用� 的正交性得
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将 (3
.
3)

、

(

3

.

4

)

、

(

3

.

2

) 式代回 (3
.
1) 式得到

n
个含

n个未知量q的二阶常微分方程

月= K h+ (K M 一 l)E n ( 3
.
5 )

其中l为
n 义 。

阶单位矩阵

K = V
:
(V T M V

Z)
一 ‘

V 了 (3
.
6)

E = V :D
一 ‘

U
,

(
3

.
7

)

由于C 在 运动过程中是不断变化的
,

若在每一时 间步态都对 C 进行奇异值分解
,

显然是很费

时间的
,

可采取这样的策略
,

户= V T衬

为了便于数值积分
,
可引进

Z”〔p
,

q
,
〕

,

保持C的奇异值分解不变
, 直至【C

少
V
Z〕? 出现奇异为止

.
于是

(3
.
8)

(3
.
9)

则有

之== [(V 誓(K h+ (K M 一 I) E n ) )
,
口

, 〕,

利用龙格一库塔法或预估一校正法可方便积分此式
.

( 3
.
10)

四
、

约束反力的求取和违约的修正

为了避免求解微分一代数混合方程时所遇到的数值困难
,
在推导方程(2

.
12 )时将反映广

义约束反力的拉格朗日乘子入消去了
,

若问题对约束反力感兴趣
,

则需要重新获得入
.

将(3
.
1)

、

(
3

.

2
) 式代入 (2

.
11) 式

,

并 由中的含义可得

M C Ty= C T入 (4
.
1)

该式两边同时左乘C
,

并将(2
.
7)

、

(
3

.

3
) 式代入

, 并利用矩阵V
l和 U的正交性得

入= 一 E ,
M E n (

4
.

2
)

在推导方程 (3
.
5) 时只用到加速度约束方程(2

.
4 )

,

为了避免坐标违约
,

需对约束方程

(2
.
1) 进行牛顿一拉福森迭代

c 甲 ( q
{夕
), “)△q {夕

)= 一 甲( q {夕
), ‘、) (

4
.
3
)

q伙l)~ q跳+ △q
{梦
) (4

.4)

其 中f表示时间步态
,

j 表示迭代次数
.

由于线性方程组(4
.
3)不封闭

,

为了能求出 A q
{梦
), 须对它进行如下处理

:

对y
,
入进行如下划分

y一 [y丁y畜]
, , 入= 〔入T 入T ]

,
(

4
‘

5

)

其中y
l, 入,

对应于完整约束方程
,

为“阶列阵
.
yZ,

入
2
对应于非完整约束方程

,

为刀阶列阵
.
由

方程 (4
.
1) 所包含的物理意义得

M c备y
l= c备入

,
(

4
.

6
)

( 4
.

6 ) 式两边左乘C甲后得

入1~ (C
甲C毒)

一 ,
c 甲M c毒y

l (4
.7)

(4
.6)式两边先左乘M

一 ‘,

然后再左乘C 中后得

入1一 (c
甲M

一‘
c 琴)

一 ‘

c
甲C 不y

,
( 4

.
8

)

比较(4
.
7)和 (4

.
8 )式得
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c 甲” (c 甲M
一 ,

c 奉)(c
, c 不)

一‘
c
甲
M (

4
.
9
)

将该式代入 (4
.
3)式后可得

M (q{梦
), “)A q ((夕

)二 一 C毒(q{梦
), “)M 示‘( q

{梦
), ‘。

)甲(q {1))
, ‘,

) (
4

.
1 0

)

其中

M 甲= c 甲M
一 ‘

C 毒 (4
.11)

方程 (4
.
10) 是一组封闭的线性方程组

.

五
、

示 例

现有一粗糙水平面在 惯性空 间以匀加速度a作平动
,

初速度为v
。 .

已知一个半径为p
,

质

量为m 的匀质重圆盘在此平面上作无滑动滚动
.
我们在惯性空 间建立定参考正交基 (o

,

i)

,

并

建立圆盘的R eo a l动参考正交基 (c
, e

)

,

取q一 眯
, , , z ,

e

,

势
,

叫
, ,

.

其中 x
, , , :

为圆盘质心在

定参考正交基 中的坐标
,

e 为i
。

一

与e
3
的夹角

,

功表示圆盘与平面接触点尸的轨迹切线与 1
1正方向

的夹角
, 甲表示圆盘的自转角

,

则

61

e 2

e 。

c o s 吵

一 e o 8 8 8 im 叻

5 im osin 劝

Sln劝

C o“o c o s劝

一 s in 口e o s劝

广5
.
1)

、...!才
�

!

声

月n口

0
.

m能
CS

:一_ 一

y

ee

二全i
,

图 1 圆盘在平动的水平面上纯滚动

圆盘的角速度为

0 = 夕e ,
+ 协5in oe

:
+ (必+ 梦e o so )e

3

一 (乡eo s功+ 必sin oo in叻)i
,

+ ( 乡。in 叻一 劳sin oe o s少)i
:
+ (叻+ 必eoso)i

。

(
5

.

2
)

系统的动能为

犷一
合
。 (‘

z
+ ,

2+ “名

)
+

音
。p “

(”
“

+ ‘
““‘“

“

“+ 2 (示+ ‘““““,
2
, ( 5

.
5)

系统所受的约束为
。一 (p

e o s o ) J =
v z。

+
a z

t
(
5

.

4
)

夕+ (户。i n o e o 。势)乡+ (户e o s o s in 劝)叻+ (户s in 劝)
; = v , 。

+
a , , ( 5

.
5 )

* 一 (p
s in 夕s in势)乡+ (户e 0 0 0 e o s劝)叻+ (户e o s劝)必=

。二 。
+

a
二

才 (5
.
6 )

其中
v:。, 。 , 。, v z 。

和a
二 , a , , a :

分别为
v。和a在 [o

,
i〕三个坐标轴上投影

.
方程(5

.
4) 属非定常

完整约束
,

而方程(与
.
。)

、

(
5

.

6) 属非定常非完整约束
.
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____ --一一一一二兰

~

开 始

O
,

即初始时间九二标

给定满足约束方程的初

计算c(
‘,

,

并对它进行奇异值分解求得 U
,

D

,
v

: ,

v
:

厂一下
匕一之

算 M
“,

,

K
‘, ,

E
‘。

,

b
心,

,

, “,
,

由(3
.
5)式

(3
.
5)式求出行

“,和户
‘
,

汁算约束反力否?

叙4
.2)式计粼

“,

否产一忆户\N一碍满、J宕喻、一分今、一科

结 束

按(#. 10) 和(4
·

4

)式进行迭代
,

求得合符要求的衅
十 l)

乙< 性七
了

v
:

〕铸异否,
,

N

to . 寿
由方程(2

.
10) 求出守

十勺

健度约束方程得到了满足)

置i= 云十工

图 2
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于是

O O

m 0

0 m

0 0

O 0

O 0

0

O

0

m P Z/4

0

O

0 0

0 0

0
(5
.
7、

0

m p Z(
s in

Z
口+ 2e o 8

2
0 )/ 4

(川p
Ze o s s ) / 2

0

0

(二p
Ze o s s )/ 2

切p
Z
/ 2

0

0

一 阴g

(m p
Z
协
Zcososin 6)/4+ (。p

Z
劝乒sin o )/2

(m 户2夕叻eo sosin e )/ 2 + (, v Z
乡户。i n o ) / 2

(
。p ,

汐叻sin o)/2

0 0 1 一 P e o s 0 0

0 1 0 p s in s e o s势 p e o s08 in劝

1 0 0 一 p s in s s in 势 p e o sse o s劝

(5
.
8 )

0

p s in劝

P c o S功
}

(5
.
9)

p夕
“
s
i
n
o 一 a

z

户夕
Ze o s oe o。叻一 Z p

;
协sinooin沪+ 户协

Zeos口e o s劝+ p协必eo s势一
a ,

一 户J
“
e o s

o
s
i
n 功一 Z p 叻。i n o e o 。劝一 p叻

“
e o 8

0
s
i
n 劝一 p 叻味sin劝一

a :

入~ 〔f
:
f

,
人〕

,

!

( 5

·

‘“,

( 5
.
11)

整个动力学分析可按如图2流程图进行 (t
。

为初始时间
,

t
。

为最终时间)
.

、

/ \
、 结 论

本文给出的求解受非定常非完整约束的多体系统动力学的方法
,

不仅适合于任何一种描

述系统的坐标
,

而且物理意义 明确
.
由于实际需要进行奇异值分解的次数很少

,

从而使本文

的核心公式(3
.
5)和 (4 2 )中矩阵K 和 E 的计算非常简单

,

同时由于对牛顿一拉福森迭代巧妙

地进行了改进
,

从而避免 了因坐标违约所造成的误差积累而导致动力学分析过程中的数值不

稳定性
,

因而具有较好的计算效益和较大的工程应用价值
.
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