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摘 要

本文通过典型实例和理论分析证明了
:

在有势力作用下
,

对于非完整系统
.

H a m ilt o n 原理

同样有像完整系统那样使L a g r a n g e函数取驻值的形式
;

使 L a g r 。n ge 函数变分对时向积分为零

的形式是前者的演变形式
;
因此

,

两种形式是统一的
.

关键词 非完整系统 完整系统 H a m il to n 原理 真实轨道 测地轨道

一
、

导 言

通过分析一个典型实例
,
Par s ,

L A
.

得到如下结论
: 当考虑非完整系统时

,

H a m ilt o n

原理被推广为两种不同的形式
.

一种推广

6\ L 了q
,

空
, 才、汀公一 O

J 才。

另一种推广

(1
.

1 )

是不对的 ,

‘’。五(。
,

空
, 才)d 才一 。

才o
(1

.

2 )

是正确的“ ’.

这一结论肯定了H a m il to n 原理能够应用于非完整系统
,

是对非完整系统分析

动力学的重大贡献
.

因此
,

这一结论得到 R u m y a n ts e v ,

V
.

V
.

等许多知名学者 的支持
『“ J .

他们认为
,

在有势力作用下
,

对于非完整系统
,

H a m ilt o n 原理没有像完 整 系 统 那 样 使

L a g r a n g e 函数取驻值的形式
,

而有L a g r a n g e 函数变分对时间积分为零的形式
.

通过典型实例和理论分析
,

我们将如上的结论推户为
:

在有势力作用下
,

对于非完整系

统
,

H a m ll t o n 原理同样有像完整系统那样使L a g ra n g e 函数取驻值的形式
,

L a g ra n g e函

数变分对时间积分为零的形式是前者演变形式
,

因此
,

两种形式是统一的二

二
、

从一个典型实例得出的结论

考虑一个单位质量的质点在
‘

赞比系中运动
,

外作用力为零
,

受 有一非完整约束
.
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假设其边界条件为
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应用d

(
L d ‘一

’

“,

不应用C h e ‘a e v条件

这一问题的L a g ra n g e函数为

五一冬(, 2

+ 夕乡+ 之“)
‘

(2
.

3 )

引入 L a g r a n g e乘子
,

将约束方程纳入 (1
.

1) 中

〕
d ‘一 。

(2
.

4 )
.

劣Z一
.

沙.

召+活+
.

沙‘+
.

劣
l一2

r.esee�

经变分运算
,

方程 (2
.

5 )
、

测地轨道
.

可得钡四地轨道方程

声 一 睡z 一 尽方= 0 ( 2
.

5 )

夕+ 女= 0
.

( 2
.

6 )

艺+ 娜分~ 0 ( 2
.

7 )

( 2
.

6 )
、

( 2
.

7 )与约束方程 ( 2
.

1 )一起
,

并考虑适当的定解条件
,

可以求得系统的

,
.

, 应用(
“L d ‘一 0 ,

应用C h e ‘a e v 条、

如果对约束方程 ( 2. 1) 应用C h e t a e v 条件
,

则有
2 占x 一 占g 二 0 (2

.

5 )

引入 L a g r a n g e 乘子 , 将约束方程 ( 2
.

5) 纳入 ( 1
.

2 )中

(
‘’

「。冬( , 2
+ ,

2 + * 2

) + ; (。。一
二。二 ) 1、

, 一 。

户 t . L 乙 J
( 2

.

9 )

经变分运算
,

‘

可得真实轨道方程
公+ 几二 = o

‘

( 2
.

1 0 )

梦一几一 0
.

( 2
.

1 1)

忍一 。 ( 2
.

1 2 )

方程 ( 2
.

1 0)
、

( 2
.

1 1)
、

又2
.

12 、与约束方程 (2
.

1 )一起
,

并考虑到适当的定解条件
,
可求得 系

统的真实轨道
.

应用 (
“L “‘一 0 ,

不应用C”e ‘“ e v 条件

如果不应 用C h et a e v条件
,

将 ( 2
.

1) 变分
,

可得

占夕一 占(
z
幻

引入 L a g r a n g e 乘子
,

将 ( 2
.

1 3 )式纳入 ( 1
.

2 )式中

( 2
.

1 3 )

气
‘’

干。令(* 2

+ ,
2

+ 。2

) + 。[。, 一。(
二 * ) ]飞J

, 一 。

夕 t o 、 ‘ 夕

( 2
.

24 )

经变分运算
,

可得测地轨道方程

汾一 拼方一户之 = 0

驴十户二 q

(2
,

1 5 )
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忿+ 拼分= 0 (2
.

17 :17 )

方程(“
.

‘5 )
、

(“ 16 ),
(“

.

‘7 )和约束方程(“
.

1)一起
,

并考虑到适当的定解条件
,

可以 求 得
系统的测地轨道

.

2
.

4 分析问题

在 荟2
.

1中
,

应用(l
.

1) 式求得系统的测地轨道方程
,

进而解得系统的测地轨道 , 在 芬2
.

2

中
,

应用(1
.

2 )式求得系统的真实轨道方程
,

进而解得系统 的真实轨道
.

由此我们似乎 可 以

做出结论
:
在有势力作用下

,

对于非完整系统
,

H a m ilt o n原理没有像完整系统那样取 (1
.

1)

的形式
,

而有(1
.

2 )的形式
.

但是
,

我们还应当注意到
:

在 号2
.

3中
,

同样应 用 (1
.

2 )式
,

却得不到真实轨道方程
,

而

得到测地轨道方程
.

比较 荟2
.

2和 芍2
、

3 的全过程可以发现
,

二者的差别在于在 县2
.

2中应 用

了C h e ta e v条件
,

而在 县2
.

3中没有应用 C het a e v 条件
,

从而启发我们进一步查明
,

弓2
.

1

与 芬2
.

2得到不同结果的原因
,

也在于 恳2
.

1中没有应用C h et ae v条件
,

而在 恳2
.

2 中应用了

C h et a e v条件
.

那么
,

能否由〔1
.

1) 式出发
,

应用C h et a e v条件导出真实轨道方程呢 ? 回答

是肯定的
,

不过应当注意到
,

在仁
.

1) 式中引入 C h e七a e v条件不如在(1
.

2 )式中引入 那 么 方

便
.

我们将在 芬2
.

5中实现这一点
.

,
·

5 应用“I
L d ‘一 。

,

应用C”e七a ev 条件

将约束方程(2
.

1) 变分
,

可得

d
Z d 劣十 念d Z 一 O夕= 忿口之一 名口% 十一万了

~

LZ 口x 一 O夕少= 0
U 乙

(2
.

18 )

应用C h e 七a e v条件 (2
.

8 )
,

上式变换为

分d z 一 方己x = O

在 务2
.

1中
,

(2
.

4 )式可 以变换为

(2
.

1 9 )

(;;
‘一 「, 一 ‘拼

“
,
‘

〕占x 一 ‘, + “’占“一 (“+ 拼‘’d
·’d ‘ (2

.

2 0 )

将(2
.

1 9 )式代入 (2
.

2 0 )式
,

可得

};:卜
(, 一“·’j x 一 ‘’+ “’占”一 “舀

·〕“‘ (2
.

2 1 )

由于引入 L a g ra n g e乘子
,

使得叙
,

勿
,

加相互独立
,

故由 (2
.

21 )式可得

公一应
: = o (2

.

2 2 )

乡+ 户= 0
”

(2
.

2 3 )

艺= 。
·

(2
.

2 4 )

可见
,
‘

只要令 几= 一 ; i
,

则 (2
.

2 2 )
、

(2
.

2 3 )
、

(2
.

2 4 )式立即变为真实轨道方程(2
.

r o )
、

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )式
.

这便说明 (2
.

2 2 )
、

(2
.

2 3 )
、

(2
.

2 4 )式也是真实轨道方程
.

下面
,

我们将讨论一般情况
.

三
、

、

一 般 情 况

考虑一个动力学系统
,

f , (q
。 ,

夕
: ,

该系统由L a g r a n g e 函数和非完整约束的非线性方程

t )二 Q (
s = 1 , 2 , ⋯

, 。 ;
刀二 l , 2 ,

⋯ 夕; n ) 习) (3
.

1 )
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q
, ,

这里q
。

为广义坐标
,

而夕
:

为广义速度
, t是时间

.

假设边界条件为

q
, 。

(t = 才
。
)

, g ,

= 互
。 ,

(t = 才; ) (3
.

2 )

z一厂�8

一

q

4 4 2

来描述
.

夕
。
三

对于如上的系统
,

H a m i lt o n 原理的泛函为

“一 l:;
L‘、一 “一 ‘,“‘

其附加条件为( :
.

川式
,

边 界条件为 ( 3
.

2 “式
.

件和边界条件一起
,

构成一个变分原理
.

3
.

, 应用己(
L “‘一 。,

不应用C ”e 七“ e v 条件

将刀变分
,

并令占17 ~ 。,

则得 戈1 1 )式
.

( 1
.

1 )式
,

得

( 3
.

3 )

按照专著〔3 」〔4 〕
,

积分形式的泛函与其附加条

引入L a g r a n g e 乘子抑
,

将附加条件 (3
.

1) 纳入

空
, , 才) + E 拼, f , ( g , , 。

· , , )〕
d ‘一 。

( 3
.

4 )Sg
广

l
、

L
ree
胜
L

占H 一 占

交换变分和积分的次序
,

可得

t ) + 兄 z; , 占f , ( g
。 , 。

· 。

‘)〕
d ‘一。

( 3
.

5 )8qL
c八�

一

!
l�

经变分运算
,

可得 测地轨道方程

乡L 汀 口L
一 三己 一 一 一万诬

‘
一

万三一十
“甘

s 乞乙‘ 以甘合

_

Z 口J
拼”气落万

乡f
口q s

d 口f , 、 弄
_

、

盯 ,

而一丙亏) 一台
“ ”不云 一 U (3

.

6 )

"

E尸

方程 ( 3
.

6 、与其附加条件
‘

、

8 川一起
,

并考虑到适 当的定解条件
,

可 以解得系统的测地轨道
.

3
.

, 应用 l
“L

〔
“‘一 。

,

应用C h e ‘a e V 条件

将万变分
,

并令 咨刀二 0,

件
,

其附加条件变换为

鑫祭
占“

‘
一 。

经交换变分和积分的次序
,

可得t(l
.

2 )式
.

应用 C h’e 七a e v 条

( 3
.

7 )

,

引入 L a g ra n g e 乘子标
,

将附加条件 ( 3
.

7 声纳入 ( 1
.

2 ) 中

占万 l
占L ( q 一 “一

公) +

卖
; ,

卖箫
。。

,

}
J , 一 。

P 一
孟 石 一 ‘

(3
.

8 )

经变分运算
,

得真实轨道方程

口L d 口L 一二
, .

口沪
,

几了二
-

一一万玉一 石下一十 ) : 凡口
一

六‘ = O
口甘 e “ ‘ 以任 s 二二

一

口望 e

P 一
舀

(3
.

9 )

方程 (3
.

的与附加条件 ( 3
.

户一起
,

并考虑到适当的定解条件
,

可以解得系统的真实轨道
.

3
.

3 应用l
占L d ‘一 o ,

不应用 C h e t a e v条件

如果不应用C h e 七a e v 条件
,

将 ( 3 1 )变分
,

则有

6 f , (q 。 ,

空
a , t )二 0

.

( 3
.

10 )

弓!入L a g ra n g e乘子内
,

将附加条件 ( 3
.

10) 纳入 (l
.

2 )中
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空
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(3
.

1 1 )

经变分运算
,

·

得测地轨道方程

口L d 口L
.

么
/ 口沂

,
d 口厂

, 、
上

.

口f
,

下瓜一
-

一 一万下一 下而一 十
‘

艺 拼八 飞丈二 一价万了
~

目

万廿
竺‘

, 一 支 ;召夕而飞皿 = 0
以 甘 . “ ‘ L, 望a 石二万 \ U 甘s u ‘ 以 望‘ I 了气

.

LI 甘a

P 一 工
P 一 二

(3
.

6

方程工3
.

引 与其附加条件 (3
.

1) 一起
,

并考虑到适 当的定解条件
,

可以解得系统的测地轨道
.

3
.

4 分析问题

在 夸3
.

1中
,

应用 (l
.

1 )式求得系统的测地轨道方程
,

进而解得系统的测地轨道 ; 在 会3
.

2

中
,

应用(1
.

2 )式求得系统的真实轨道方程
,

进而解得系统的真实轨道
.

由此我们似乎 可 以

做出结论
:
在有势力作用下

,

对于北完整系统
,

H a m il 切n 原理没有像完整系统那样取 ( 1
.

1)

的形式
,

而有(1
.

2 )的形式
.

但是
,

我们还应当注意到
:
在 号3 3中

,

同样应 用 (1 2) 式
,

却得

不到真实轨道方程
,
而得到测地轨道方程

.

比较 县3
.

2和 号3
.

3 的全过程可以发现
,

二者的差

别在于在 芬3
.

2中应用了C h e恤 e v条件
,

而在 芍3
.

3中没有应用 C h e 七a e v 条件
,

从而启发我

们进一步查明
,

号3. 1与 县3
.

2得到不同结果的原因
,

也在于 茶3
.

1中没有应 用 C h e 七a e v 条

件
,

而在 县3
.

2中应用了C h e ta e v条件
.

那么
,

·

能否由 (1
.

功式出发
,

应用 C h et a e v 条件导

出真实轨道方程呢 ? 回答是肯定的
,

不过应当注意到
,

在 (1
.

功式 中引入 C h e 七a e v条件不 如

在(1
.

2 )式中引入那么方便
.

我们将在 茶3
.

5中实现这一点
.

,
.

5 应用“I
L d ‘一 。,

应用c h e ta e v 条件

将附加条件(3
.

1) 变分
,

可得

。, , (。一 空一卜户(箫
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会
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·
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,
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‘
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·
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一

毙户绘
乙、一 “ ‘3一 ,

应用C h e七a e v条件(3
.

7 )
,

则 (3
.

12 )式变换为

户(鲁
一箭箫卜

-

(3
.

1 3 )

在 务3
.

1中
,
(3

.

5) 式可以变换为

d“一 ;:户〔会
- d 口L

己万 口空
。

夕

+ 乙内(普
一

手票)
一

务
尹

篇:
一

卜
“:

= O

将 (3
.

1 3 )式代入 (冬
.

14 )式
,

(3
.

2 4 )

占I7 };
‘

艺
to s 二 l

异奈
一

粼翻娜“‘一 0

P .
‘

(3
.

15 )

由于引入 L a g ra n g e乘子
,

使得占外相互独立
,

故 由 (3
.

15 )式可得
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口f ,

一

石
“,

撇
= O (5

.

16 )

可见
,
只要令标= 一 夕, ,

真实 轨道方程
.

.

16 )式立即变换为真实轨道方程 (3
.

9 )
,

这便说明 (3
.

16 )式也是

四
、

结 论

本文的工作表明
,

变分和积分次序可以交换
,

这是变分学中的基本原理
,

这一基本原理

也适用于非完整系统
.

这样一来
,

只要将 (1
.

1) 式中变分和积分次序交换
,

便得到 (1
.

2 )式
.

应用(1
.

1) 式和应用 (1
.

2 )式
,

都既能导出真实轨道方程又能导出测地轨道方程
.

之所以导出

不同方程
,

不是因为使用 (l
.

1) 式和 (1
.

2 )式的区别所致
,

而是因为是否应用 C h et ae v 条件

所致
.

因此
,

我们可以得出结论
:
在有势力作用下

,

对于非完整系统
,

H a m il七。 n 原理 同样

有像完整系统那样使 L a g r a n g e函数取驻值的形式 ; 而使 L a g r a n g e 函数变分对时间积分为

零的形式是前者的演变形式 ; 因此
,

两种形式是统一的 一
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