
应用数学和力学
,

第17 卷 第 4 期 (1 9 9 6年 4 月 )

A p p lie d M a t h e m a t ie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

横观各向同性弹性层点力解

丁皓江
‘ 梁 剑

‘
王 耘

“

(1 9 9 5年3月2 0 日收到
,

1 9 9 5年 1 0月3 0 日收到修改稿 )

摘 要

本文根据弹性层状结构的传递矩阵法思想
,

由横观各向同性弹性力学基本方程
,

导出了 含应

力和位移两类变量的混合方程
,

利用F 。u r i e r

变换和文献〔了]的位移函数通解
,

以及计算机代数软

件
,

得到了横观各向同性层的点力解
,

这个点力解可直接退化到各同性情形的解
.

关铃饲 横观各向同性 弹性层 点力解 Fo u r ier 变换

一 剥 言
、 砂 . .~ 闷

横观各向同性材料在工程上的应用十分广泛
,

尤其是大多数纤维增强复合材料都表现出

横观各向同性的弹性关系
.

弹性材料基本解的研究是开展力学解析分析的基础性研究
,

也是

建立边界积分方程的必要条件
.

因此有很多作者在这方面做了大量工作 ; 但对横观各向同性

材料
,

大部分研究是针对无限体或半无限体
『‘一 咭’,

文〔5 〕研究了横观各向同性弹性层表面受载

平衡问题
,

文〔6〕研究了各向同性弹性层的点力解
.

本文对横观各向同性弹性力学基本方 程

按传递矩阵法的思想
,

导出了混合方程
.

利用文〔7〕给出的横观各向同性弹性力学的 通 解
,

得到了经F o u ri e r 变换后的混合方程 的通解
.

这样
,

可以利用F o u ri e r反变换
,

得到弹性层

问题的点力解
,

在推导过程 中充分利用了计算机代数软件 ; 全面考察了各种类型的横观各向

同性材料
,

所得结果可直接退化到各向同性情况
.

二
、

横观各向同性弹性层混合平衡方程及Fo ur ier 变换

厚度为H 的弹性层
,

建立如下直角坐标系
: 上表面即为却 坐标平面

, z 轴垂直上表面向

下
.

则弹性层上下表面只出现以下 6个变量

a = [。
: : , 二二 : , : , : , 。 , “ , 。」,

(2
.

2 )

同时
,

对横观各向同性材料
,

有如下的平衡方程
、

几何方程和本构方程
:

a ‘

川 + f
‘= o (2

.

2 )
: ‘, = (

“‘ , , + “, , ‘
)/ 2 (2

.

3 )

a
二 , = c l , 。二

+ c l : 。, + c : 3“ : ,
a , , = c 1 2 e :

+ c l , 。,
+ c l3。 ,

(2
.

4 a )
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= 2“一8 一 : , l r , , c二s r , } (2
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式中
:

c , ‘= c , : + Z c 。。
(2

.

5 )

按传递矩阵法思想
,

可 以将基本方程改写成如下形式
:

口a / 口z = Aa + e , b = B a (2
.

6 )

式中
: c = [ 一f

: , 一 f
, , 一 f

r , o , 0 , o J,
(2

.

7 a )

b = [a : :

+ a , , , a
: :

一 a r , , , : , ] ,
(2

.

7 b )

而矩阵A是 6 x 6微分算子矩阵
,

B是 3 x 6微分算子矩阵
.

对式 (2
.

e) 进行F O u ri e r变换
:

+ O J 十 O 口

I(a ,

刀) =

得到常微分方程组
:
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和线性代数方程组

b 二百a
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三
、

Fo ur ie r 变换下混合方程通解

式 (2
.

9 )是含6个变量的常系数微分方程组
,

其通解形式可 以表示为



横观各向同性弹性层点力解

a 一 x “, X
一 ’
‘“, a 。+ X“, l:

x
一 ’
‘
“
)万‘

·
)d ·

(3
.

1 )

式中气为a (习在
z 一 。处的值

,
X (司为式 (2

.

9 )齐次微分方程组的基解矩阵
.

按文〔7] 的式 (54 )
,

横观各向同性材料的位移可用两个位移函数岁和 F 表示
:

口梦 l
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式中

v , 一

器
+

箭
一了立旦喂杂~

+

之鲤兴毓兴四
奴一

了鱼
兰

卫瓷黔止兰止
一

了鱼止
‘

裂是黔二渔
上

(3
.

sa )

(3
.

3 b )

(3
.

3e )

以及 西, a
= 研

e , le s 。

(3
.

3 d )

对式 (3
.

匀作P o u ri e r 变换
,

在假设尸一 扩+ 犷” co 时
,
岁和F 的本身及有关偏导数趋于

零的情况下
,

其中式 (3
.

2 d) 和式 (3
.

2e )有如下形式
:

(一
p Z

+ 一斋)萝
一 。

(
一

Pzs : +

斋)(
一 、斌 +

券)
, 一 。

(3
.

4 a )

(3
.

4 b )

方程 (3
.

4 a )有解
:

刃= 掩
。工e x p [ 一几

。z 〕+ k
o Z e x p [脚

。: 〕 (3
.

5 )

式 中
s 。二 扩瓦爵

.

币
,

k
。t和 k0

: 是待定常数
.

对方程 (3
.

4 b) 有如 下形式的解
:

当5 1铸 s :

时
:

歹= 尸1 + 户
:

式中
:

户‘= k‘le x p 〔一 p s ‘二 ] + k‘
: e x p [p s ‘: 」 (‘= x , 2 )

当s : 二 s : 一 s
时

:

尸= k L le x p [一 p s l之」+ k lZe x p [Ps
, z 〕+ k

: lz e x p 〔一 p s Z z 〕+ k
: Zz e x p [ p s o z l

式 (3
.

7 )和式 (3
.

5 )中
,
左‘l和k ‘2是待定常数

.

将式 (3
.

5 )
,

(3
.

7 )和 (3
.

5 )代入式 (3
.

Z a ,

b
, e ) 的F o u r i e r 变换式

,

再利用式

(2
.

4 )的F o u ri e r 变换式
,

就得到
: l铸 5 2

和“, = s : 一 : 两种情形的基解矩阵
:

(3
.
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(3
.

7 )

(3
.

8 )

(2
.

3 ) 和
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四
、

横观各向同性弹性层受集中体力作用时的通解

只需考虑两种受力情形
: 1

.

在点 (0
,

0
,

川 作用 z
向单 位 集中 力

,

即 f
:

= f
, = o ,

f
:

=

占(x )占(g )占(
z 一 h )

,

则己〔一 l
‘

/ 2 二
,

o
,

o
,

o
,

o
,

o〕
,

j (z 一 h ), 2
.

在点 (o
,

o
,

h ) 作用 x 向单位集中

力
,

即f
二

= d (x )d (, )d (
z 一 h )

,

f
, = f

:

二 o ,

则石= 〔o , 一 l/ 2 二 , o , o , o , o〕
,

d (
z 一 h )

,

对应式(3
.

1) 的积分项
:
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其中 X V 的表达式分两种情形分别如下
:
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自由边界弹性层点力解

由式 (3
.

1) 和 (4
.

1 )
,

得移观各向同性弹性层在F o u ri e r 变换下的通解
:
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对式 (5
.

6) 进行F o u ri er 逆变换
,

即能得到a 的表达式
,

a = a 。
+ a 、

可以写成如下的形式
:

式中a , 是无限体受集中力时的基本解
『‘ , 2 ’, a ,

是有关弹性层的附加项
,

出a 、的表达式
.

篇幅有限
,

在附录中只列出位移表达式
.

(5
.

8 )

在附录中将分情形写

六
、

结 论

在各向同性情况下
,

文献〔6 〕也采用混合方程及 F o u ri e r 变换法求得弹性层的点力解
,

但对横观各向同性材料
,

要利用直接求特征值及特征向量的方法求得基解矩阵有一 定 的 难

度 ; 本文利用文献 〔7〕的通解
,

一

碳功地解决了这一问题
,

同时又利用计算
.

机 代 数 软件 包

M A T H E M A T IC A L进行繁琐的推导工作
,

保证了结果的正确性
.

另外
,

本文还分别考虑

了特征值不等及相等这两种情况
,

有利于各种横观各向同性材料的处理
,

同时
,

木文的解可

直接退化到各同向性情形
.

附 录

下文中的上标: , 劣标志单位集中力的方向
.
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则可直接退化到各向同性解
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