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摘 要

本文从 T a y lor 一G a l“礴in 有限元法中法
,

对它作了根本性的改进
,

构造了修正 T “ yl“r -

G al er ki n 算法
,

并用新
、

旧两种算法分别对亚
、

超音速的流场情况作了计算
.

计算结果表明
,

在达到同样计算精度的前提下
,

新方法较之老方法在收敛速度上有明显改进
,

结果是令人 满意

的
。

关扭饲 有限元法 亚音速流动 超音速流动

一
、

引 言

在计算流体力学的发展中
,

广义有限元法越来越受到人们的重视
〔‘ , 落 , 。’.

它结合了有限元

法与差分法的优点
,

因而适用于更广泛的流动情况
.

从T
.

J
.

C h u n g[
“’的文章发表以来

,

广

义有限元法已发展成为一个系列
,

包括T a y lo r 一G ale r k in F in it e E lem e n 七s (T G F E )
〔3 , ,

S七r e am U p w in d P e七r o v 一G a le r k in F in it e E le m e n 七习 ( S U PG )
〔. ’,

S七r e a m

Di ffu si o n M et ho d (S D M)
‘5 , .

所有这些算法为有限元增加了新的内涵
.

开辟了更广阔的

前景
.

遗憾的是
,

国内在这方面工作不多
〔7 , 8 丁.

本文对T G F E 算法作了一定的改进
,

并用它

研究亚
、

超音速流场流动情况
.

二
、

修正T a ylo r 一G a le rk in 法的基本思想

设方程的全量形式为
:

君‘= 0

按照广义有限元法
,

得到如下形式的内积
:

(功 (占)
,

E ‘
)= (功 (雪)

,

(功
。

(x )
, 。‘)

、

一瓜。 (: )(气
, 。

(二)。、口、、: 一 。

J g
、 J口 I

其中
, 脚 。

(x) 和 功(动分别表示空间和时间的试探函数
.

又设

(2 一 )

(2
.

2 )

1 清华大学工程力学系
,
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。‘二必
a

(x )
。o ‘, 。 o : = 矛。 (舀)。:

‘
(2

.

3 )

其中功
。

(x)
,

济
。‘动分别表示空间和时间的迹函数

.

雪一 t/ At
, a为总体空间编码

, m 为局部瞬

时状态
.

按 G a le r k in 近似
, 。。

(x )= 功
。

(x )
.

关于瞬时状态的迹函数
,

T a y lo r 一G ale r k in 法

中有如下两假设

。。 。= (l 一君)
。二‘+ 省。:广‘ (2

.

4 )

。 v , 。 , ‘= ( l 一省)
。要, 。

苦
‘+ 省。 ;夕

’。
;广

‘
(2

.

5 )

这两个假设同时成立有些牵强
.

本文舍弃 (2
.

5 )假设
,

而仅以 (2
.

4 )假设为基 本 出 发 点
.

这

样
,

相应于(2
.

5 )的表达式即为

。 , , 。 , ‘= [雪”罗了
‘+ (l 一雪)

。要, ] [省。;才
‘+ (l 一雪)。菩

‘] (2
.

6 )

为了与原文献〔3〕的 T a y lo r 一G a le r k in 法的形式恨一 比较
,

以 对流扩散方程为例
,

说 明其

中的差别
.

方程形式为
:

e ‘= 口。‘/ 口t + 。 , 。‘, , 一 v。‘, , , 一 f
‘= 0

·

(2
.

7 )

其中
, ‘,

j表示 l , 2 , 3 , ”‘, , 一口”‘/ 口x , , ”‘, , , = 口
, ”‘/ 口x ;

.

由广义有限元法
,

有
:

(功(雪)
,

E ‘
) = (功 (舀)

,

(田
。

(x )
, 。‘

)) = o

若采用修正T a y lo r 一G al er k in 法
,

对空间区域积分得
f

, _ 、

「
‘

口v , ‘ .

一
_ , , _ _ 飞

. _

\ 功 (占)I 月
。 , 一该合‘ + 万

。 , , , 刀, , ”声‘+ 八
。 , 口 , ‘一 户汤‘一 “

口 ‘ ld 省= o
‘
咨 L L, ‘ 」

(2
.

8 )

其中
,

取切。

(x ) ~ 功
。

(x )时
,

A
· , 一

(
。
‘
·

‘, d“
,

B
· , y , 一

{沪
·

‘, , ,
,

, d “

K
· , 一

l
。 ,
‘一

,
‘, , , d “

,
F
一 {

。
‘
·

‘, d “f , ‘,
G
一协彻

厂“’‘

其中声。 熟依赖于边 界
,

它表示沿边 界的 N e u m a n n 边界条件的插值函数
.

对 (2
.

5) 式再积

分
,

并记刀
,

乙为

。一
l
。
“‘)挑八“ : )“、

,

“一l
;
“ : ):

2
“

钓
; ‘ (: )“:

取口
” , ‘/ 口t = (

。
}玄

‘一 v
琴
‘
)/ △t ,

得

B
。 , , , 亡。雾萝

’v

共才
’+ [A

。
, + B

口
, , , △t (, 一 乙)

v 孚, 〕v芬才
’

+ △t万
。 , , ,

(刁一亡)
。罗了

’v
琴
‘

= △t(F
。 ‘+ G

a ‘
)+ A

。 , 。晋
‘一 K

a , 。 ;
‘
(l一 刀)A才 (2

.

9 )

而若采用原T G F E 法
,

则为
:

月
。 , 。芬才

‘+ 刀八t(B
。 , , , v

梦夕
’。
;才

’ + K
。 , 。芬才

‘
) 一 A

。 , 。菩
‘

+ (1 一 刁)△t (B
a , , , 。芬, + K

。 , 刀咨
‘
) 一 △t (F

a ‘+ G
。‘)= o (2

.

1 0 )

比较 (2
.

9 )
、

(2
.

1 0) 两式
,

可见修正 T a y lo r 一G al er kl n 法 比原方法在对流扩散方程离散时

多出了两项
,

且系数也有所不同
.

修正方法能更准确地反映两个时间步之间的关系
.

在空间

精度上
,

修正方法与原方法相 同
,

仍具有原方法高空间精度的特点
,
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三
、

修正 T G FE 法在可压缩流动上的应用

可压缩流动的N a v ie r 一S t o k e s方程可写为如下形式

口石
.

口F 嗯 口F 七
一下在,

~

十 一爪不了一 =
,

一二之‘
u 万 C, 句 o 尤J

(3
.

1 )

其中
, ‘,

F ;
,

F 冬均为矢量
,

其形式为

9�OJ!
J

一一
,才�

F!
刁

}凡
‘

‘ O 口

Pu J

p u ‘u , + P己‘,

。,
(p

e + P )

a ‘j

“: a : , + K 口T /叙 ,

-

!
、

一一
a

.

JF

、.且....,‘且..创

这里p ,
P

, e ,
T

,

K 分别表示密度
、

压力
、

总能量
、

温度和传导系数
.

城为速度“在x ‘ 方向

上的分量
.

再加上状态方程

P = (
v 一 l) p (

e 一 。, 。, / 2 ) (3
.

3 a )

T = P /
c 。

(
v 一 l) p = (

e 一 u , u , / 2 ) /
c ,

( 3
.

3 b )

使 ( 3
.

1) 成为一个封闭系统
.

此处
v
为绝热指数

.

v = c , /
c ”

( 3
.

2 )中的粘性应力为
:

l 口“
‘

.

口“
; 、

. 。

a ‘, 一 拼气
、

瓦万十百不
~

) 十
几 竺d ; ,

口x ,

其中
, “为粘性系数

,
几二 一 2拌/ 3

.

对应于 ( 3
.

1)式
,

两步T a y lo r 一G a le r k i n 法为
。· ; , / 2 _ 。· +

竺 ( 一三军上 }
·

、 、
2

一
’ ‘ 一

{
。。 、 , 一。

。

+ △,
(
一
刀生 }

” + ’‘2 +
髦二

一
}
”

、 }
a x , } 口x , l , 尸

( 3
.

4 )

离散形式为
:

、

!
、z性.....产

d口
扮

。一
、尸

口

。

Pe 。;+l
/ 2 “
乐 l

。

Pe “

、
一

粤
( 3

.

5 )
。
‘
。
““: ““一△‘l

二‘F : ,
”

一 F : }
’ 一 F : : “ ‘“

,咨
·
“厂

+ △t

l
。

鲁
尸 :
{
”

“ / ’
d “一 △‘

L鲁
尸 ;
}
”
““

r‘恤. ,.矛.胜性,.

其中尸
。

为常单元插值函数
,

必为节点插值函数
.

而文献 〔9〕中
,

对应于

法
,

( 3
.

1) 式离散为

A
a , 。 ;才

’+ 。△t (B
。 , , , v

罗夕
’v
;子

’ + K
。 , 。;才

‘
) 一 A

a , 。 ;
‘

+ ( l 一 刁)△t (B
。 , ; , 。 ; , 。召

‘

+ K
口

, 。芸
‘
) 一 A t (F

。 ‘+ G 。 ‘
) = o

而 (3
.

6 )式相应于 ( 3
.

4 )式的两步形式为
:

T a y lo r 一G a le r k i n

( 3
.

6 )

“·” ‘2
一 “·

+

粤(
一

票务{
”

+

纂务}
“

)
“” ‘’一 “”

+ “‘

(
一

普{
”

“ ‘2

+

会 1
”“ ’“

( 3
.

7 )

、les、.zes尸

、
、..声

可见
, ( 3

.

4 )与 ( 3
.

7 )式有所不同
.

( 3
.

7 )式可看成考虑了减少计算量之后的 ( 3
.

4 )式的变形
.
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由于 (3
.

6 )的出发点为假设 (2
.

5 )
,

而修正T G P E 的出发点为 (2
.

6 )
,

即假设
v , , 。, ‘= 〔(l 一占)

。芬, + 雪。罗萝
’] 〔(l 一雪)

。
;
‘+ 君。;才

‘〕

一 (r 一占)
2。界, 。

芬
‘+ 占

2。
雾夕

’。
芬才

’+ (l 一占)占(
v牛, 。

;才
‘+ v

梦了
‘。
芬
‘

)

于是从 (3
.

5) 式出发
,

考虑如下积分

(3
.

8 )

r 「
J

口”
, ; .

~
. _ _ ~ _ 〕

、
;
L月

· ’
一~

剪
竺
一 + 万

· ’y‘”, ‘刀, ‘+ 八
· , ” , ‘一 户 · ‘一 “

· ‘

]
劝 (叠)“言一 “

取口
。, ‘/ 口t一 (

”
共才

‘一 v
菩
‘) / A t ,

将 (3
.

5 )代入上式
,

变换后有

A
· ,

丝去黔
三

l
;
“ : )d : + l若

‘ (: ) (卜 2* + :
2

)d 、。
· , y , · ; , ·;

.

+
l
; ‘(雪)‘

Z
d ‘B

。 , ? , ”
罗,

’·

,才
‘ + K

· ,

}
; ‘ (‘)(‘一‘)“‘

”
;
‘

+ K
·

,

l
;
“‘)‘d ‘

”
,“+ l

;
“‘) (‘一‘

“

)B
· , , , ” , , ”

,才
‘

+ l
; ‘ (‘) (‘一‘

2

)B
。 , , , 。罗;

‘ v
;
‘d ; 一 。 (3

.

9 )

令 。一 l
。 (e) : d ;八

。 (e) 心
,

: 一 l
。
(f) ;讹八

。 (6) 心
J
9 1 护互 护考 I 护 竺

则 (3
.

9 )式可写为

A
。声

。
咨吉

1 一 v
菩
‘

△矛
+ (1一 2刁+ 止)B

。 , , , 。芬, v
芬
‘+ 夕

。 , , , v罗丈
’v

;
‘

+ K
。 , (一 。)

v
万

, + K
。 , 。。 ;才

‘ + (。一 亡)B
。

, , ,
(
v牛, v ;才

‘+ v
梦生

‘。
菩
‘
)二 o

喇一步
,

我们有

A
。 , v

;才
‘一 A

口 , 。 ;
‘+ △t(l 一 2。+ 互)B

。 , , , ”要, v
;
‘

+ △t雪B
。 , , , v梦生

’。
;广

‘+ A tK
。 , (1 一 。)

v
菩
。

+ △tK
。 , 。v

;才
‘ + (。一亡)嘴

口 , , ,
(
v
梦于

‘v
菩
。+ v 节, 。

芬才
’
)△t二 o

当取功 (豹 = 1时

刁= 1 / 2 ,

亡= 1 / 3

(3
.

1 0) 相应的两步法为
:

(3
.

1 0 )

(5
.

1 1)

。二
, / 2一 。

·

+
一

羊纤
一

零
,

乙 \ U x j

口F、边丝
一

}
”

、
d x 了 } /

(3
.

12 a )

翻
。

一
。

·

+ A , :
(

-

口F 号 l
。 + 1 / 4

.

口F 弓
寸

.

一不二
~

一 l 十 一
~ 不二,

-口 弄j { a X j

+

会 1
” +

l
” + 3 / ‘

) (3
.

12 b )

其中
~

会 }
”

“ / ‘一 A‘、。一。, B

一
: , ·

; :
‘

会}
”十 3/ ‘一 A‘(。一“, B

一
;“

·
,

,
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对(3
.

12 )式作G a le r k in 有限元离散
,

并将(3
.

1 1 )式代入
,

有

l
。 尸

衅
’

“
一
}户幽一邻

。

P.

会{
”
““ 一

粤
p

。

军乞}
”
J。

。 Q义j l

(3
.

1 3a )

}尹
·
△,

“

d “一 △‘}
二‘(F , ,‘

F , ‘
”

) 一F , l
” ‘ ’‘“‘必

·
d r

二 人 ,
‘翌

。 。
。 , 。 : 2 2 十 J n

人

“ 口功
。 。 , . 二 十 : , , J n

+ △t、污于生户浮1
”‘z 艺 十

d习一 A才\ 共井巴F 弋1
” 十 ‘/ Z

d 日‘

一 Jo d 戈了
一 J ‘ 一 “ - 一

’

】。 口x , ‘ J ’

, 二 ,

【 口功
. , 二

_ 二
, , .

~

⋯
( 口访

. _
_ . _

二
‘ _

+ △t、
一

.

号笋 F ; I
”+ , I ‘d口 + △t \苍婴

-

F 罗}
” + , , ‘d口 (3

_

1 3b )
’

一抢奴J 一 J ’

一
’

一
’

场 叙
, ‘

” 一 “ “ 、“
·

‘ “

川

(3
.

13 )式即为可压缩粘性流动控制方程组 (3
,

l) 的两步修正 T a yl or
一G al er ki n 有限元离散

式
。

实际计算中采用的形式如下
:

Pe 。到
‘Z
d 。一 I Pe 。 , 。一粤IPe

,

裂擎
一

}
”
d口

‘ J。 沙 J口 。劣J l
(5

.

1 4 a )

l尹
·
△“

·
d D 一 At l

二
‘(F , ,一 F , ,

’

) 一F , ,
”‘’‘2‘必

。
d r

+ △t

+ △t

。

鲁
F , ‘二

‘/ 2
““一 △才l

。

鲁
二: !

·
J。

黯
F : ,二

‘/ ‘““ + A ,

l
。

鲁
F : }

一
d 。

( 3
.

14 b )

护Lt.,.自.吸.,日

对 (3
.

1 4 )式再加入 L ap id u s人工粘性“。’

r
, _ 。 二 : ,

~ c
, _ . 二 , ,

~
:

.

f 口 /
, r _ . ,

口u 飞+ 工 、
,

~

、
。 必· “汀

一

“ ‘廿= }
。 势

。“ ;
’ ‘

“ ‘才一 △‘、
。
百天丁气

厂
” ’ ‘

一

, 不一)
a ‘了

其 中

厂
. + ’= ch毒j口

“
呈
干 ‘/ 口x

,

}

凡为网格特征长度
.

由此即可进行一系列计算
.

四
、

算 例 及 结 果

采用修正 T ay lo r 一G al e r k in 法
,

我们分别计算了亚
、

超音速流场
.

1
.

超音速流场

首先计算了〔4 〕中的楔形体绕流
,

计算所得结果见 图1
、

图 2
.

激波角40
。 ,

激波前后压 比

l , 2
.

3 2 ,

与【4〕的结果完全吻合
,

采用修正 T G F E
,

在保证同样精度的情况下
,

只需用原方

法的 2 / 3时间 (C P U 计算时间)
.

计算均是在48 6 D x 50 微机上进行的
.

且网格相同
.

2
.

亚音速流场

采用本方法
,

我们又计算了一种在高压电气开关中很典型的结构内部的流动
,

计算结果

见图 3
、

图4
.

采用修正算法
,

较之原方法节省了近一半的计算时间
.
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入入
.

加扣工加卜.
.

加�区
。

工

力功
。
、�尺
。
、乐,

。

图 1 椒形体马赫线分布 图 2 楔形体马赫教数值分布

上钧
.
‘匆铂

。

、

.矿丫
、

矿歌矿知矿断心哈

{{{!爪⋯⋯臼臼
图 3 喷管马赫线分布 图 4 喷管马赫教数值分布

以上两算例
,

其边界条件的处理
,

根据 〔4」
.

由以上算例
,

我们可以得到以下结论
:

( l) 本文对T a y lo r 一G al er ki n 有限元法的基本假设作了修正
,

并构造了修正T G F E

算法及其相应离散公式
.

( 2 ) 利用修正 T G F E 算法
,

我们计算了两个算例
,

在保证相同精度的前提下
,

修正

算法较原算法节省约 l / 3 的计算时间
,

且计算稳定性提高
.

( 3 ) 算例结果还证明了
,

修正 T G F E 对亚
、

超音速流动均可得到较满意的结果
.

另

外
,

作者近期完成的其它工作还说明了
,

将此方法与其它方法结合计算跨音速流场
,

同样会

得到满意的结果“‘’.
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