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摘 要

本文纠正了过去在裂纹弹塑性场匹配上存在的问题
,

采用线场分析方法
,

通过求得塑性区应

力场的合理解答
,

使之与弹性精确场在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配
.

本文就远场受单向拉伸

及双向拉伸的理想弹塑性平面应力裂纹无限板
,

在完全放弃了小范围屈服条件的情况下求得了塑

性区应力场
、

塑性区长度以及弹塑性边界的单位法向量在裂纹线附近足够精确的表达式
.

结果表

明
,

无论单向拉伸和双向拉伸
,

塑性区应力分量 a , ,

入
, ,

塑性区长度以及弹塑性边界的单位法

向量在裂纹线附近的表达式完全相同
,

但塑性区沿 x 方向的正应力a
二

存在差别
.

关份词 I 型平面应力裂纹 线场 塑性区 匹配条件

一 日! 言、 廿 呀 .- 」

A ch en ba ch 等人
【”及 G u 。等人

‘2 ’
采用早期的线场分析方法对理想弹塑性 I型平面应力

裂纹问题进行过探讨
,

但其分析受传统的小范围屈服条件限制
,

且在弹塑性场的匹配方面存

在错误
: 即不恰当地将弹性场在弹塑性边界上满足屈服条件作为一必须满足的匹配条件

,

从

而错误地得出裂纹的弹性奇异场不能同塑性场匹配的结论
。

对弹性区应力在弹塑性边界上是

否满足屈服条件这一问题
,

人们往往会从直观上不加思索地认为满足
.

但只要稍加分析
,

我

们就会发现
,

由于在弹塑性边界上存在 a
, :

间断的可能性(a
: 。

表示沿弹塑性边界切线方向的

正应力 )
,

弹性区应力在弹塑性边界上满足屈服条件并非一必要条件
.

作者在文〔3〕
、

〔41 中提出了一种全新意义下的线场分析方法
,

求得了理想弹塑性 I 型静

止裂纹无限板和 I型准静态扩展裂纹无限板裂纹线附近弹塑性场的精确解
,

并 在 文〔5] 中对

理想弹塑性 I 型裂纹进行了精确分析
.

文 [ 3〕一「5 〕的意义在于从根本上完全突破了经典的小

范围屈服条件
.

其基本思想是
:

通过在裂纹线附近求得塑性场的通解
,

使之与弹性场的精确

解在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配
,

从而完全放弃小范围屈服条件
,

得出裂纹线 附近不受

屈服范围大小限制的精确解答
.

本文将采用这种线场分析方法对远场受单向均匀拉伸及双向均匀拉伸下的 I型平面应力

裂纹无限板进行分析
.

通常
,

小范围屈服理论对此两种情形不加 区分
,

但本文的精确分析表

1 重庆交通学院桥梁系
,
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明
,

两种情形的塑性应力分量并不完全相同
.

二
、

基 本 方 程

对图 l所示受单向均匀拉伸及图 2所示受双向均匀拉伸的 I型平面应力裂纹无限板
,

不

为零的应力分量为a
二 ,

外
, a

: , ,

平衡微分方程为
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图 1 单向拉伸 工型裂纹无限板 图2 双向拉伸 I型裂纹无限板

对理想弹塑性材料
,

T re sc a屈服条件要求。 1一 a 3 = 2k
,

所 以有

a
:

+ a r

2
(2

.

3 )

式中k为剪切屈服应力
,

寿~ a y / 2

+ / (竺
竺二旦里一、

‘
十 。:

,

一 : k
一

洲 \ 2 /

k与拉伸屈服应力a y
存在关系 (在T r e s C a屈服条件下 )

(2
.

4 )

三
、

裂纹线附近弹性应力场的精确解

对图 l所示受单向均匀拉伸和图 2 所示受双向均匀拉伸的平面应力 I型裂纹冼限板
,

选

取W
e s te r g a a r d 应力函数

Z :
(
二
) =
斌

2 2 一 a 么
(3

.

1 )

则可按经典方法求得弹性应力场为
a :

= R e Z :
(
:
)一 刀Im Z 主(

z
) + A

a , = R e Z :
(
z
)+ 夕Im Z ; (

二
)

a . , = 一夕R eZ 石(
z
)

(3
.

2 a )

(3
.

Zb )

(3
.

2 e )
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式中A 二 o对应于双向均匀拉伸情形
,
月二 一 a对应于单向均匀拉伸情形

.

式 (3
.

2a
,

b
,

c) 既满足裂纹面的边界条件
,

又满足远场边界条件
,

为弹性应力场 的 精 确

解
.

在图 l所示或图 2 所示 的极坐标系 (r
,

0) 中
, 二一 a + :

·

日“ .

将戈3
;
2a

,
b

,

c) 按0的幂级数

形式展到裂纹线附近
,

即得裂纹线附近弹性应力场的精确解为

J
,

沈 一万= 苏毛书牛丁= 又

习 r 气Z a 十 r )l
、a + r’- sa Zr + 7a 3

2 (Z
a + r )

“ 」
+ A + 。‘“

‘

’

」
+ 。‘”

‘

’

(3
.

3 a )

· ,

百满丽[(
· + ·, 十誉忘韶粤

“
“

·
二 ,

而湍不了孟
”+ 。‘“

3

’

(3
.

3 b )

(3
.

3 e )

我们将直接把弹性应力场的精确解与塑侄应力场在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配
,

因

此小范围屈服条件的传统假定之一
,

即塑性区必须足够小
,

塑性区之外的弹性场为裂纹的弹

性奇异K 场这一假定将被放弃
.

四
、

裂纹线附近的塑性应力场及弹塑性边界

通常
,

要求解塑性区应力场全场解的通解需要求解由平衡微分方程 (2
.

l a ,

b) 及 屈 服 条

件 (2
.

3 )组成的偏微分方程 组
,

其通解 的显 函数形式一般不能得到
.

但在裂纹线 附 近
,

求解

偏微分方程组的问题可转化为求解常微分方程组的问题
.

对 I型
、

l 型问题
,

在不需要任何

假定的情况下
,

可通过求解常微分方程组而得到裂纹线附近塑性场的通解
.

但是
,

对于本文

研究的 I型平面应力问题
,

尽管在裂纹线附近仍可将偏微分方程转化为常微分方程
,

但条件

方程组数目少于未知量数目
,

因此
,

要求解裂纹线附近的通解还缺少条件
,

我们只能通过分

析来求解塑性区应力场的合理解答
.

在裂纹线附近的塑性区内
,

可将应力分量按酬 , /x 《 l) 的幂级数设为

a
二

= P
。‘x )+ P

Z

(x )夕
?

+ O 又刀
4

) (4
.

la )
a , = g 。(x )+ g :

(x )刀
2

+ O (g
‘

) (4 一b )

a
: , = : 1

(x ), + O (, 3

) (4 一e )

这里我们 已经考虑了。
: ,

外关于裂纹线的对称性及二
: ,
关于裂纹线的反对称性

.

将(4
.

la ,

b
,

司代入平衡微分方程 (:
.

la ,

b)
,

比较等式两端夕的同次幂系数得

口P
。

/ 口x + S 一= o

口5 1 / 口x + Zq :
= 0

(4
.

Z a )

(4
.

Zb )

将 (4
.

la ,

b
, e )代入 T r e o e a

端同次幂系数有

q o
= Zk

(口
。一 夕

。

)g
:
+ s受= o

屈服条件 又2
.

3 )
,

由于在裂纹线附近有a’ > a
, ,

比较等式两

(4
.

3a )

(4
.

3b )

联立(4
.

Za ,

b
,

⋯ )和 (4
.

3a
,

b
,

,’’ )组成的方程组
, 我们发现

,

除能得 到 q 。
= 2k 外

,

求解

P0
,

九
,

P,, ⋯
,

小
,
叭

,
⋯

, : , , 凡 ,
⋯ 等还缺少条件

.

因 此单纯 由平衡 微分方程及屈 服
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条件 (无论是 T re sc a 条件还是M ise s条件 ) 不能得到塑性区应力场的通解
,

这与 I型问题

与 I 型问题是完全不同的
.

对 I型问题和 l 型问题
,

在裂纹线附近
,

可通过平衡微分方程和

屈服条件 (无论是 T re s ca 条件还是M i“s条件 ) 求得塑性区应力场的通解
.

文〔3」一〔5] 的

分析表明
,

如果采用塑性区应力场的通解与弹性应力场匹配
,

则小范围屈服理论的另一经典

假定
:

即塑性区的存在使弹性场沿裂纹线向前移动一距离这一假定便可放弃
.

弹性场沿裂纹线移动一距离x 。

这一小范围屈服假定最早 由 H ul t和M c C lin 七。c k ‘”在对

I 型问题的分析中提出
,

这一假定后来一直作为小范围屈服条件的传统假定之一 文〔3 〕的

分析表明
,

随着外载的增加
,

朴 会逐渐增大到不切实际的程度
,

这是不合实际的
.

但是
,

如

果采用通解
,

小范围屈服理论的这一假定便可放弃
.

尽管对本文研究的平面应力 I型裂纹
,

无论采用 T re sc a 屈服条件还是 M is e s 屈服条

件
,

均无法求得通解
,

但我们可通过分析作出合理假设 以寻求裂纹附近塑性场的合理形式
. ‘

下面
,

我们将借助M ise 。屈服条件来分析
.

由 (4
.

3a )有 q 。
一 2k

,

可见 q0 为一 与坐标x 无关的常数
,

这是 T re sc a 屈服条件得出的结

果
,

如果我们将这一结果
,

即 q 。= 常数
,

代入 M ise s 屈服条件并结合 (4
.

2a
,

b
,

⋯ )我们便可

得出
,

当P。毛 q 。/ 2时
,

有

p
。
= C o n s七a n 七 (4

.

4 a )

p
:
= p 4 = ⋯ = q : = q 4 = ⋯ = 5 1 = 5 3

= ⋯ = 0 (4
.

4 b )

可见
,

将T re sc a屈服条件的结论q 。
= 常数代入 M i“ s 屈服条件便可得出P

。
= 常数这一

结 论
.

因此
,

我们假定
,

在T res c a屈服条件下有

p
o
= C o n s t a n t (常数 ) (4

.

4 a )
‘

T re sc a屈服条件与 M ise s 屈服条件虽然为屈服条件的两种不同形式
,

但两种屈服条件

均是在大量实验基础上得出的对材料实际屈服倩况的合理描述
,

通常
,

采用这两种屈服条件

所得结果之间是吻合很好的
,

存在的误差很小
.

既然如此
,

我们把T re 朋a屈服条件下q 。= 常

数代入 M ise s屈服条件而得出的p
。
二 常数这一结论作为, 假定就不致产生大的误差

,

否则
,

采用两种屈服条件所得结果之间必然存在大的冲突
,

这是难以想象的
.

将(4
.

4 a )(或 (4
.

4 a )
‘

)代入 (4
.

2 a ,

b
,
⋯ )和 (4

.

3 a ,

b
,

’

⋯ )
,

便可解得

P
Z
= P

‘
~ ⋯ ~ q : 一 q ‘= ⋯ = sl = 5 3

= ⋯ 二 0 (4
.

5 )

比较(4
.

4 b) 和 (4
.

5 )
,

两式完全相同
,

也就是说在P
。
= 常数

, q 。二 常数下
,

两种 屈 服 条

件完全吻合
.

(注意
:

这只是形式上的吻合
,

两种屈服条件之间剪切屈服应力与拉伸屈服应

力之间的关系存在小的差别 )
.

事实上
,

对文〔3」
,

「4〕
,

〔5 〕分析的皿型或 I型裂纹问题
,

T re “a屈服条件与M is e s屈

服条件在裂纹线附近的形式完全相同 (读者可自行验证 )
,

它们之间的不同主要是剪切屈服

应力与拉伸屈服应力之间的关系存在差别
.

这从另一方面对我们所做的假定给以了支持
,

因

为各型裂纹之间通常是存在一定相似关系的
.

将(4
.

3a )
,

(4
.

4 a )
‘

及 (4
.

5 )代入 (4
.

la ,

b
, c )即可得裂纹线附近塑性应力场的合理 解 答

为

a
二

= p 。
4

(4
.

6 a )

a’ = 2吞
‘

(截6 b)
a : , == o (4

.

6 e )
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注意
:
(4

.

6b) 是直接由T re sc a屈服条件得出的精确结果
.

我们将把 (4
.

6a
,

b
,

c) 与弹性应力场的精确解(3
.

3a
,

b
,

c) 在裂纹线附近的弹塑性边 界 上

匹配
。

需要指出
,

文〔1〕
,

〔2」在对该问题的分析中采用 了M is e s屈服条件
,

虽然阵〕
,

〔2」做出

了q 。
= 常数这一假定

,

但同时做了P
。
= q0 / 2这一选择

,

从而得出了与式 (4
.

6a
,

b
,

c) 完全不相

同的塑性应力场 (我们在得出 (4
.

4b) 时限定了 P
。
子 q 。

/ 2
,

否则
,

两种屈服条件之间会完全矛

盾 )
,

这一塑性场的不合理性在文〔l」
,

〔2」的小范围屈服条件下不易发现
,

但是
,

如果将这

一塑性场与弹性精确场 (3
.

3a
,

b
,

c) 在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配
,

就会得出当a ” a r/ 2

时 (ar 为拉伸屈服应力)
, r 。 , oo

,

即整个裂纹线完全屈服 (r0 为裂纹线上塑性区的长度 )
,

显然这破坏了静力平衡条件
.

如果我们将 (4
.

6a
,

b
,

c) 与弹性精确场在裂纹线附近匹配
,

就

不会出现这一矛盾
,

所得匹配结 果 将 非 常合

理
。

如图 3 所示
,

裂纹线附近的弹塑性边界定

义为
r 二 r ,

(B)
,

我们这里已经不再象文 [ l]
,

[ 2 1

那样假定弹性场沿裂纹线移动一距离 x 。 ,

也就

是说我们已放弃了小范围屈服条件中弹性场向

前移动这一假定
.

由 r ,
(0) 关牛裂纹线 0一。的

对称性
,

有
r ,
(0 )=

r 。+ 八0么+ O (0
4
)

。。 。

///

图 3 裂纹线附近区域

由此可得弹塑性边界上任一点的单位法 向量。二 钾
, , 。 ,

)为

。

一 ‘一

专
B 。“

2

+ O (“
4
)

” , = B , 0+ O (0
3
)

(4
.

sa )

(4
.

sb )

其中

B l = l一 Zr :
/
r 。

式 (4
.

7 )、 (4
.

9 )中
, r 。

为沿裂纹线塑性区的长度
. r 。, r :

将由匹配条件定出
.

(4
.

9 )

五
、

弹塑性边界上匹配条件的提法

由于本文仅研究应力场
,

这里只考虑弹塑性边界上应力场的匹配条件
.

在图 3 所示弹塑性边界的
n , s局部坐标中

,

应力必须连续
,

因而有
a 君

。 = a 份
, , a 君

,

= a 分
。

(5
.

z a ,

b )

上式称为应力的连续条件
,

弹
、

塑性应力场匹配时必须满足
.

式中上标
。 ,

P分别表示弹

性区应力
、

塑性区应力在弹塑性边界上的值
.

线场分析方法的早期工作中 (如文 [ 1〕
、

〔2 〕)
,

除要求满足应力的连续条 件(5
.

la ,

b )

外
,

还将弹性应力场在弹塑性边界上满足屈服条件作为一必须满足的匹配条件
,

从而得出裂

纹的弹性场不能与塑性场 匹配的结果
,

这是错误的
.

下面我们将证明
,

由于存在几
,

(a
。 ,

为沿弹塑性边界切线
s
方向的正应力 ) 间断的可能

,
、

弹性区应力在弹塑性边界上不一定满足屈服条件
.

在弹塑性边界上
,

塑性区一侧的应力衅
” ,

吐
: ,

衅
:

应满足屈服条件(2
.

3 )
,

即
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。君
。

+ a 盆
,

2 2 )
“
+ (。“

·

,
2
一 2“

由于在弹塑性边界上应力的连续条件(5
.

la ,

b) 必须满足
,

因而有 u 分
,

= 心
二 ,

如果a 君
,

~ a了
, ,

则弹性区应力 a 万
, , a 了

, , a 犷
,

也满足 (2
.

3 )
.

但是
,

如果 。套
:
笋 a r

。

弹塑性边界上存在间断
,

则a 分
。 , a 分

: , a :
。

在弹塑性边界上不满足屈服条件
.

(5
.

2、

J :
,
~ a 盆

: .

,

即 a ss 在

一
(/

尺
+

因此
,

弹性区应力在弹塑性边界上不一定满足屈服条件
.

若将弹性区应力在弹塑性边界

上满足屈服条件作为一匹配条件
,

则在 aa
,

存在间断的情况下必然导致错误结果
.

弹性区应

力在弹塑性边界上满足屈服条件否仅可作为检验边界上a : 。

是否连续的条件
,

若满足
,

则 a : ,

连

续
,

否则
, a “存在 间断

。

六
、

裂纹线附近弹塑性边界上的匹配结果

在裂纹线附近的弹塑性边界上

a , 。

= a
二”
二+ a , n 委+ Za

: , n : ” ,
(6

.

la )

a
” a

= (
n
二一

n 毒)a
: , + (a

, 一 a
二

、n
: n ,

(6
.

lb )

将(4
.

6 a ,

b
, e )

,

(4
.

8 a ,

b )代入 (6
.

la ,

b )
,

可得弹塑性边界上塑性区一侧 的 应 力 a 君
” ,

a 君
, ,

将 (3
.

3 a ,

b
, c )

,

(4
.

7 )和 (4
.

8 a ,

b )代入 (6
.

la
,

b )可得弹塑性边界上弹性区一侧的应 力

a 忿
, , a 忿

。 .

由匹配条件(5
.

la ,

b )
,

比较等式两端0的同次幂系数可解得

一
l
.

J

一

『。一a

l了(
6 k

2

+ a Z

)+ Zk斌百驴干不户
1 2 k

2 一 3 a 2 (6
.

Za )

结合 (2
.

4 )式
, r0 可以用拉伸屈服应力a r

表示为

r0 一“

!了3a 委
+ 2a

‘

+ “ ;
斌 百于要千丽了

6 (江委一 a “

)
(6

.

Zb )
, ..JJ

一

八 / r0 和P
。

可以用r0 表示为
r : a + Z r 。

可- 一 2 (Z a + r o

) (6
.

3 )

,
。
= 节啤华斗+A
材 r o LZa 十 r o

)
(6

.

4 )

式 (6
.

2 )、 (6
.

4 )中
r 。
为裂纹线上塑性区的长度

,

将八 /r
。

代入 (4
.

8a
,

b) 及 (4
.

9 )即得 裂纹

线附近弹塑性边界的单位法 向量
,

式 (6
.

2a
,

b) 与(6
.

3 )表明
,

无论对单向拉伸情形还是对 双

向拉伸情形
,

裂纹线上塑性区的长度及裂纹线

附近弹塑性边界的形状均相同
.

但由 (6
.

4 )知
,

塑性区应力。 :

存在差异
,

A = 一 a对应于单向

拉伸情形
,
A ~ 0对应于双向拉伸情形

.

图 4 是r0 /a 随 a/ 介的变化曲 线
,

曲线 表

明
,

随着 a的增加
, r0 逐渐增大

,

当a ” a :
时

,

r。今 co
,

即整个裂纹线屈服
.

这一点正好满足

裂纹线上的应力与外载的静力平衡条件
.

如果

采用文【1] 或文【2〕中的塑性应力场
,

则裂纹线

上的应力场将破坏静力平衡条件
.

将(6
.

3 )代入 (4
.

8 a ,

b )及 (4
.

9 )可知
,

随

李倡

落 护
哟 叹 O
尸叫 O

圈4 r0 /a 橄口加
Y的应化曲雄
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着。的增加即
r 。逐渐增大

, n ,
逐渐增大

,

尽管这仅是裂纹线附近的情况
,

但由此可以推知
,

随

着塑性区的增大
,

塑性区的形状逐渐变为扁平图形
.

将弹性区应力 (3
.

3 a
,

b
,
。 )代入屈服条件 (2

.

3 )并利用 (4
.

9 )可知
,

屈服条件在0的零 次幂

项00 满足
,

但在犷以上项 已不满足
,

说明在裂纹线上 二ss 连续
,

但在偏离裂纹线以 后
,

aa
:

已

存在间断
.

可见
,

将弹性区应力在弹塑性边界上满足屈服条件作为一必须满足的匹配条件是

错误的
,

这相 当于强行假定as
:

在弹塑性边 界上连续
,

因此文【l〕
、

【2 〕的做法是错误的
.

J 一 乡上 止吞
目 、 二目 卜白

(i) 本文完全放弃了小范围屈服条件
,

通过将弹性应力场的精确解与塑性应力场的通解

在裂纹线附近的弹塑性边界上匹配
,

从而得出了塑性区应力场
、

塑性区长度以及弹塑性边界

单位法向量在裂纹线附近足够精确的解答
,

不仅适用于塑性区足够小的情形
,

也适用于塑性

区不断增大的情形
.

(ii ) 在裂纹线附近的弹塑性边界上
,

应力的连续条件(5
.

la ,

b) 必须满足
,

但由于 a 。 ,

在

弹塑性边界上可能间断
,

因此不能将弹性区应力在弹塑性边界上满足屈服条件作为一匹配条

件
.

否则
,

在 aa
。

存在间断的情况下必然导致错误结果
.

对本文研究的 I型平面应力裂纹
,

弹性区应力在裂纹线与弹塑性边界交界处仍满足屈服条件
,

但在离开裂纹线以后
,

屈服条件

已不再被满足
,

说明此时aa
。

在弹塑性边界上已经间断
.

(11 1) 如果采用文 [ 1 ]
,

[ 2〕的塑性应力场与弹性精确场匹配
,

将破坏裂纹线上的应力 与

外载的静力平衡条件
.

(iv ) 小范围屈服理论通常认为单向拉伸情形与双向拉伸情形池塑性场不存在 区 别
,

本

文的分析表明
,

对两种情形
,

塑性区应力 分 量 a’
, a 。 ,

塑性区长度以及弹塑性边界单位法

向量是相同的
,

但塑性区应力分量几存在差异
。
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