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摘 要

本文研究了一类最普遍的四阶非线性非自洽系统的周期解的存在唯一性与渐近稳 定性
.

我们

采用了类比缓变系数的方法
,

作出了相应的 L ia p u n o v 函数
,

对缓变系数作了较为精确的估计
,

得到了存在唯一渐近稳定的周期解的充分条件
。

关扭饲 四阶非线性系统 周期解 存在唯一性 渐近稳定

一
、

引 言

在力学
、

振动理论
、

工程技术中
,

高阶非线性非自治周期系统是经常发生的
.

因此
,

对

这类方程周期解的研究是非常有意义的
.

文献〔1〕、 〔3〕对一些比较简单的二阶
、

三阶
、

四阶

周期系统作了研究
.

本文对最具普遍性的一类四阶非线性非自治微分系统的周期解的存在唯

一性稳定性作了研究
.

这类系统周期解的研究是相 当困难的
,

国内外研究成果极少
,

资料文

献也相当少
.

我们采用了类比缓变系数的方法
,

作出了相应的 L ia p u n o v 函数
,

对缓变系数

作了较为精确的估计
,

得到了保证系统存在唯一稳定的周期解的充分条件
.

为了研究方便
,

我们首先引入下面三个引理
.

考虑微分系统

d 即/ d t = F (t
, 刃) (1

.

1)

这里F (t
, x )〔C

‘(R x R
”

)”R
” ,

F (才+ 。
, 尤 )= F (才

, 尤) (。> o)
.

引理It‘,
设K l

(r )
,

K
:

(r )
,

K
3

(r )是连续递增的正函数厂(t
, 韶)

,

如果存在定义在乘积

空间

口: I(o《t( OO ) x E 凡({{尤 }i> R , ,

R l
》 o)

上的定正犷(t
, 尤 )函数

,

且满足

l) 犷(*
, 尤)《K

l
(11x 11);

2 ) 厂(‘
, ‘)> K :

(}}‘ 11)叹魏尹
,
(r )一 OO ,

3 ) d 犷/ d f }(1
.

1)《一 K
3

(}!留 i}、

则系统口
.

1) 的解是一致最终有界的
。

引理2 t 5 ,
如果微分方程组 (1

.

1) 的解是最终有界的
,

且 界为M
,

则 (l
.

1) 存在以。 为周
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期的周期解戈 (t儿 且有Jlx (t)】}《M
,

(V 才〔〔t
。 ,

co )
, t。> o )

.

引理3 『。’ 如果微分系统 (1
.

1) 是非常稳定的
,

且有一个有界解
,

则 (1
.

1) 存在唯一的以

。为周期的周期解
,

且 (1
.

1) 的所有解当t , co 时都渐近逼近于它
.

二
、

周 期解的存在性

现在我们研究一类非线性非 自治四阶微分方程
x (4 )+ f(才

,
x , 分 , 汾 ,

戈)+ g (t
,
x , 分 , 忍)+ h(t

, 二 , 毖)+ I(t
, x )= p (才

, x , 分 , ￡ ,

必) (2 一)

的周期解的存在性
.

这里假设所有函 数 f (t
.

火
,

分, ￡,
艾)

, g (t
, x , 分 , 公)

,
h(t

, 二 , 分)
,

l(‘
, 二

)
,

P( t , 二 , 分 , 公,

幻均为各自变量的连续可微 函数
,

且对变量 亡大而言
,

都是以。(。> 0) 为周期的

周期函数
.

把 (2
.

1) 化为如下等价方程 组
:

d x l d x :
d 义

:

一

丽
一

~ 从
,

习了 = 苟
, 布万了 ~ 两

d x
,

共黔 = 一 d (t )x l 一 c (t )x : 一 b(t )戈
3 一 a (t)义

‘

+ d (矛)x , 一 l(t
,
x l)

d 才 一 ~ 、 ’ 产“

“
、

.
, “ 蕊 “ “’ 7 “ 汤 一 、”““ 。 、. 2 “ 1 . 、. , 介 , z

+ c
(r)x

: 一h (t
, x , , x :

)+ b(t )x
3一 夕(t

, x l , x : , x 3

)

+ a
(t )x

‘一 f(t
, x , , 义 : ,

义 3 , x ‘)+ P (t
, x , , x : , 大。 ,

x ‘

)

(2
.

2 )

这里a( 才)
,

b( t )
, :

(才)
,
d (t) 均为连续可微函数

,

且都是以。为周期的周期函数
.

定理1 设系统 (2
.

2 )满足下列条件

l) 系数矩阵

, (矛)一

!
“

0 0

1 0

一 d (t ) 一 c
(t )

O 1

一 b(才) 一 a
(才)
{

的广义特征方程

久4 + a (t)几
3 + b(t )元

2

+ c
(t )几+ d (t )= o

的广义特征根均有负实部
,

即

R e 久‘(t )《 一 d < o (‘= 1 , 2 , 3 , 4 )

这里占是一个正常数
.

2 )
a
(t)

,
b (t )

, c
(才)

,

d (t )均为以B (B > 1 )为上界的有界函数
,

I亡(川《
e ,

}d (t )I(
: , 。

( 5 8 d , 。

/ 6 8B 3 ;

(2
.

3 )

且 l。(t ) }《
。,

Ib (t )l《
。,

lim
P一》 C( ,

}P (t
, x , , x Z , x 3 ,

为)i
P

、 , _ _

ld (t )x
; 一 l(t

.
x ,

) }
11 11 1

—
一

~

下;一一

一
一

二二 0
P ~ 争 。。 尸

lim
P es 争 CO

I
c
(t )x

: 一 h(t
, x : , x Z

)】

P

= o
,

h m }旦乡越二夕(了
, 为 : :必

户冲 。 尸

lim
P一知。乃

{a (才)x
‘一 f(才

, 戈 , , x : ,
x 3 , x ‘

)}
P

一 。,

这里 p 一 (对 + 戏 + 对 + 川 )告

则系统(2
.

2 )至少存在一个以。为周期的周期解
.

证明 为了方便的目的
,

下面把 a( 才)
,

b (约
, 。
(t )

,

d (t) 分别记作
a ,

b
, : ,

d
.

因为广义特征

方程 (2
.

3 )全部有负实部的特征根
,

所以满足R o u 七h一H u r w i标 条件
: a > o ,

b> o , ‘> 0’
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d > o ,

ab 一 ‘> o , a b。一扩一 a Z
d > 0

.

此外
,

根据根与系数之间的关系
,

可 以推得
a = 一 (几

1 + 汽: + 几3 + 几
‘

)》 4占

b = 几1几: + 几工几
3

+ 几1几‘+ 几: 几
3

+ 凡
:
凡
‘

+ 凡
3
凡
‘

》6乙
2

c 二 一 (几
,几

2
几

3

+ 几:几
2
几
‘

+ 几: 几s几
‘

+ 几2几
3
几
‘

)> 46
3

d = 久1久: 几
3
几
‘

》己
4 , a b一 c

> 2 0己
3 , a b c 一 c Z 一 a Z

d 》 6 4 6
6

根据E
.

A
.

B a lb a sh o n 公式
,

取

。 (x
, , x Z , x 3 ,

从 )= 一 d (
a bc 一 c Z一 a Z

d )(戈至+ 义圣+ x 互+ x l)

作出L ia p u n o v函数

犷 = 犷1 + V : + 犷
。

+ 犷
‘

其中

(2
.

4 )

犷1 =
2 C

(。。。一
‘2 一 a Z

d )(
‘二 ; + 。x Z + a x 3

+ x 4
)

2

+

告〔(
a b一 c

)x
Z

+ a Zx 。

+ a x 4〕
“

+
J

2 口

〔(。。一。
x , + 。 Zx :

+ ·x 3〕
么

+

告 (
a bc 一 a Z

d ~ e Z

)x 圣

犷: = (
、+ a X 3 +

a b 一 c 、“
.

1
,

1
. _ .

a d 、“

X ,

) 十万
C a气x

“十 “x , 十 一
.

丁 x ‘

)
da

-一2

+ 卫生(a。: 一 。: 一 。Z
d )二 : +

李
(。。‘一 ‘: 一 。 :

、)二 ;

Z C
、 ‘ 一

艺O

犷忍一

合
·d
(
d X I+ 一 +合、)

“ +
合

·d

(
X ‘+ 一 +

粤
X Z

)
2

+

带
(。。。一 。么一 。 :、)x : +

告
(
·。。一 ‘2 一 。2

、)x ;

犷4一

合
d ·

(
d X I+ 一 +

竺黑
X :

、

)
“ +
合

·J

(
d 二艺+ ‘· 3 +

告
·‘

)
2

+

告
(
·“。- 。2

一
d )X ; +

告
(
·。卜
一

、)X ;

显然
,
犷是一个定正函数

,

因为

犷》犷
: + 犷‘> (

a b c 一扩一 a Z
d )l告

(就 +x , ) +

会
(· , +x “)

〕
> 6 4。。

·

蛋
〔。4

(X : + x ; ) + (x : + 二 : )〕

》

黯
些(

“, + 心 + ‘, + “’

这里A 二 m in (子
, 1 )

.

另一方面
,

容易估计得

j犷 l《3 4 B
4

(戈孟+ x 盆+ x 孟+ x 己)

现在沿着系统 (2
.

2 )的轨线
,

对犷求全导数
,

得到

卫丝1 = 卫兰
~

d t l(
2

·

: ) 口t

.

口犷
.

口犷
十吮二丁

~
义 2 十一二, 戈 十

U 弄 1 U X 念

口V
.

口厂
二井丁一 大 4 十 , 不二一 (一 a 为 一 ‘从
U X 3 口X 4

一 bx
3 一 a x ‘+ d x : 一 l(r

, 二 ,
)+

e x : 一h(t , x , , x Z

)+ bx 。一 g (t
, x , , x : , x 3

)

+ a x ; 一f(矛
, 二 , , x : , x 。, x ‘)+ P(t

, x , , x : , x 3 , x ‘
))
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1 口犷 l

乓}
- 百厂 }一

“ L“ O C 一 ““

一“ “
a ’‘x : + x ; + 戈 ; + x ;

口厂

口义
‘ 以d x 、一 l(才

, x ,
))+ (c x : 一 h(t

, x : , 、:

))+ (b戈
。一 g (才

, x : , x : , 义 3

))

+ (a 义
‘一 f(t

, x , , x : , 义 3 , x ;
))+ P(t

, x l , x : , x 。 , x ‘
)]

下面估计 }口犷/由 }和

!会
〔(d X I 一‘(, ,

一 ))+ ‘

一
”“

, / 1 , X :

, , + ‘“二
3 一。“

, 二 1 , ‘2 , / 3

, ,

+ ‘a x ‘一 f“
, x ! , 二 2 , x 3 , x ‘

, )+ , (‘
, 二 1 , 二 : , x 3 , x ‘

, 〕
}

根据条件 2 )
,

得到

17x 全+ l理大全+ 1 Zx 互+ 1 0戈士)

4V

)))
凸口

/.、2.、
尹r吸、夕了.、

}口V I/ 口t !《ZB 3e

二‘子‘自通d
八口
产O/了

月

了了/
了

】口厂

}口犷

( 2B
2。

《 2B 3。

}口V 《2B 3 :

4对 十 8x 孟+ 5x 雪+ 4戏

3 戈井+ 7x 呈+ 7 x 互+ sx 专

4x 圣十 5义 { + s x 孟+ 4x 二

{等}
、
1鲁卜}鲁卜!鲁 1

+

( 2B 3。
(Zsx 类+ 3 4 x 呈+ 3 2x 互+ Z lx 二)

《6 8 B
3。
(x 全+ x 孟+ 戈互+ x 乏)

喘{外
,

3

+

争攀)
斌

祝、“
由条件 3 )

,

对任意给定的
r
(。<

T < 澎
“

(g B
之
+ B

4

/ d + 4兮 / 护)
一 ‘

)
,

存在充分大 的 R > 。,

使得

心 + 式 + 对 + 川 》R
Z ,

我们有

IP(t
, x l ,

x : , x Z , x ‘)l< p : ,

{d x , 一 l(t
, x ,

)j< p : ,

{cx
: 一h (才

, x , , x Z

)}< p :
.

1bx 3一 g (t
, x l , x : , x 3

)I< p r ,

1
a x ‘一 f(t

, x l , x : , x 3 , x ‘

)I< p :

由此可得

}会
〔(d 二

1一‘(, , : 1
))+ (cx

Z 一、(, , 二1 , X 名
))+ (、

3 一 。(,
, 二 ; , X : , X 3

))

+ ‘
a、 一 f“

, x l , x Z , x 3 , x 4

, , + , “
, x l , x Z , x 3 , x 4

)〕
{

、币尸
+

子
+

攀)(、
+ 二 : + 二 : + 二 : )

因此
,
在乘积空间

口o :
I (o习( co )x { (x

l , x Z , x 3 , x ‘
)}x f+ x 委+ x 互+ x 乏> R

Z

}

中我们有

鲁 }
(。

.

: )<
[
6 8 B 3

一 6 ‘“! 。 + 5 ·

(
9 B 3 +

誉
+

攀)」‘
·‘+ · , + ·

, + · , ,

< 一子
。

(x 全+ x 圣+ x 委+ x 二)

因此
,

d 犷/ dt }(
:

.

: )在口
“
中是定负函数

,

于是根据引理 1
,

系统 (2
.

2 )的解是一致最终有界的
,

它们的有界域为
:

口: {(戈
: , x Z , x 3 , x ‘)ix 全+ x 孟+ x 互+ x 二< R

Z

}

因此根据引理 2 ,
系统 (2

.

2 )至少存在一个以。为周期的周期解
.

定理 1证毕
.
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三
、

周期解的唯一性与渐近稳定性

下面我们证明系统 (2
.

2 )存在唯一稳定的周期解
.

根据 引理 3 ,

我们只需证明系统 (2
.

2 )

是非常稳定的
.

假定系统 (2
.

2 )中的所有函数I
,

h
, g ,

f
,

P关于各自的变元有连续偏导数
.

定理2 如果系统 (2
.

2 )满足

l) 定理 1的全部条件,

2 ) 给定任意常数云(o< 褚( 5占
, 0

八 4 (9B
2

+ B
‘

/ 占+ 4 B
4

/ 占3
))使得

ld 一 l二
:
(才

, x l
)}( 于 ,

Ic 一h二
:

(t
, x l , x :

)}< 于

}b 一 夕二
,

(t
, “ , , “ 2 , “。

)I< 于,

ia 一 f二
。

(t
, x l , x : , x 3 , x ;

)I< 于

3 ) lim
x 全‘co

lim
x 全一OO

lim
x l‘co

h二
:

(t
, x l , x :

)一 o ,

lim
二言‘co

g二
,
(才

, x l , x : , x 3

) = o (‘= 1
,

2 、

f二
,
(t

, ‘ 1 , “ : , “ 3 , x ‘)= o (‘= ‘, 2 , 3 )

p二
‘(矛

, x l , x Z , x 3 , x ‘
) = o (i = 1 , 2 , 3 , 4 )

则系统(2
.

2 )存在唯一渐近稳定的周期解
.

证明
·

设 (至
1 , 牙: , 勇3 , 牙‘)和 (元

, 牙: .

牙
3 ,

牙‘)是系统 (2
.

2 )的任意二个解
,

则它们满足

.l)

鲁
一几

,

鲁
一礼 鲁

一、

鲁一
d , 1 一 。, 2 一“,

3一 。 , ·

+ (d , 1一‘(亡
, , 1

)) + (
。: 2 一”(, , : 1 , : 2

))

+ (b至
。一 g (t

, 至, , 乏: , 云3

))+ (
a 至‘ 一f (t

, 云1 , 至: , 牙。 , 至‘))+ P (t
, , 牙1 , 牙: , 刃3 , 恋‘)

(3

O石

、!!!,llee夕临= d 幸
, 二

戈 , ,

石下 = 万

d 牙

d t

= 一 d幸1 一 c舅: 一 b牙
3 一 a牙

‘

+ (d 牙
, 一 l(t

,

牙,
))+ (

c牙
: 一 h(t

,

牙1 ,

幸:
))

+ (b穿
。一夕(, ,

牙, ,

夕
: ,

牙
3

) )+ (a牙
‘一 f (才

,

穿, ,

夕
: ,

牙
3 ,

幸
‘

) )+ 夕(,
,

幸1 ,

雳
, ,

牙
3 ,

牙
‘

)

鱼
击
鱼
dt

(3
.

1 )” (3
.

2 )
,

得

八O

、.......了、......归d (至
, 一牙,

)
d t

= 至2 一 劣 2 ,
d (至

: 一牙
:

)
d t

二 至3 一 x 3,

d (勇
。一牙

3

)

d t
= 牙‘一牙

‘

d (, ‘一幸
‘

)

d t

二 一 d (至
l 一牙,

)一
‘
(牙

: 一牙
:

)一b( 云3 一牙
3

)一
。
(牙

‘一芬
‘

)+ d (至
, 一牙1

)

一 [l(t
, 牙 ,

)一 l(t
,

牙,
)] +

c
(牙

: 一牙
:

)一 [h (t
, 至 ; , 云:

)一 h(t
,

牙, ,

牙
:

)〕

+ b(至
, 一牙

3

)一 [ g (t
, , 1 , 云: , , 3

)一 g (r
,

夕, ,

牙
: ,

幸
3

)] +
a
(牙

4 一牙
;

)

一 [f(, , 牙, , 至: , 厉3 , 云‘)一 f(t
,

牙, ,

牙
2 ,

牙
3 ,

牙
4

)] + [夕(t
, 牙, , 至: , 牙3 , 至‘)

一夕(t
,

牙, ,

幸
: ,

牙
。 ,

牙
‘

)]

根据微分中值定理
,

我们得到

I(t
, , 1

)一 l(t
,

牙、)一 l二
:

(t
,

牙, + 0(, 1 一牙1
))(, 工一雳‘)一 z二

:

(t
,
0 ‘(t ))(, ‘一牙‘)

h(t
, , , , , 2

)一 h(t
,

牙, ,

牙
:

)二 [h(‘
, , , , , :

)一h (r
,

牙, , , :
)] + [h(t

,

牙1 , , :
)一 h(t

,

牙; ,

牙
:

)
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· h二
:

(t
,

牙1 + 0 :
(:

; 一幸1
)

,
, :

)(, : 一牙1
)+ h二

:
(t

,

夕; ,

雳: + 0
:

(, : 一夕:
))(, : 一易: 、

= h, (公
.

1
,
(r、

.

, ,

、(, , 一芬z )+ h乙
.

(t
,

晕1 ,

I: (t) )(,
: 一井

,

)
”戈 i 、

. , . J 、
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