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摘 要

基于薄板非线性弯曲的 K ir ch hof f一K 如m 巨n 假设
,

本文提出了在任意中面边界条件下任

意开孔薄板非线性分析的三类边值问题并建立了相应的广义变分原理
.

能够看到在本文中提出的

数学模型完全是一种新的不同于 K 矗
r m 么n 理论的模型

.

这些数学模型能够应用于任意 中面边界

条件下开孔薄板的非线性分析和稳定性分析
。

关傲询 开孔薄板 非线性分析 数学模型 广义变分原理

一
、

引 言

已有不少理论可以用来分析无孔板的非线性弯曲
,

如象
,

K ar m a n 理论
,

R 夕is s n e r 理

论和方向子理论
f‘’
等

.

然而
,

直到本世纪80 年代初
,

还没有一个可用来分析开孔薄板和薄壳

非线性问题的既简单又合理的理论
.

1 9 84 年
,

基于 K ir C h h of f一K ar m a n 假设
,

程昌钧最

初提出了分析开孔薄板非线性问题的理论框架
.

1 98 5年
,

〔2 」中作者 首先建立了当 作 用于开

孔薄板每条边界厂
‘

(i一 1 , 2 ,

⋯
,

m) 上的中面外力X
。

自身平衡时的边界值问题 (用B V P 亚表

示 )
.

之后
,

. 〕中作者建立了在厂
‘

上的中面外力X
。

自身不平衡时的B V P 卜 并证明了在这

种情况下
,

应力函数F 可以分解为两部份之和
,

其中一部份为单值函数F气 而另一部份户为

一些已知多值函数之和
.

1 9 91 年
,

〔4 3中作者提出了用来分析开孔薄板屈曲和 过 屈曲的三类

边值问题
.

作为这些模型的应用
,

已有许多文章分析了环形板的屈曲和过屈 曲
〔“一 8 ’.

在〔1 1]

中
,

证明了 B V P I 的分支解的存在性
,

而在〔12 〕中建立了 B V P 亚相应的变分原理和有

限元方法
.

同时
,

已将这些数学模型推广到了开孔柱壳和开孔夹层板的相应问题
〔’ , ‘。’.

在本

文中
,

我们进一步推广 〔2
, 3 , 4〕中的数学模型使之能适用于任意开孔薄板在任意 边 界条件下

非线性分析的最一般情况
.

能够看到
,

这里的数学理论是 K打 m 么n 理论 的 推 广
,

但它们

又不同于 K打 m an 理论
.

因此
,

这一理论是一种新的理论
,

并适用于任意边界条件下的开

孔薄板的非线性分析
.

同时在本文中
,

我们还建立了相应于三类边值问题的广义变分原理
,

根据这些变分原理可以建立相应的有限元方法
.

还需指出
,

本文建立的数学模型和相应的变

书
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分原理当挠度 阴二 。 时可以用来分析开孔板的平面应力问题
.

二
、

开孔薄板非线性分析的数学模型

设具有 。 个孔的薄板
,

其厚度为 h
,

材料常数为 E
, v .

设未变形的中平面与坐标平面

0 xl 碗 重合
,

并占有 0 从婉 一
平面内的区 域 。

.

令厂是口的边界
,

并且

厂 ~ 厂
。

(外边界 ) + 艺 厂‘ (内边界)

设r 是光滑的
,
同时在厂的一部份边界r 。

上给

定挠度 二 和转角 0
,

记为匆和 夕
,

而 在 另一部

份边界r
。
兰r 一 r tD 上给定剪力V

二

和弯矩M
, ,

记为夕
二

和万二 同时
,

设沿边界厂}
,
(‘一 。, ‘,

⋯
,

。 , j= l , 2 ,

⋯
,

kl )的薄膜力 (叉
1 ,

叉
2

) 及沿边

界 厂乙
, 三r ‘一 r 乡

, 的位移 (“
, , “2

)都是指定的

k ‘

图 1

(参看图 l)
.

因此
,

开孔衡板

我们有

r 一 厂协 + r
。 ,

r ‘一 艺 (r 乡
, + r :

咨,
)

,

(‘一 0 , ‘, 2 ,

⋯
,
水

了= 1

令中面位移为
。 。

恤 = 1
,

2 )
,

挠度为、 ,

则 由 K ir c h h o ff 一K “r m a n 假设
,

已 变 形板的

曲率张量K
。 , 和应变张量

。。 , 为

K
a , = 一。

, 。 , (2
.

1 )
。a , = (

u 。 , , + u , , 。
+ 田 , 。切 , , )/ 2 (2

.

2 )

弯矩M即和薄膜力N
。 , 为

M
a , = D 〔(1一

,
)K

a , + ,
K

, , d
a , 〕 (2

.

3 )

N
。 ,

E h

1一沪
[ (1 一

v
)
。。 , + v。, , d

a 夕〕 (2
.

4 )

N
。 , , , = D

M
。 , , 。 , + N

。 , 切 , 。 , + q = o

x 。
〔口

(2
.

sa )

(2
.

sb )

刀等取值 1 , 2 ,

为r、
、

程方衡平

式中
, q 一。(x

。

)为横向载荷
,

为了方便起见
,

这里采用 了张量记号
,

下标a ,

d
a , 为 K r o n e e k e r d符号

.

对于开孔薄板
,

由于口 是多联通区域
,

的
.

在「3」中已证明
,

F 可以分解为两部份
,

N
。 , = 人e

。 , e , vF
, , 。

一般地说
,

由 (2
.

sa) 决定的应力函数F 是多值

并有

(2
.

6 )

F 一 F 。 + 户
,

户一 一一典
一 -

2 汀八
乙 (M

‘+ e 。 , T 套x , )
x

,

一 x 李
a r C t g 一二一

福
~

X l一 X r
(2

.

7 )

式中
, F ,

为单值 函数
,

户是一些多值函数之和
,

并且 (对
,

对 )为由 厂‘
所围区域内的任意一

点 , T 恋和M
‘
定义为
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T : 一

手
厂

“
·

d一 M
‘一

手
厂

‘

二 , / ·

X , d 一 X 一 N
· , · ,

式中
,

(
, 1 , n :

)为厂的单位外法线
,

(
s , , s :

)为厂的单位切线
,

且
s 。 = e , a , , ,

量
.

(2
.

8 )

e 。 , 为 2一阶置换张

、t,棍尸
口任a义

q

这样
,

开孔薄板非线性分析的 K打 m a n 方程可写成为

‘1
(田

,
尸 , + 户)一 D 。

, 。 。 , , 一 h e a v e , 。二
, 。 , (F

劳+ 户)
, , 。

。2
(F

· , 叨 )一 ; :
。。 , , +

粤
·。 , ·, 。切 , 。

, W , , 。

生 (2
.

9 )

因为口是多连通域
,

由F 和功决定的中面位移
。 。

仍然需要满足单值性条件
〔“’

币
。 。

。
d x 。

一 。,

币
。 ‘

。a , d x , 一 。 (‘一 ‘,

一m

J l
’

J J

(2
.

1 0 )

其 中
,

、.lt
T

!

夕
~下

,
。
一

去
。, ·

(F
’ + 户,

, , , , + “, 。叨 ,
一切

, “

(2
.

1 1)
。· , 一

分(F
, , , “

· , 一 (‘+
,
) F

, 口 ,

卜音
二 , 。。 , , +

合
e 。 。二。

下面
,

我们讨论边界条件
.

对于横向边界条件一般给定为

功 = 叨 , 切 , 。
= 0

, x a

〔厂。

,

犷
,

二 F
。 ,

M
。 ,

= 刃
, , x ,

〔厂
。

其中
,

(2
.

12 a )

(2
.

1 2 b )

功 , 二

= 田
, 。n 。 ,

M
。 。
= M

。 , n a ”, ,

M
, 。
= M

。 , ” a s ,

犷
”
= n 。

M
a , , , + M

。 。 , :

+ X
a切 , 。 ,

X
。
= N

。 , n , } (2
.

1 3 )

对于中面内的边界条件
,

情况是较为复杂的
.

我们考察下面三类边界条件

首先
,

假设在 r )
, 上的边界薄膜力戈

。

是给定的 (i 一 0 , ‘
,

⋯
, 川 , j

N
a , n , 和 (2

.

6 )式
,

得到

k ; )
,

则由叉
。
二

r
, , 占一

青
e一X 一 、·

〔r 乡
,

因此
,

二
, ,

(x
。

)一二
, ,

、, , ) + 青
二

J
X a

刃
,

厂
.

叉
。

ds

从而
,

我们有

F
, 二

(·
。

卜二
, ·

(A , )一青
二

工翼
, 二

‘

,
·
“·

尸 (xa , 一 尸‘“ , , + 尸
, ·

(“ , , ‘、 一
扩’) +

一

扫厂
,

, 二
‘

(一褚”
,

·

ds {
(2

.

14 )

因为
,

如果F是应力函数
,

则F + A x , + B % ,
+ C 也是应力函数

,

其中
,
A

,
B

,
C为常数

.

因

此
,

我们可取某点A r使得F (A 夕)一 F
, 。

(A 犷)一 。
.

于是
,

厂}
,

上的边界条件可写成

F 气 戈。

)= 一户(x
。

) + fF(x
。

)

尸萝
,

(%
a

) = 一 户
, 。

(%
。

)+ g r(x , )

Xa 〔心
;

} (2
.

15 认)
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F 长
(二

。

)= 一 户(x
。

)+ f蛋(x
。

)+ a李+ b李
。 x a

尸梦
。

(大
。

) ~ 一 户
, 。

(x
。

)+ 夕乡(x
。

)+ b乡
a n a

x 。

任厂牛
J (2

.

1 5 b )

= o , l ,

⋯
, m ; j= z , 2 ,

一
,
吞‘; (f

,

j)铸 (o
, l) }

式中
,

, , , 、

1 「, a ,

刀 。、 ,
J , L义

“ ) 一万
e “ ’

J
, ;

, r
‘

气x , 一 戈犷” 人
‘“S

‘二 ,一含
二

几
, 厂‘

,
。

“· { (2
.

1 6 )

令夕为线元绕O戈一轴的转动
,

则不难得到

介一
。, 。。 。 , , ,

介
, 。
一 : 。。,

(
。。 , , 。一

令
田 , 口。功 , ,

)芝介
。

、 ‘ ,

因此
,

我劝
介“

·

, 一公(‘ , , +
丁靶

,

户
。

dx
。

式中
,
L是联接B 罗和 x 。

的任意全属于 口 的路径
.

注意到

们有

(2
.

。。 , , = 。。 , 一 。 , 。

功 , , / 2 一 e 。 , 介/ 2
,

。。
(二

。

卜
。 。

(B :卜合
。 ·

, 。(B : ) (、 一
沼, )

+

擂
, : “· ,

dx 厂韶
· , 、
脸

, : , 占

、 (2 一 s)

如果在 厂乙
, 上给定中面位移

“。 ,

记为“
· ,

则 中面内的位移边 界条件可写成

仍 k ‘

。。一 。
。

(勺)
, x , 〔厂

。
= 兄 E r 乞

,

百. 0 了= 1

(2 一 g )

这样
,

我们可以建立开孔薄板非线性分析的三类数学模型
,

即三类边界值问题
.

边值问题 (B V P ) 卜 设在 r 乡
, 上给定薄膜力X

。 ,

并在 厂愁
,
上给定中面位移“。

(艺= 0 ,

1 ,

⋯
, m , j二 1 , 2 ,

⋯k.)
,

则对
一

于开孔薄板非线性分析的B V P I是寻求两个函数。和F 肠以及

常数T 理
,

M
‘, a

乡和b乡
。

(￡二 o , 1
,

⋯
, 。多 j= 1 , 2 ,

⋯
,
k‘)

,

(￡
,

j)子 (o
, l) 便得它们满足边界条

件 (2
.

1 2 )
、

(2
.

15 )
、

(2
.

19 )
,

位移单值性条件 (2
.

1 0 )以及微分方程 (2
.

9 )
.

如果在厂上给定薄膜力叉
。 ,

则在这种情况下
,
T 恋和M

‘
都是已知的

,
并且 (2

.

15 ) 可以写

成

F ,
(x

a

) - 一户(x
。

)+ f
。

(x
。

)
,
尸曹

,

(戈
。

)二 一 户
, 二

(x
。

)+ g ”(x
。

)
, 戈a

〔户

(2
.

2 0 a )

尸 ,
(x

。

)一
户(x

口

)+ f
‘
(x

。

)+
a ‘+ b理x

o x a
〔r ‘

F 誉
:

(x
a

) = 一户
, 。

(x
a

) + 夕
‘
(x

a

) + b恋。
。

(‘一 1 , 2 ,

⋯
,
m )
} (2

.

Zob )

边值问题 (B V P ) 亚
:

假设在厂上的薄膜力 X
。

是给定的
,

则开孔薄板非线性分析的B V P

I是寻求两个函数阴和F 釜以及常数了 和 欠 (‘~ 1 , 2 ,

⋯
, m , a ~ 1 , 2 ) 使得它们满足边界条件

(2
.

1 2 )
、

(2
.

2 0 )
,

位移单值性条件(2
.

10 )以及微分方程 (2
.

9 )
.

当 厂‘
上给定的薄膜力 叉

。

自身平 衡 时
,

即
,

M
‘一 T 李~ o (i ~ 玩 2 ,

⋯
, 二 ; a = 1, 2 )

,

则

B V P I 即为 〔2〕中建立的数学模型
.

如果在厂上给定中面位移忍,
则 (2

.

1 9 )可以写成
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。。 一 忍。 (介 )
,

勺〔r (2
.

2 1)

在这种情况下
,

位移单值性条件(2
.

1 0) 是自动满足的
.

边值问题 (B V P ) 兀
:
假设厂上的中面位移忍。是给定的

,
则开孔薄板非线性分析的B V P

l 是寻求两个函数二和尸
肠以及常数M

‘和 T 到‘= 1 , 2 ,

二
, m ; a = 1 ,

幻 使得它们满足边界条件

(2
.

1 2 )和 (2
.

2 1)以及常微分方程 (2
.

9 )
.

至此
,

我们已在最一般情形下建立了开孔薄板非线性分析的三类边值问题
.

利用这里的

理论
,

我们可以分析具有任意孔洞和边界条件的薄板的非线性弯曲和非线性稳定性
.

显然
,

本文的数学模型推广了通常的 K幻m 直n 理论使之能够适用于开孔薄板的非 线 性 分析
,

同

时
,

我们的模型又不同于 K “r m a n 理论
.

因此
,

这一理论是一种新的数学模型
.

为了建立

相应的有限元方法
,

下面 ,
我们将给出几个广义变分原理

.

三
、

开孔薄板非线性分析的广义变分原理

因为上面三类边值问题中包含了非线性泛函约束条件 (2
.

1 0 ) 和积分型边界条件 (2
.

19 )

(或 (2
.

21 ) )
,

所以问题的分析和求解都是更为困难的
.

下面我们来建立相应的变 分 原理
.

能够看到
,

以田和F 补以及常数T 理
,

M乳 弓和峪
。

(‘一 。, 1 , 2 ,

⋯
, m , j= l , 2 ,

⋯ , 从, (‘
,

j) 关

(o
, l)多 a = 1 , 2 )为宗量的这些变分原理不同于通常的势能原理和余能原理

,

而是广义变分原

理
.

首先
,

不难得到板的弯曲应变能U (K
。

刃和薄膜力的余能厂(N
。

刃为

U (K
a , ) = 0

.

SD 〔(一
v
)K

a , K
a , + ,

K
o a

K , , 」 (3
.

1 )

犷 (N
。 , ) = 〔(l+

v
)N

a , N
。夕一 , N

a a

N , , ] / ZE h (3
.

2 )

于是
,

(2
.

3 )和 (2
.

4 )可以写成

M
。

, -
口U

口K
。 ,

口犷
￡a
声= 下万入矛

以工 v a 夕

(3
.

3 )

广义变分原理 (G V P ) I
:
B V P I的解等价于寻求在满足几 何 约 束 条 件 (2

.

1 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

12 a )和 (2
.

15 )和物理约束条件 (3
.

3 )下泛函

H l 一

几毛
U (K

·
,

卜 犷(N
·

, )+ 合
N

·
, 阴 ,

一
, 一 。田

}
d “

+ { (,
。二 , ,

一。
。田)、

: + f
。

。

、
。

, n , 、s

J r 口 J l
’。

(3
.

4 )

的驻值点 , ,
F 气 T 套

,

M
‘,

弓和好
。 .

证明 因为占户和d户
, ,
是多值函数

,

所以我
‘

们必须使 d户和 d户
, ,
变成单值的

,

以便应用格

林公式
.

为此
,

我们在点B e和B 奎(‘= 1 , 2 ,

⋯
,

。)之间作连线厂
。‘,

并取厂
。。
的正方向 为 B r 到

B 萝的方向
,

记为r 右:
,

反之记为r 石‘ (参见图

2 )
.

这样
,

在由边 界 厂 + 乙 (r 右
‘+ r 石‘)所

围的区域内
,
d户和 d户

, ,
是单值的

,

并有 即 2
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厂击

厂几

程 昌 钧

一
华

、。叮
‘+ 。a , x , 。刃￡)

n

杨 绕

t 厂之
一

1

呱一协澎 , ‘
怡

1 , 2
,

⋯
,
m )

, ,

的增量为

} (3
.

5 )

户户
八
O
。
0

不难看到
,
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类似地
,

我们可以得到相应于 B V P I的广义变分原理 I气 利用这些广义变分原理可

以建立在任意边界条件下开孔薄板非线性分析的有限单元法
.

, .J., .J,工九‘
.

1
1卜.‘L
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