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摘 要

本文研究一类具有混纯性质的线性算子
:

非游荡算子
,

该类算子仅在无穷维线性空 间 中
.

我

们给出非游荡算子紧集上的超循环分解
。

关键词 移位算子 超循环算子 非游荡算子

无穷维线性空间中动力系统混纯性质的研究正越来越引起人们的注视 (见〔月、 19 〕)
.

自

从J
.

H
.

S h a Pi r 。 ,
D

.

A
.

H e r r e r 。 等人研究超循环算子具有初 始条件的敏感性与周期

点的稠密性以来
,

发现
“

大多数
”

超循环算子是线性混纯算子
,

即有
“

周期点的稠密性
”

和
“

初

始条件的敏感性
”

(见 [l 」、 【5〕)
.

这是一个奇特的性质
.

线性算子仅仅在无穷维空间有这一

性质
.

有限维空间中的线性算子没有这一性质
.

有限维空间中混纯的研究限制 为 非 线 性算

子
.

另一方面
,

当人们对符号动力系统的动力性质有了很好的了解之后
,

就希望研究一般的

系统
,

如公理A 系统的研究
,

这起源于 S m al e 在微分动力系统 的结构稳定性和非游荡集的

稳定性的研究
.

S m a le 的工作基于有限维
.

本文给出无穷维线性空间中的一类线性算子
-

—非游荡算子
.

并给出几类该算子
,

同时

研究该算子的紧集下超循环分解
.

该工作是我们研究无穷维线性空间中线性算子的动力特征

的基础
,

将为进一步研究有限维空间中非线性算子的混纯特征与无穷维空间中线性混纯算子

的联系作好准备
.

该类算子的动力结构将另文给出
.

本文中
,

X 是可析的无穷维 B a h ac h 空间
,

E 表示 X 的子集
,

X 中有界线性算子全体

记为去(X )
.

一 守 守 裕 扬1 旱、 , 吸. 洲尹 、‘ 之之 、 . / 习 J

若T 〔(X )
, 、〔X 是T 的周期点

,

周期
.

T 的所有周期点记为P e r( T )
.

定义 1 尤任X
, T 的 x 轨道是集

o rb (T
, 二 )== {大

, T x,

充要条件是存在汇 N (自然数 )
,

使尸x 二 尤,

谊称为x 的

T
“尤 ,

⋯ }

朴
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若 %〔X
,

O r b (T
,

x) 在X 中稠密
,

则称x 是超循环向量
.

若 O r b (T
,

劝 及其数乘在 X 中稠

密
,

则称二为亚循环 向量
.

若 T 任L (X )
,

T 有超循环 向量
,

则称T 是超循环算子
,

类似有亚循

环算子
.

这二类算子的研究见 〔门、 〔5 〕
.

定义2 (见 D e v a n e y [ 10 〕
, P

.

5 0 ) 若 T 〔L (X )
,

具有

( l ) 初始条件的敏感性

lim in f l口
’
”x 一了

”田 }{= o ,

lim o u P I{T
”x 一 T

”叨 }{~ co
韶- 》 C心 铭 - ) ;) O

其中%〔X
,

任意功属于X 的某稠密点集
.

( 2 ) X 中T 的周期点是稠密的
.

( 3 ) T 是拓扑传递 (即有超循环向量存在 )
.

定义 3 A 任L (X )
,

称A是相对于E 的非游荡算子
,

若

( 1) E c X
,

且满足双曲结构
: E ~ E

“ ¹ E s, A E一 E “ , A E S

一 E : ¹ 表示直和
.

存

在
r > 0 , 。< : < 1 ,

满足

】IA 七省11> C f “ }}占11
,

任意获E “ , k〔N

{IA 无刁】1簇C俨 }{叮11
,

任意刃〔E
S ,
秃〔N

( 2 ) P e r A 在E 中稠密
.

由于吸引子的紧不变性质
,

定义 3中E 不一定是线性子空间
.

本文定理 l、 3 的非游荡算

子相应的E 是子空间
.

由于紧线性子空间是有限维的特征
,

在定理4我们研究无穷维空间紧集

上非游荡算子的超循环分解
.

若算子是非游荡且超循环的
,

则它一定是线性混纯算子
.

设H 是可分的 H i lb e r t 空间 , H 中正交基 { e
,

}T ,

H 中定义线性算子B 为

B e 。 = e 。 _ l , B e l =

定理 1 若数几满足 !川 > 1 ,

O

则凡B是非游荡算子
.

证明 若 几B 、二 x , 二~ 乙 氏。
,

则
落= 1

X l一{
1 ,

专
,

子
,

⋯}
, y l一 “p a n ‘X l‘一〔V l ,

“B X 一 x

若 (几B )
“x ~ x ,

则

二么一{
。, 1 ,

专
,

子
,

⋯}
, Y Z一 “p a n ‘x Z‘

· x 〔Y
Z ,

‘“B ,
“x 一 “

则得到
%‘= {o ,

⋯
, o , 1 , ] / 几,

⋯ } ,

犷‘= s p a n {% ‘}, x 任Y
‘

时
,

(几B ) ‘%二 %

显然{x : }r在H 中稠密
,

则P er 林B )在H 中稠密
.

下面找E 巴H
,

使久B在 E 中满足双 曲结构
.

设超护匕 l, ,
取 l满足。< l< x ,

则I
“ / }几}

”

> l ,

设

, = 艺 b‘ e ‘

则 久刀。= 几名 b‘ e ‘一 主= l名 b‘e ‘
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则 。。
一

{
。1

,

令
“1 ,

(令)
“
“1 ,

⋯

}
元B 以y

。

= s p a n {, 。

}为特征向量
,

l为特征值
.

作E = E
S

一 。p a n {夕
。

}
,

E
“

~ { o }
,

则对任

意%〔E
, x 二功, 。,

{}(凡B )x 11= }J元切B g 。1}= 111。夕
。

l}= 1Ij戈 !1
.

取
r一 l

,

则

1}(之B )
舌义 !】(

r 含
}}戈 }{

所以几B满足双曲结构
.

因为 P er (凡B) 在H 中稠密
,

则 Per (几B) 在E 中稠密
.

证毕
.

注 在定理 1中
,

如果 1引《1
,

显然久B满足双曲结构
.

但由于几B有非周期点
,

所以此时几B不是非游荡的
.

定理Z A〔L (X )
,

A类。 ,

A B ~ B 月
,

B 为移位算子
,

则存在常数几
,

使几A是
,

非游荡算子
.

证明 由定理 1 ,

xl 〔P er 林B )
,

则对数。
,

成立

m 月拘 ~ 袱二A )B 从 ~ 几B (m A xl ) (1
.

1)

二A x l〔P er 以B)
, m A x l〔y , ~ SP a n{ 义 , }

.

由定理 1 ,

则存在

k辛。
, m A x l= k x l ,

(k
一’。A )x

,一 x , , x ,〔P e r (k
一 ‘m A )

依次可得
,

若{x
”

}c Per (元B )
,

则{x
,

}都是 k
一 ‘
m H的周期

.

因为 {义
。

}线性无关
,

{x
,

}在

H 中稠密
.

设玩为特征向量
,

满足凡B , 。

一 l从
, o< l< 1 ,

则

k
一 ’

(m A )B y 。

一 k
一 ‘

(m
一

A几
一‘

) (几B )夕
。

= Ik
一 ’
几
一 ’

(m A ), 。

= B (k
一 ‘m A g 。

)

之B (k
一 ‘。A 夕

。

)= l(k
一 ’m A , 。

)

因为几B关于特征值l的特征向量是 1 维的
,

则存在常数 C0
,

使 k
一 ‘m
沟

。

一 C
。 g 。 .

因为式

(1
.

1)中二的任意性
,

取m ,

使C
。

满足 !C
。

!手 1
.

记 a 一 矿
’烧

.

作 E 一 s p a n 勿
。

}
.

当 x 〔E 时
,

lo A x }卜 !C
。

! }lx }!
.

若 }C
。

}> 1 ,

取E 一 E
“,

E
s

~ {0} , 若 . C
。

}< 1 ,

取E ~ E
s ,

E
“

~ {。}
,

则在E 上a A 满足

双曲结构
.

因为 P er A 在H 中稠密
,

则 P e r A在E 中稠密
.

A为非游荡算子
.

推论 1 若A幸。,
A B , ~ B 仍A

, m 〔N
,

则存在 !几!手 。,

使几A是非游荡算子
.

上述定理中E 是 1维的
,

E
“

与E
‘

中有一个为空间{ o }
.

下面我们举一例
,

E
“

与 E
‘

均是非

零空间且是无穷维
,

相应的A 是非游荡算子
.

设口为C N
中的连通开区域

.

H 为口中解析函数全体
,

假设

(1 ) H 笋。

(2 ) f”了(司
, V Z〔口

,

在H 中是连续的
.

由 R ie s z
表示定理

,

存在唯一kz 〔H
,

使f (z) ~ <f
,

k办
,

f〔H
.

记H
: 一 s p a n {k

二 : 2 〔

E }
.

若 E 的闭包中含有口的开 子集
,

则H
:
在H 中稠密 (见〔l]

,

命题4
.

2 )
.

口中复值 函数切 ,

对任意f〔H
,

称切f〔H 为H 的乘子 (m ul ti Pl ie r)
.

H 的乘子确定一

个线性乘子算子M
, :

M
,
f一 甲f

,

f〔H

由点值的有界性和闭图象定理
,

M
, 很难得到性质

.

但能证明乘子切是。中有界解析函数

(见〔l〕)
.

若甲是乘子
,

则

M抓
:

= 饭丈可飞
: , z 〔口

定理 3 若非常数的乘子 甲 满足 州口)口51 0 夕 n 夕铸叻
,

这儿 夕 是中心在原 点
,

半径

为 ‘的圆周
,

则M忿l
x
是X 一H ¹ H 中的非游荡算子

, ¹ 为直和
,

这儿

M常}x 一M : 】, ¼M : !H

证明 记 V ~ 笼: 〔口
,

1切 (z) }< 1/ 2} ,

研一 笼
二〔日

, }切 (z) }> 2 }
.

因为 切 (口) 是开集, 员J
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犷与才是开集
.

由假设
,
犷与不非空

,

所以厂与班中含有口的开子集
,

则H
: 与H , 在 H 中稠

密 (见 口〕命题 4
.

2 )
.

在X 一 H ¹ 月中
, X 的范数定义为卜 l

。: x 二 x 、+ 挽任X , x : ,

从任万
,

}xll
。

~ m ax{ j]尤1}
,

l}x : l}}
,

显然 (X
, I!

·

!】
。

) 是 B a n a e h 空间
.

在X 中仍用M ,
表示M

,

lx 一M
, {H +M

, !H
.

易证

M季}x 一M 贯!二 +M蓄}H
,

M豁
:

一州川 kz , 之〔。
, k :

〔x

设 E 一H : ¼厅 w 。

若气〔H : , {切 (乡 !< 1/ 2 ,

则 !甲 (司 !< 1 / 2 ,

M琴万 ; ~ 万
。
且M忿H , =

H 二 ,

事实上
,

从任H : ,

f (习二 <f
, k公

,

州
: ) f闭 ~ <。 闭 f

,

棍>一碗矛<棍 ,

介 = <动(三) k
: ,

f> ~ <j
,

币面 气>

一 <f
,

M琴kz >

M琴k
二
任万

v ,

M 季月 。二万
v ,

同理M贯H w c 万 w

由M节k
:

~ 币面 寿
: , z ‘口

,

易得M季H
: 0 刀 : ,

M季万二二汀二 ,

所以H 犷一M忿厅 二 ,

H , ~

M蓄H 叭

对任意 k :
〔H : ,

!}盯琴k
: !1一 }切 (二 ) 1}Ik

:

!!< }}k : !!/ ?

对任意 k :
〔脚 二 ,

11好琴k
:

11一 !卿 (二、! }}k
: }}> 2 }}k

: }!

令
T 一 1 / 2 ,

在 E 一 E
“

¼ E “

户
,

尸
‘

~ 刀二 , E “~ H 犷满足双曲结构
.

又叫口
; 臼S

‘
祷叻

,

由

〔1〕定理峨
.

9及定理 6
.

2 ,

瑟季周期 点在 厂 牛稠密
,

则M琴的周期点在厅
。 ,

汀 w 中稠密
.

所 以在

H : ¼打 w
中M攀+ M琴的周期点稠密

.

所以叮李}
二

是非游荡算子
,

且 E “ , E s

是无穷维空间
.

二
、

非游荡算子的超循环分解

由于无穷维空间山混纯性质的复杂性
,

混纯的研究转化为吸引子的研究
,

特 别是近年来

活跃的无穷维动力系统中惯性流形的研究
.

不论吸弓}子还是惯性流形作为无穷维空间中集均

有紧性要求 (见仁7〕
、

〔8 3)
.

本节我们考虑 B a n ac h 空间X 山一个无穷维线性子空间 X , 二X

的紧集E c= X , .

定理4 无穷维线性空间万
1
中的可遨算子通是相 讨于 E 的非游荡算子

,

若E C X ,

为紧集
,

则存在不相交的集E ‘,

使 E ~ U 凡
,

且且 }E ,

是超循环算子
.

为此引入如下记号
,

设且可逆
, 万任X l

研曹口
,

材 一 笼% 〔E } {!A 一 了勺一刘 }< ‘ lim {j班 一 “
〔夕一 二)

奋 ~ ) 忿￡、

班 尝(夕
,

姓) = {二任刀】}}A 一 j (夕一 x ) }1< 。, lim
无一) 。 二

}A “ (夕一 、) }}== o }

怀
一

左、一 {“〔E
黔

}}尹 (“一 “)ll 一。}

(夕
,

一

哟 ~ 笼义〔E }h m }1姓 一 “( , 一 % ) }}一 。}

沪砂

令 班
, 二牙

“

沙
,

A ) 自E , X ,

~ 厕
, (闭 )

.

设 B 。(s ) ~ 勿〔E 日刀一
: }< 补

, : 〔E
,

显然成

立X , C= B , (不 , ) C= B : (X , )
.

引理飞 设E 一 E
“ ¹ E

“

是 E 的双曲结构
,

在E ‘

一 咬s p a n E “

)¼ fs p a n E ‘

) 上定义新范数

llx l}
。

如下
: %〔E

‘, x 二二雪+ 粉,

舀任s p a n 百
”

〔X , , 刁〔“p a n E S

C= X , , 11二 l}。= m a x { }l占}l,

11叮11}
,

卜 }是万中范数
,
则卜 }{

。

与卜 }等价
.

从而存在常数c ‘,
‘一 1 ,

⋯
, 4 ,

使
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C
:

11x 11
。

《Jj火 ]}( C ; 11x IJ
。 ,

C
‘

1!戈 }}《】】x ll
。

《C
3

}lx }}

本引理的证明易得
,

略去
.

引理 2 对充分 小的
。
> 。,

若 }}, 一到 < 舀< 。, y 及 z 〔E
,

则才 : (y
,

A 、与不 : (
二 ,

A ) 有唯一

交点
.

证明 设 夕~ 占
。

+ 叮
。。 二~ 氨

。

+ 叭
。,

氨
,

氨丧E
“ , 刀。,

叭
。

〔E
‘ .

取 x ~ 氨
。

+ 场
,

则 火〔

砰 : (夕
。

且) n 牙忿(
2 ,

A )
.

这由 }y 一 刻 < d <
。,

用引理 1得到
.

现证火是唯一
设另有 拘〔牙尝勿

,

A ) n 班忿(熟且 )
.

拘 ~ x 工+ 冼
,

则 二一执二 (占
。。一 x l

)+ (叮
。
一 大 :

)
,

氨 。一

幻〔E
“ , 刃。一 x :

〔E :

l}舀
。。一 x , {{(

: 七 1IA 几
(占

。。
一 x l

) }l(
r 抢咬}}A 舌

(
z 一 x ) {I

+ l}A 希
(
z 一 x 。

) {l)《
丁而C

3。” o (k”co )

11叮
。
一 x Z

!J(
二脂
}}A

一 扮
(, 。

一 x ) }l(
: 扮C

。。, o (k

一
)

所以 x 一 x0
,

唯一性得证
.

引理3 (1 )存在占> G , 0 < 刀( d时
,

X , = B ,
(X

,
)一 B ,

(琳
,
)

.

(2 )若夕
, 口〔 P e r A

,

X
一 n

X 。笋叻
,

则X , ~ X 。 .

证明 (x ) 若二任B
,

(X
,
)门P e r A

,

因为X , c= B ,
(班

,

)C= B ,
(X

,
)

,

存在叨〔牙
, ,

}jx 一 叨I}

< , ~ 合
,

由引理 2存在唯一夕〔不 : (‘
,
且) n 班 : (x

,
A )

.

所以 夕〔研
“

(切) n E c 不
“

(P) n E =

牙
, , , 〔牙

‘

(x o
.

设二的周期为 l
,

则二 ~ A 汾‘% ,
秃〔N

.

JI妊抢‘x 一 A 七
匆l}, o ,

所以 !jx 一 A “‘, ]j, o ,

x 二 h m A 抬
勺〔评

,

‘ X , .

所 以 B , ‘X ,
) n P er A 仁 X

, ,

对 任 意
二任B

,

(X
,

)c E
,

存 在 周 期

点称〔B
, (X ,

) n P e r A 仁 X , ,

使
‘一乙蚁肠〔X ;

·

因 此
,

B ”(X
,

)C X
, ,

所以 X , 二B ,

(X
,

)一

B ,
(才

, 、
.

交2 、 取 、< 叮< 小
,

由于B ,
(砰

,
)门X

。二 X , 自X 。铸必
,

存 在 二〔研
, , , 任X

。 ,

]jx 一酬 < 人

则 x 〔B
,

X 。
)一X

。 。

设P与g 的周期分别为 l与 。
.

因为 二〔W
“

(P) n X 。 ,

X
。

为 T , 的闭不变

集
,

则有 ,

决望
A

一 “‘“

“X “ ·

任意
“〔不

, ,

恕
姓

一 “‘’“一’〔X “ ·

则“充分大时
,
了
’ 一 ’‘““ 任

B , (X
。、一 X

。 .

所以存在
二〔x 。 ,

牙
,

c w
。,

X , ~ 评
,

c= X 。,

同理 X
。

c= X
, ,

X , 二 X 。 .

定理 4 的证 明

若 p 〔P er A
,

则 X , ~ B
,

(X
,
)

,

由引理 3 ,

X ,
为E 中开集

.

E c U B
,

(P )仁 U B
,

(X ,
)= U X

,

p 妞 P e r A 夕‘ P e r A 夕 ‘ P e r A

因为 E C= X I ,
E 是紧集

,

对存在有限个Pl
,

一 Pl 使 E 一涅X
‘,

对这有 限 个 X ‘重新设

置
,

使它们彼此不交 (只需要每个集或者前一个的并)
.

因为A 牙户, ~ 牙 A p , ,
且X 夕, ~ X A p , ,

由引理 3得
,
若将X p : ,

⋯
,

X p ,

中在A 作用下对应于

心
,的那些X “的并记为 E

‘, ‘一 ‘
,

2 , ”一 “,

则有 E 一从E ‘,

E
‘

彼此不交
,

来证川 局 是超循

环的
.

设 E
‘
一 X , ‘: U X , i Z

U ⋯ 口X , 。* ,
p ‘, 〔 p e r A

,

j= 1 , 2 ,

一 k
,

则存 在 l> o ,
A ‘E ‘二

X p . (只需取l为Pl , ,

j一 1 , 艺 ,

⋯ k
,

周期的倍数 )
,

设U
,

V 为X p , 中开集
, 则矛U

,

矛 V 为

x p ‘中开集
,

则存在周期点q e 矛 U ) n X p , (由周期点稠密得到 )
.

由 引 理 3 ,

X p .二 x 。, q

〔Per 城
.

所以 (矛 厂) n X
。
一 (矛厂)门X p ‘~ 矛犷子叻

,

则存在二〔(矛X ) n X 。,

设 q 周期为

阴 ,
则彭瑰

.

五
一 “‘”“一“‘才认 讨充分大的“

,
姓

一 “‘“‘〔A ‘U
,

所以 x 〔A , ‘“
(川U )n (‘厂)

.
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则A 舌‘, (诱A
‘U )门(A

‘犷))特价
.

令
n = k。

,

则 A
”‘
(矛U ) n (矛犷)袭功

.

由A 可逆
,

则 (A
. ‘U ) n

犷笋叻
.

由 [ 1〕可得A }
: ‘
是超循环算子

.

证毕
.

�.J, .J1J.口且O‘。Jr.Ll..L一weL

, t
.

J

I通�比」
一. .‘r.L

[ 6 ]

[ 7 ]

, .Jl .J.
n八19r

L工..L
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