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四节点元和八节点元�
一

收敛的比较
‘

段 梅�,� 宫本裕
‘
周本宽

“

陈大鹏
“

��� ��年 �月� 日收到�

摘 要

本文从理论上比较了四边形四节点元和四边形八节点元的 �一收敛性
,

得出八节点元较四节点

元有较快收敛率的结论
�

并通过算例进行了验证
�

关扭饲 有限元 四节点元 八节点元

一 灵汀 生全
、 � � 】二刁

在有限元分析工作中
,

’

对不规则形状的区域
,

常常选用不同的单元去模拟
。

� � � � � � �曾

对三角形单元划分
,

从理论上证明了高阶单元具有比低阶线性单元更高的收敛率
�

当奇异性

出现在角的顶点时
,

他还证 明了高阶元的收敛率与低阶线性单元收敛率之间的关系
�

然而
,

仅仅局限于对三角形单元划分的研究是不够的
�

要想提高计算效率和精度
,

要想研究 杂 交�

混合有限元
,

考察四边形高阶元的收敛率
,

并给出误差估计式
,

是非常必要的
�

为此
,

作者

在文【�」的基础上
,

进一步探讨了四边形八节点元的 � 一收敛问题
,

给出了有关的定理
,

并通

过四边形四节点元和八节点元收敛情况的对比
,

得出了八节点元比四节点元具有较快 收敛率

的结论
�

作者还通过几个算例
,

检验了理论分析的正确性
�

二
、

理 论 推 导

�
�

等参变换 � 〔��
��

“,

单元为四边形八节点元时
,
�一收敛的误差估计

这时的变换� 是次参变换
,
� 如同四节点单元的情形

,

因此有同文 〔�� 定理 � 同样的结

论

�
�

等参变换� 〔��
�

�
� ,
�一收敛的误差估计

这时等参变换为
�

� � 艺 价扒

召� 兄 � ‘势‘� ��
�

��

国家目然科学基金和博士点鉴金资助项目
�

岩手大学
,

日本盛冈
, � 西南交通大学 中国成都 �� 。。��

,
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于是
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其中
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其 中
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这意味着
,

四边形八节点元等参变换可表示为两部分
: 一部分是属于 (O

,
)

“

的四边形四节点

等参元
,

另一部分是扰动部分
.
也就是说

,

四边形八节点等参变换是空间 (0
1
)
2
中的四边形
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四节点等参映射F 的扰动
.

于是
,

对于形式为 (2
.
1) 式的等参变换

,

有下面的引理和定理
.

引理 若形如 (2
.
1) 式的等参变换是正则变换

,

已给一族凸四边形等 参 元 (K
。 ,

万 ,,

梦小
:二 ,

玄为等参 (正方形) 单元
,

则对充分小的h
,

存在常数C > o
,

使得
:

IF ll
, ,

走《C h
,

I F I
: ,
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.
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e
仕)

,

其 中
, e

, ) = 乞 (
x‘一 牙‘

)势
‘, 户仕) 为四边形四

节点等参变换
.
由文〔l] 的引理3得

:

I户]
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,

}
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.

其余各式的证 明与此类似
,

故略
.

定理 设 (K
, ,

刃
。 ,

岁
,

、
。 N 是凸四边形八节点正则等参有限元族

,

等参变换F 〔(Q
Z
)
2
是

正 则变换
,

如果存在k> 1
,

使得 p
。
c 必c H 叫才)

,
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,
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H
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。
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证 明 类似于文献 〔l] 定理 2的证明 (略)
.
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至此 ,
我们解决了四边形等参有限元插值的误差估计问题

.
从四边形四节点元得到的

:

!u 一 H u l。
, 二
《C h
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由 (2
.
3)

,

(
2

.

4
) 式对比可见

,

当h充分小时
,

四边形八节点元比四节点元有较快的收敛率
.

三
、

实 例

下面我们将通过实例
〔2 一 ‘’来考察上述结论

.

例 1 考察图 1所示具有光滑角的 L
一
形域问题

,

材料性质和载荷数据 为
: E = 1

,

0
, , =

0
·

3

,
P = 1 0

.

0
( 均为5 1单位

,

下同 )
.

,
引
*(误差范数)

卜又竖为
节点元

4
}
一

~
少
.000663J

州
\�日日月才一

P

匕禽
一

-

一
元

N( 单元数)

图1 具有光滑角的L 一形域 图Z L 一形域解的收敛情况

对此问题
,

分别采用四节点元和八节点元计算
,

得到如图2所示的收敛曲线
.

例 2 考虑如图3所示的具有小圆孔板的问题
,

E 一 l’
.
0 x 108

, , 一 0
.
3 ,

t 一 1
.
0

,

p 二 10
.
。

其 四边形四节点元和 四边形八节点元解的议差情况如图4所示
.

{{。
、

.
。了误差范数)

0
.
7

0
.
5

0
.
3

0
.
1

杀入
、

8 节点元

幼= 气丁二
---.叫

匕 一
, . , . ‘

点
,
二 _ 二 N

(.*.
元奶

30 60 120 180 270 360 480

田3 具有小 圆孔的板 图4 具有小回孔板问题解的收散情况

例3 考虑具有奇异性点的 L 一形域问题
,

如图5所示
.
E 一 1

.
。

,
1) 二 。

.
3

,

P ~ 1

·

0

.

其收

敛情况如图6所示
.

由图2 图4
、

图 6 可见
,

对问题的四边形划分
,

四节点元和八节点元的解是收敛的
,

而

八节点元较四节点元有较快的收敛率
.
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瀚日
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一

1
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一P 元

州专点元
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圈5 具有奇异性点的L ~形域 图6 具有奇异性点的L 一形域解的收散情况

四
、

结 束 语

本文针对四边形八节点单元给出了解的h
一收敛的误差估计式

,

并与四边形四节点元解的

收敛率进行了比较
,

得出四边形八节点元比四节点元收敛速度较快的结论
.
实例充分证明了

这一事实
.

[ 3 ]

[4 ]
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