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摘 要

本文针对宽浅型水域
,

对三维湍流时均方程组逐项进行深度平均
,

推导出包含自由水面 和 地

形影响的深度平均流动控制方程组
。

本文还同时获得了深度平均形式的k 一。湍流模型方程组
。

因计

入了水流的三维效应
,

该模型称为完全深度平均模型
.

考虑到天然水域几何边界复杂
,

本文运用较简便的方法
,

将上述模型方程组变换至正交 坐 标

系下
.

所得控制方程组可以直接运用于对实际问题的数值模拟
.

关健饲 揣流 数学模型 深度平均 正交坐标系

一
、

引 言

在河流
、

湖泊
、

河 口等宽浅型水域的二维流动问题中
,

目前广泛采用的深度平均控制方

程组没有考虑自由水面
、

地形和水深度变化对二维深度平均计算的影响
〔‘’.

特别是对于水深

方向流动结构复杂的水域
,

这类略去水深方向物理量不均匀性影响的流动控制方程组在物理

意义上是不严格的
.

尤其是进行湍流数值计算和非恒定潮汐流数值模拟时
,

传统的深度平均

模型几乎不能给出合理的结果
〔z , “’.

为此
,

本文从湍流三维时均方程出发
,

逐项严格进 行深

度平均
,

既考虑了自由水面和地形的影响
,

又通过相应的模化方式摸拟 了水深方向流动不均

匀性所产生的离散作用
,

同时还建立了相应的湍流 k一。 二方程模型
.

所得方程 组不仅具有准

三维计算方程 组的特点
,

而且保留了原有二维方程组简便的优点
.

因此
,

本文方程组所构成

的模型称为完全深度平均模型 (C o m p le七e D e p 七h 一A v e r a g e d M o d e l)
.

天然水域几何边界复杂
,

往往为曲线形状
.

为了便于实际流动问题的计算
,

本文运用简

便的变换方法
,

得到了该模型方程组在正交坐标下的表达式
.

二
、

完全深度平均方程组

假设条件

( l) 假设水深方向压力服从静水压分布
,

即

尸一尸
。
+ Pg (

z 。+ h一 z) (2
.

1)

清华大学
,
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其中
,
尸

。

为表面大气压
,

几为底部高程
,

h为水深
, z
为水深方向坐标

.

自由表面流的表面和底部运动学条件为
:

擎
+ 火尊

一 ,
,

粤
+ 叫奥

一 ,
U 百 U 不。

一

U 不 0 火。

其中 H 为自由水面高程
,

上标: 和 b分别表征物理量的表面和底部值
,

下标 a =

水平面上的两个方向
, 田为水深方向流速

.

(2
.

2 )

1 , 2 ,

表示

2 ) 只考虑不可压缩的均匀流体
,

流物物性 (密度 p 和粘度系数 川 在流动中保持不

2
.

深度平均的运算规则

( l) 约定下标 ‘或 j= 1 , 2 , 3 与x , , , : 三个方向相应 , (2 )约定下标a 或刀二 1 , 2对应于水

平面上 两个方向 , (3 )上标、为深度平均符号
.

变量中的深度平均值为

多一封
“

剑
二
或 。一 多+ 咖

“ J Z b

其中

均值为

中“
为水深方向物理量与其平均值的差值

,

是水深
: 的函数

.

(2
.

3 )

则两个量的乘积的深度平

口户, 尸

U
o

U , = U
。

右, + 。二u (2
.

4 )

由含参变量的积分公式
,

即L ei bni tz 公式
,

得

李【
“

剑
: 一犷奥

d : + , 攀
一。舆U 再 a J z b J 之 b U x . 0 尤口 O X a

(2
.

5 )

口(八毋)

口x -

一咖尊
+ , 奥U X O O X a

(2
.

6 )

尸. 创

(h
。二u ; )一

‘U
O

U , ,
·

署一尸口

口一X

一口

”

(瓮)
-

由(“
’

4 )和 (“
’

5 )犁豁
”

(旦留
户

)
一

命
(”“

·

“, ’+

+ (。
。

。 , )。

奇 (2
.

7 )

对时间 t 的偏导数的深度积分与 (2
·

6 )式类似

时熏、
一巡华上

一。
,

擎
+ 。。

粤
、 U 石 I LI 番 U 石 O 不

(2
.

8 )

关于深度平均运算的其他规则
,

详见文献〔4 〕
.

时均流的深度平均方程组

( 1 ) 连续方程

可压缩流体的时均连续方程为

口P
一二丁

~

十
U 不

口P“‘

口从 一

得

(2
.

9 )

为将上式下标分解
,

口P
.

口Pu o
.

口Pw
一
-

二石, 十
一苏丁厂 十一厄不 , 二 O

口盛 U 人 a U 之
(2

.

10 )

运用 (:
.

5 )形对上式前两项作深度平均计算
,

并注意到杯
~

髻粤
一

)
、 U 乙 I

= (p 田 )
’一 (p 脚 )

。,

引入表
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面和底部运动学条件 (2
·

4 )式
,

最后可得

口h声

d t

d hp U
。
_

口尤
。

(2
.

l r)

引入流体均匀假设
,

得
口Ph

.

口Ph口
.

- 飞获一十一一弓万一
~

= U
U 石 U 弄口

(2
.

1 2 )

( 2 ) 深度平均的动量方程

三维时均流动量方程为

鲁碑弩一器
+

会+P “ (2.1 5)

其中
,

切应力为 介 , = 讨, + 讨, ,

讨,为粘性应力项
,

讨, 为湍动应力项
,

G ‘

为单位质 量 力
.

将

(2. 1 3 )式下标分解
,

得
口PU

o .

口户U
o
U e .

口PU
.
U , 口尸

:

口介 , ,
口公

。 : , 。户

一
叫~

一
叫口

—
二二 - - 又

一
, . 一不甲于~ 门 ~ 一万二, 一门尸 r

,

、J 口

d t
‘

d勺
’

d 怎3 口Xa
’

口却
一

a x s
(2

.

1 4 )

对上式作深度平均
,

再乘以水深h
,

左边第一和第二项按运算规则 (2
.

5) 和 (2
.

7 )式运算
,

第

三项为
. ‘暇旧. . . 口口

人(旦夕旦
旦
旦
色
、

\ d X s l

= (p U
o

U 3
)
‘一 (p U

一

U :
)
扣

引入底部和表面运动学条件(2
·

2 )式
,

左边三项相加
,

得

口户五打一
左迈 = 一气石- 十

呀产 吞

即h打
。

打,
尸. 创

(p h“公。盆)一夕

0一劣

一d

娜丝
击

一 ‘”U
·

)
·

(
+ “ ,

署
一 U , )

+ (、U
。

)
。

(鲁
+ U 。
念

一 U ,
)

一
型彝+ 丝冀鱼鱼+

荟
(Ph Ph税

)

U ‘ U 弄夕 U 再尹

方程 (2. 14 )右边的压力项经深度平均运算
,
并引入静压分布假定 (2

.

1) 式
,
可得

“
(勤

一 p 。

嗡
对方程(2

·

14 )右边的切应力项
,
可写成

h

会)
- 口h分

。 ,

d%夕

口H
. 。

口九
一 丁‘声百石

,

十丁云夕

丽蔺

K豁)一
,

3

一二
3

h户口
。
= p hj

。

(j
。

为C o r io lis力项 )

将右边各项相加
,

并把表面和底部剪切应力分别表示为
·

,

一
, ,

瓮
+ · :

3 , ·“

一
“,

会
+ ·
”
3

最终
,

水平面上两个方向的动量方程可写为

丝丝竺山丝二旦竺旦三_ _ 。。h鱼竺、
一

夕‘
口才

‘
口x ,

’

口 ~
口x 。

’

口戈夕

声勿尹

[h (分
。 , 一 P“ : 。百)〕

+ 比 一 r
票+ Ph了

。

(2
.

1 5 )
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(2
·

‘5 )式钊出
团内深度平均动量方程的精确表达式

·

其中新增加的类似于湍动应力的

二阶关联项一 p 。知 ,是 由于流速水深方向分布不均匀所导致的
,

其性质类似于讨, 〔”’,

在深度

平均流动计算中它反映了水流的三维结构
,

该项和川
J一样需要模化

.

( 3 ) 深度平均的标量输运方程

对于对流扩散形式的标量输运方程
,

采用类似的推导方法
,

可得其精确的深度平均表示

式如下

口Ph中
.

一一二石一
一

十
U 不

口户h右
a

场 口

一瓜丁- = 豆石

产, 洲

(盯
。 一 p h“公巾

“

)+ 户h夕。 (2
.

16 )

其中
,

J
。

是包括分子和湍动扩散在内的总通星
,

S 。
为源项

.

关联项一 ”
“公巾

“

是由U
·

和中的深

度方向分布不均匀所产生的通量
,

与 一 p‘
。

公一样需要模化
.

( 4 ) 深度平均方程组的封闭巴迢 ,
湍动应力记,

、

离散关联项 一 p 。公衅 和湍流扩散通量 一 p而或 离散扩散通 量 一Pu 言巾
“

均需要模化
.

本文采用 B Ou ss in e “q 的涡粒性假设模化
:
朴

〔。’,

考虑到粒性应力的广义牛顿

公式
, r 。 ,经深度平均后为

‘

一ne(会
+

鲁)
一

中
:

爵
+ U ,
尝)

一

枷
‘蜘

(2
.

1 7 )

其 中 风为有效粒性系数
,

户
。
= 拼+ 风

,

声
: = C , 户花

“

/ : (2
.

2 8 )

上两式 中
,

花为严格的深度平均湍动动能
,

即 芜=

、 . 口 . .
、

}

一
叫

一

合
“‘“‘, “为深度平均的湍动动能耗散率

,

占
口 , 为 K r o n e e k e r D e l七a

.

关联项 一 Pu 公衅的模化比较困难
.

本文类比于 弓, 的模化方法
,

使

一

藏
一 。·

(会
+

会)
一

(
户“

·

+ ;乙·

会)
d一

(2
.

1 9 )

其 中

尺度

内 类似于 价
,

称离散系数
,
“‘ 为 心的自相关量

,

即“‘一 合嵘心
.

当选取M舔为速度

为长度尺度时 (对于浅水域通常 l一 句
,

内可写为
:

拼。= C
, 。p 材k d l (2

.

2 0 )

将 (2
.

17 )和 (2
.

1 9 )式代入 (2
·

15 )式
,

可得模化后 的深度平均动量方程如下
:

口PhU
。

一一, 不
~

一十
O 不

口p h右
。

口,

o 义刀 一峋h

瓮
十

众〔Eh (会
+

会)〕
+

孟[ne(
U :

念
+ ‘ ;

会
一 ““

尝
一 “ :
会)」

一

命(普Ph
‘+ Ph “

d + 机会)+r
“一“+ Ph ‘

·

(2
.

2 1 )

其 中 E 一拼+ 八
‘
十 拜。

.

该方程考虑了水深方向不均匀性的影响 (如方程右边第二项 )
,

计入

了水深和水面变化所产生的扩散量 (如方程右边第三项 )
.

与传统的深度平均动 量 方程
〔‘’相

比
,

上式包含了水流三维结构的影响
.

深度平均后的动量方程完全包含了水流在时间和三维

空间上的不均匀性的信息
.

~
当对 一 尸U

。

中项和 一 户“公中
“

项均采用梯度扩散假设时
,

即
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一 PU
。

小=
口小
。护石

~
户

J 。 口义
。 一 P“公小

” 二
拼D

J D 。 口x a

其 中 a 。和 a 。 。均为经验系数
,

则深度平均的标量输运方程 (2
·

1 6 )式变为

口p hU
。价

口x a

一

命〔
”

阵
+

念)尝」
+

命(几
‘
斋)

�中P口

一

云阵沙尝
一 中。

会)]+ Ph “
·

( 2
.

2 3)

上式 中
,

户
。 = D + 风/ a 。 , D 为分子扩散系数

.

(2
·

2 3) 式右边第二项为分子和湍动扩散余项
,

右边第三项为表面运动引起的扩散项
.

( 5 ) 离散动能k d 的输运方程

建立合理的离散动能k ‘的输运方程
,

对计算离散项是十分重要的
.

类 比于湍动能 k 方程
的推
翌

程
,

可以从构造精确的离散关联项
凉

的输运方程入手
,

得到
喻

程
.

衅衅和 k‘ 方程的推导过程 比较 复杂
,

请参见文献〔7〕
,

限于篇幅
,

此处不再详述
,

只给

出最终所得离散动能k‘的输运方程
:

嘿黔
+

命
(户“U

·
“·

卜谕l(
。
。

+

会)
‘

会」

+ h (G 是
。+ G 。‘ , 。

一 C丢户k甚
l , / l)

其中 剪切产生项 G 急
‘和反映底部影响的源项G 。‘ , 。

分别表示为

(2
.

2 4 )

。
。

1 / 口右
。 .

d打。 、
2 , n , .

口右: 、口右‘

妙知 = 万拼
”

气豆蕊 十万瓦 ) 一气尸
“‘卞拼”万万)毛咬厄

G , ‘ , 。

= C 二刀PU 墓/ h

(2
.

2 5 )

( 2
.

2 6 )

上列三个方程中
, a K 。

、

C么和C K 。均为经验系数
,
U 二
为摩阻速度

.

( 6 ) 完全深度平均的 k 方程

对标准 k 方程
〔“’
作深度平均计算

,

最终可得完全深度平均的 k 方程如下
:

口Ph 花
口t

口户hU
口

花

口x
a

口 「/

= 二不 丁
~

! . 拼十
U 人 a L \

卫上、
仃 企 /

,

口庵 1
左 , 二

一 l
口X 口 J

+

共「(
。+

粤丫
:
李

一、
·

塑
+ 、。

粤、1u 人 a L 、 U 七 I \ U 弄 a U 荞 口 U 满口 / J

+ q里一 q 至+ h (G I + ‘。。

一 p 动

如果考虑到ka 、 k ”、 正
,

则可以得到较为简洁的完全深度平均的 吞方程如下
:

(2
.

2 7 )

口Pk花
一一一二丁一

~

十
a 丁

口户h右
。

石

口戈
a

口 「f 二 ,

万
:
、
。
口石 1

. 。 ,

。 。 .

。 。
_ , 、

一 气了二一 ! . 抖个 冲二一一 lr’花刃了 l十
“ 气廿 L

十 廿幻 一 尸￡ )
U 不口 L \ U 舌 I 口荞 a J

( 2
.

2 8 )

方程 ( 2
·

2 7 )和 (2
·

28 ) 中
,

水平剪切产生的湍动能产生项G 昙表示为
。卜合乎(鲁

+

鲁
一 “ :

会
一 “ ;
器)

“

(2
.

2 9 )

显然
,
‘呈包括了水深和水面形状变化对湍动能产生的影响

.

G 。。

是底部摩擦引起的源项
,

表

示由于底部摩擦所导致的离散项 一 p “触
“

和其他源项
,

G 。。

= C 。户U 豆/ h ( 2
.

3 0 )

其 中 C。
为经验系数

, U ,
为摩阻流速

.

( 7 ) 完全深度平均的
。方程
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对标准
。
方程

『”,
进行深度平均运算

,

考虑到 沙、砂、 : ,

可得完全深度平均 的
。
方 程 如

下
:

口Ph 艺

一万I-
~

十
口 ‘

口p h口
。若

口x
a 一命〔仓

十

晋)
”

斋]
+ ”

(
G

a 。

= C
o

P U

c l ,

景
‘ + ‘

!

一 C
Z ·p

干) (2
.

3 1)

其中 墓/ h

Ca
,

C , 。和C : 。

均为经验系数
.

同样 (2
·

3 1) 式也反映了流动的三维效应
,

(2
.

3 2 )

以及底部和 自由水面

形状的影响
.

( 8 ) 完全深度平均模型的参数

表 1给出完全深度平均模型中的十一个参数
.

前六个参数沿用标准k一。模型所采用的值
〔日’ ,

后五个经分析推导得出
『7 ’. 其中a 。和a 。。用于浓度 C 的计算

.

由于这些参数均是经验系数
,

尚有待于进‘ 步验证和改进
.

表 1 完全深度平均挑型系数

工{生}竺!二}一户三巨三
.

“
·

09 { 1
·

44 } 1
·

92 { 1
·

0 } 1
·

3
} 0

·

6 1 0
·

04
}~ {二州二口
匕2 卫 5

·

0 ! 1
·

5 1

三
、

正变坐标系下完全深度平均方程组

坐标变换的方法

将直角坐标系的方程形式变换到正交坐标系下
,

其方法有多种
.

本文采用 8
.

B
.

P o p e[ ‘’

阐述的直接变换方法
.

首先将控制方程用张量的物理分量表示出来
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正交坐标系下方程组的表达式

按以上的规则顺序
,

对第二节所介绍的各模型方程作变换
,
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,
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,
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d x ,
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最终可得正交坐标系下完全深度平均模型各控制方程的统一形式如下
:
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.
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,
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四
、

结 论

1
.

本文推导的
、

方程式
,

构成了封闭的完全深度平均湍流方程组
.

方程中各物理量是时

均量的深度平均值
,

具有明确的物理意义
.

该方程组不仅保留了时均流的三维结构
,

而且具

有二维计算简便的优点
.

2
.

本文依据关联项 一内公
“
g的输运方程类似于湍动应力输运方程的事实

,

通过k ‘输运

方程封闭了关联项 一 p “公。节的计算
,

在实际流动计算中证明可以得到合理的结果
〔7 ’.
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表 2

丁 &lJ 周雪漪 余常昭 梁 栋

正交坐标系的完全深度平均模型
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3
.

该模型包含了水深和地形变化对流动和物质输运的影响
,

可以通过简便而通用的差

分方法
,

直接对水深进行计算
,

可以方便地实现对自由水面位置的跟踪
,

摒弃了宽浅水域湍

流数值计算中长期采用的
“

刚盖假定
”

这一 简化假设
〔3 ’.

4
.

本文所推得的正 交坐标系下完全深度平均模型可以直接用于数值计算
.

已将其成功

地应用于天然弯曲河道污染排放的数值计算
〔7〕,

其结果将另文发表
.
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