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摘 要

本文研究弹簧质量系统对无穷大平面碰撞振动的分叉问题
.

证明了在接近完全弹性碰撞和在

一些特殊的频率比附近
,

存在余维二分又现象
.

利用映射的正则型理论
,

将 Poi nc ar ‘映射变换

成含两个参数的正则型
,

通过分析该正则型
,

我们得到周期倍化分叉
、

周期 1 点
、

2点的H o p f分

叉
.

并进行了数值验证
.

关键词 碰撞振动 稳定性 余维二分又

言
业HlJ

一

近年来
,

国内外才碰撞振功系统的分叉混沌现象进行了广泛的研究
.

但重点仍仅限于简

单 (余维一 ) 的分叉问题
.

对混沌的研究则 或基于近似模型或依赖于数值计算
.

文〔1〕
、

〔2 〕

对两类不同的碰撞振动模型的周期倍化分叉进行了研究
.

给出了分叉条件
.

并对混沌运动进

行了数值计算
.

文「3 ]
一

了沂谓
“

弹跳小球
”

的简化数学模型
,

借助于 S m al e 马蹄理论
,

证明了

混沌运动的存在
.

最近
,

文〔4 」指出了文〔3 〕的缺陷
.

本文对弹簧质量系统对无穷大平面碰撞振动的余维二分又问题进行了较详细的分析
.

首

先建立P oi n c ar 。映射
.

并计算该映射在不动点处的导映射的两个特征值均为一 1的条件
.

根

据映射的正则型理论
,

得到含两个参数余维二分叉问题的正则型
.

分析此正则型
,

得到周期

倍化分叉
、

周期 l 点
、

2 点的H o p f分叉
.

二
、

Poi nc ar 6 映射及正则型

我们研究图 l所示的力学模型
〔5 ’.

它也是冲式振动落砂机在一种极限情况下 的 力 学 模

型
〔“’.

它 与气动微震造型机的力学模型十分相似 (反作用力不同)
.

质块M的运动微分方程

和碰撞方程为

份
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.
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其中 分_ , 云
十

分别表示M 与平面碰撞前后的速度
.

R 为碰撞恢复系数
.

在增广相空间中 (图 2 )
,

非光滑曲线面匆反命 与厂前丸获勿飞于别表示振子M的

周期运动和相应的扰动运动
.

在图 2 中还标出相轨线上控制点的
x , , 坐标

.

P oi n ca r 。 载面

通常有两种取法
: 斤 , a c R

Z x S
.

其中斤= { (夕
, x ,

口)〔R
Z x S , 8 = 0 m o d (2 二) }

, a = { (
x ,

v ,
0 )〔R

Z x s , x = a }
.

由方程 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

2 )
,

可建立相应的P o i n e a r 亡映射

X
‘ = 子(X )

,
Y

‘ = f ( Y ) (2
.

3 )

其中 X = (△x 。 ,

△九 )
、

X
‘二 (△瑞

,
△拭 ) , Y一 (△分

、 ,
八几 )

,

y
‘
= ( A鲜

,
么r
急)是超平面气

二上的扰动矢量
.

容易证明
,

当M 与平面发生碰撞时
,

若其速度不为零
,

则存在变换

Y = P ( X ) ( 2
.

4 )

其中 尸为局部微分同胚
.

由 ( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 )可得

了一P
一‘o

f
o

P (2
.

5 )

因此了、了
,

即了与f等价
.

( 2
.

5) 式可表示成图 3
.

我们取定 P oi n c a r 。 载面 二 并建立f
.

把 0坐标的原点移至0 1
(0

2

)
,

方程 ( 2
.

1) 解的无量

纲形式

8
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~ .

将控制点坐标代入 ( 2
.

时
、

(2
.

7 ) ( 设
a = 0)

,

得
:

一厅尸

.. .�...叮口

�, .司j

o = bZ + s i n r 。

o = b zs + b
:
C + s i n 丁。

*
_

_ 包+ C 。s : n

Z

b : ~ b
, 。

. _

之 _
= 丝 C 一 兰1 5 + c o s介

2 2

云十 = 一 R 分
_

(2
.

5 )

f
. . . 匀 . 曰. . . 曰曰曰 . . . .

. . 甲. . . . . . 口. . . . . .

I

口 哥



(2
.

9 )

、..I.weI、.rlll,/

一类碰撞振动系统的余维二分叉和H 叩 f分叉

o = 5 : + s in (
: 。+ △: 。

)

0 一 。: 。, n竺护旦
+ 。2 。。s卫共竺

+ 。in (
·。+ △·

。

)

, +

+ △* + 一

警
+ c o s (

·。+ △·
。

)

6 5

石
1 2 兀 + △分 石

,
.

2二 + △0
念_

+ 凸兴 = 一 C O S

—
一一 S ln

—
+ C O S (T o

+ 凸r o )
君 2 之 之

△恋草= 一 R △云三

其中 S = s in (2 二 / 二)
, C = e o s (2 二/

z
)

.

由(2
.

5 )解出

2
劣

一 澎币万厕不门习西骊正嗒瓜面下

1一 R
C 0 8 了。=

材 (1一 R )
“
+ [ z (l + R ) e 七g (二/

z
)〕

“

由 (2
.

9 )的第一
、

三式解出石
1 ,

阮
,

并代入 (2
.

9 )的第二
、

四式
,

并利用 (2
.

9 )的最后 一 式
,

得
:

夕(△全
+ ,

△二
。,
△0 )= z [分

,

+ A分
、 一 c o s (

: 。

+ △r 。

)〕S in
2 汀+ A 6

2

2 汀 + △0 二
, . ‘ 。

.

一 5 I n (r 。
十 凸公。)C O 吕

—
+ 吕In LT o

+ 凸以+ 凸T o

之

(2
.

1 0 )
△毖车= 了

1
(△毖

十 , △T0 , △0)

一叹
〔‘

·
+ A‘一

C o “‘一+ “‘
。

, ’c o “ 2兀 + 么6

之

+ 上 : in (二
。
+ △: 。

)。in尘吐丝 + 。。。(:
。
+ △。+ △: 。

)一 * _

不
2 2

一

户

八:

卜 △: 。

+ △0

设d g / 0△e= 分_

今 。
,

则由隐函数定理
,

由(2
.

1 0) 解出

△0= △0 (△毖
+ , △r 。

)
,

△6 (o
, o ) = o

(2
.

13 )代入 (2
.

1 1 )
、

(2
.

12 )式
,

得P o in c a r ‘映射
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,
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因为 b < 0 ,

故周期 2 点X ; ,

X Z
对脚 > o存在

,

且关于原点对称
.

周期 1 点与周期 2 点处的线

性化矩阵为
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图 6 中的各区域的边界方程如下
:
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通过分析 A , ,
A

:

的特征值
,

可知当参数经历区域 ¹ 、¿ 、» 变化时
,

周期 1 点的类型
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经历由稳定焦点、稳定结点、鞍点的变化 (图 6 )
.

当参数通过L
3

时
,

产生周期倍化分叉
.

当

参数经历» 1、»
:
、»

3
变化时

,

期周 2 点X ; (X : )经历由稳定结点 , 稳定焦点 , 不稳定 焦 点

的变化
.

而在L l与L6 上
,

分别产生周期 1
、

2点的H o p f分叉
.

下面以 L l上周期 1 点为例
,

来

验证H o p f分叉定理的条件
.

引理 「, , , rs ,
设巾

B

是含一个参数的尸上一个微分同胚
,

假设

( i ) 巾
.

(o , o ) = (o
, o )对所有的。成立 ;

(11) D 中
。

(o , o )有两个共辘特征值几(。)
, J (。)

,

满足 !凡(o )卜 l ,

(1111)

( i v )

d }几(。) 1
d e

几价 (o )今 l ,

> 0 ,

B . 0

m = l一 2一 3 , 4 , 5 ,

在假设 (i) 、 ( iv )条件下
,

存在与
。相关的坐标变换使

巾
,

(x , 夕) 二N 中
。

(x
, 夕) + O ( {X !

”

)

在极坐标中

N 必 , = ( ,几(。) }r 一 f , (。) r 3 ,

功+ 0 (。) + f
3

(。) r
3

)

如果f , (0) > 。,
则对

e > o ,

存在一个稳定的不变圈 ; 如果f l ( 0) < o ,

则对
: < o ,

稳定的不变 圈
.

设巾
。

(x
,

功的复数形式为

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

存在一个不

。。(: ) 一 * : + (粤
: 2+ 。 , : : : +

粤
: 2

、+ (粤
一

: 3+

粤
二

一

:

、 乙 乙 I 、 勺 Z

+
粤

: : 2
+
粤

: 3

、+ o ( l: }‘)
乙 匕 I

( 3
.

6 )

了
1 (。卜 R ·l书行男弄

G 1I G

小音
G 12“12+

告
G : 2
“

22 一 R ·

(粤) ( 3
·

7 )

在 L : 上
,

引理中的条件 (1)
.

( ii )
.

(iv )均成立
.

只需验证条件 (iii )并计算f , (0)
.

在区

域 ¹ 中
,

不动点的特征值满足

.几1 1
2 = f几: l

“= 一 (拼, + “:

) = x + :

其中
: = 一 扭

, + “: )《0 .

所以

( 3
.

8 )

d }凡(。) }
d e

。一 。_ 一

合
> 。

因此引理中条件 ( iii )成立
.

在L ,上有
, : - 一 扭 1+ 拼2 ) 一 0 .

故可令月
1一 脚娜2 - 一川

,

则
,

一 1+ 拼 l、

D 巾。

(o
, o ) = (3

.

10 )
’

一 拼

一 1+ 拌
巾

。

(%
,
夕) =

一拼

/ O

+ { 》+ O ( }X {5少
“bx 3

+ a x 艺夕 /

(3
.

11 )
大夕/叮.、、

、.,产

一

通过线性变换
,

将 (3
.

11) 的线性部分化成标准形式

/
,

。 /万一f万、/
_ , 、

{一
‘个矛 一v ” 一

了 日
,

。Ly z , v : ) = !
,

—
曰

扭 l
_ .

1
‘

2 .
拼 汤 l

甲
拼一
尹

’ 一 ‘个了 尸、



7 0 谢 建 华

一
一

.

一
, +
(
“一

誉咖
,
/之万卜

·(}· }
5

)

(3
.

1 2 )
y功

a

‘

产‘1...‘、

+

其复飘形式

,
。

‘
·

, 一“
· +
合

·‘·+ ‘)【女(一
: )〕

“

+
(
。一

誊
·

)〔女(一
: )
」

3

/之不争
+ O “

·
,
“

,
(3

.

1 3 )

容易算出

,
1
(。卜 一 R e

(粤)
一

壳(2 ·+ 3。卜器
。

(5
.

1 4 )

由 (3
.

14 )知
,

当2a + 3b < 。且“充分小时
,

系统存在不稳定的不变圈
.

最后由 (2
.

2 0)
、

(2
.

21 )
,

可验证
:

当之 = 2 3

时
, a = 1

.

0 5 9 5 7 ,
b = 一 5

.

6 04 2 2 , Z a + 3 b = 一 14
.

6 3 3 5 ( o ;

当 z = 2 7

时
, a = 3

.

2 1 5 5 5 ,
b = 一 9

.

75 7 7 9 , Z a + sb = 一 2 2
.

5 4 2 2 1 < o ,

因此在接近完全弹性碰撞
,

频率比在
: 3 , z ?

附近时
,

产生亚临界的H o p f分叉
.

对乙
.上周期 2 点的H O p f分叉条件的验证是同样的

.

四
、

数 值 结 果

我们就 (2
.

2 0) 式
,

对图 6 进行了数值验证
.

其结果如图 7 各图所示
.

图 7 (g )是根据微机

屏幕里示结果
,

手工绘制的
.

其余各图由绘图仪绘制
.

由于技术原因
,

绘图仪绘制的图 对 二

轴作镜面反射之后
,

才给出实际结果
.

考虑这一点
,

图 7 中各结果与图 6 中结果基本吻合
.

每图是由两条轨道形成的
.

其初始点为(戏” ,

弱
‘’)

、

(瑞
, , ,

弱2))
.

各图对平面作二角旋转 不

变
.

迭代次数
。
在图中示出

.

图 7 (a) (b )
,

对应于参数 (脚
,

内 )取在Ll 上 (完全弹性碰撞 )
.

由图 7 (a )看
,

平衡点似乎为中心
.

当 ”
增加时

,

由图 7 (b )可见平衡点为不稳定焦点
.

轨线按

逆时针方向盘旋发散 的
.

由于在不同的矢径上
,

每次迭代的幅角增量是不同的
,

因此形成 了

极规则的图形
.

图 7 (d )表示里层的轨线按逆时针方向螺旋式趋于原点
,

而外层则按同方式发

(a ) 拼i = 7
.

0 7 1 0 6 7 欠 1 0 一3

“2“ 一 7
.

0 7 10 6 7 X 1 0 一 3 ,

(x 否
, , ,

v石
, , )二 (0

.

0 1
,

0
.

0 )
,

(x ;
, , ,
。百

, , ) 二 (0
.

0 0 5
,

0
.

0 )
.

”二 10 0

(b ) 拼1 = 7
.

0 7 1 0 6 7 x zo 一 3 ,

“2 = 一 7
.

0 7 1 0 6 7 又 1 0一 3 ,

(x

;
, , ,
。;

, , ) = (0
.

0 1
,

0
.

0 )
,

(二;
” ,

。;
, , )二 (0

.

0 0 5
,

0
.

0 )
.
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(e ) “i = 8
.

9 1 0 1 x 1 0 一3 ,

拌2 = 一 4
.

5 3 9 8 x lo一 3 ;

(d ) 拼l = 8
.

9 1 0 1 X 1 0 一3 ,

召2 = 一 4
.

5 3 9 8 X 1 0一 3

(二 ;
‘、 ,
。;

‘, )= (0
.

0 2
,

0
.

0 )
,

(二;
, , ,
。
;

, , )= (0
.

0
,

0
.

0 3 0 5 )
,
” = 1 0 0 0

(二;
, , ,
。;

‘, )二 (0
.

0 3 0 5
,

0
.

0 )
,

(x

;
, , ,
。;

, 、
) = (0

.

0 3 3
,

o )
, 。 = 4 0 0

(e ) “i= 8
.

9 1 0 1 x l o一 3 ,

(x

;
‘, ,
。;

‘, ) = (0
.

(x

;
, , ,
。;

, , )= (0
.

0 3 0 5

拼2“ 一 4
.

5 3 9 8 X 1 0 一3

0
.

0 )
,

0 3 3
,

0
.

0 )
, ”二 8 0 0

一{
益亏 徽

(f ) 拼i = 1 0 一 1 ,

“2 = 一 Z X lo一 3 ;

(、;
, 、 ,
。;

, 、
)二 (0

.

0 1
,

0
.

0 )
;

(、;
’) ,

。;
,

、

)一 (0 0
,

0
.

0 1 )
, 。一 4 0 0

(g ) 拼z = 1 0 一 1 ,

拼2 二 1 0 一3

(x

;
‘、 ,
。;

‘) )= (0
.

0 2
,

0
.

0 )
;

(x

;
, ) ,
。{

, 、

)一 (0
.

0 2
,

0
.

0 2 )
,

矛宝二 4 0 0

(h ) “, = 9
.

8 7 X lo一 3
,

尽2二 1
.

5 6 火 1 0 一 3 ;

‘式
‘ ,

(才
、 ,

g肾
·

)二 (遵欠 1 0 一 , ,

一 3 X lo 一‘)
;

刀{
,
)二 (Z x l o一 ,

,

1 0 一‘)
, n 二 3 0 0

(i) 召1 = 7
.

0 7 1 只 1 0 一 3 ,

召2一 7
.

0 7 1 X l o一 3 ;

(、;
‘、 ,

。;
‘、

)= (1
.

s x lo 一 ,
,

一 8
.

5 又 1 0 一‘)
;

(二 ;
’、 ,

。;
, )
)= (Z X l o 一 ,

,

4 欠 1 0 一 书)
, n = 4 0 0

图 了
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散
.

因此不稳定的H o p f不变圈位于内外层轨线之间的间隙中
.

当 拄
增加到 8 00 时

,

比例缩小

三倍
,

得到图 7 (e)
.

其中图中内外层间微小间隙可表示H o p f不变圈
.

它与义轴的 交 点 为
:

。
.

0 3 0 5 < , < 。
.

0 3 3
.

图 7 (f) 是典型的稳定结点
.

图 7 (g) 是倍化分叉的结果
.

原点由 稳定 结

点变成了鞍点
.

失稳后
,

形成了稳定结点型周期 2 点X , (X
:

)
.

图 7 (h) 中周期 2 点 为稳定的

焦点
.

图 7 (i) 中的轨线先各自绕X l
、

X
Z

点旋转
,

而后突然沿包含X ,
、

X
Z

两点的较大的轨 线

上运动
.

由图中可见
,

存在着 同宿轨线
.

运动对参数的依赖极敏感
.

极可能在存在C h a叨运

动
.

有关理论和数值工作有待进一步研究分析
.

致谢 本文蒙承G
.

lo o s s教授
、

舒仲周教授指导
.

李骊教授仔细地审阅了初稿
,

并建议

作者进行本文的数值工作
.

绘图工作得到了西南交通大学振动
、

冲击与噪声 中心的蒋传清
、

袁向荣两位老师的大力协助
.

在此谨致衷心的谢意里
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