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摘 要

本文证明了四边形单元的 h一收敛性
,

给出了相应的引理和定理
.

讨论了误差估计问题
,

勺四

边形单元h一收敛自适应有限元分析准备了基础
.

关抽词 有限元 四边形单元 h一收敛 误差沽计

一
、

引 言

与其他数值解法 (有限差分法
、

有限条法
、

边界元法等 ) 相比
,

有限元方法在单元选择

方面最为灵活
.

它的诞生
,

为偏微分方程近似解的理论研究和工程应用
,

开拓了更广泛的前

景
.

迄今
,

在对问题区域的三角划分方面
,

解的h一收敛 的误差估计工作
,

已形成一整套数学

理论
『’一 3 ’,

并在自适应有限元分析工作中得到了广泛的应用
.

但实际问题常将求解域进行四

边形单元划分
.

例如
,

在区域内部
,

采用 四边形单元 (特别是矩形单元 ) 往往比用三角形单

元更好
.

因为
,

这样做
,

采用的单元数 目较少
,

而精度却较高
.

另外
,

引用 杂 交 / 混台有限

元求解问题时
,

通常多选择四边形单元
.

为此
,

研究四边形单元划分时h一收敛的误差估计
,

是十分必要的
.

本文将对四边形单元的h
一

收敛性进行理论
_

}: 的证明
.

二
、

基 本 概 念

虽然四边形单元和三角形单元在几何形状上有一定的关系
,

即连接四边形单元的至少一

组对角形
,

就可使它变成三角形单元
,

但因两种单元的类型不同
,

故插值函数以及对单元本

身几何性质的要求也有所不同
.

再者
,

有限元和参考有限元之间的变换
,

也因单元不同而有

所区别
.

因之
,

误差估计的研究内容亦将有所不同
.

定义 1 形式为 x ‘= 乙
a ‘, 念, + b

‘,

j 一 l

(x
: ,

x : ,
·

⋯ x
:

)〔R
”

为原坐标系中的点
,

2 ,

⋯
, n ,

d e 七(a
‘, )铸 。 的变换 (其 中

: x =

分二 (分1 ,
全: ,

一
分

:

〔R
”

为变换 舌坐标系中的点 )
,

i) b‘一 。 (‘一 l : 2
,

⋯
,

川 时
,

称为线性变换
.
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ii) 若至少存在一个‘
。,

使得阮
。
笋 。

,

则 称为仿射变换
.

定义Z k一线性形式刀、 (x) 的范数为
:

1}D 七u
(x ) }卜 s u P { }D 舌。

(x )(省
1 ,

省
2 ,

⋯
,

省。) 1}

l酬暴
定义 3 对于仿射 (或等参 ) 变换 F

,

若成立
: 。一 F (户)

,

万一 F (艺、,

岁 二毋
。

F
一 ,

(其

中
,

。
,

身是R
,

的两个开子集
,

它们内部非空且有L IP sc h t z
连续的边界

,

万和分表示有限元

的自由度
,
岁和毋表示 有限元的基 函数空间 )

,

则称有限元 (。
,

万
,

岁) 和有限元 (身
,

匀
,

少) 为仿射 (或等参 ) 等价
.

定义 4 设口和户为R
”

中的两个开子集
.

若存在一 个可逆仿射 变 换
:

F
:

, ‘户。 F (, ) =

T , + b〔。
,

使得。二 F (身)
,

则 称。和身是仿射等价的
.

定义 5 如果一个 有限元族中的所有有限元均等价于一个单一的有 限 元
,

则称这单一的

有限元为这族有限元的参考有限元
.

定义 6 若 有限元族 (口
。 ,

刃
。 ,

岁
。

)
。。N满足条件

:

i) 是一个仿射族
,

即它的所有有限元都 (仿射 ) 等价于一 个参考有限元
,

11) 存在常数k > o ,

使得 h
。

/ p
e

( k
,

V e〔N 成立 ,

111) h
。

” 0 ;

(其中
:

h
。

= d ia m (口
e , p

。

= s u p {d ia m (s )
, ￡

是包 含在 口
。

中的球 })
,

则 称 (口
e ,

万
e ,

梦
。

)
。。 N是正则的

.

定义了 若 四边形有限元族 (口
。 ,

刃
。 ,

岁
。

)
。 N对等参变换F 满足

:

i) 存在常数M > o ,

使得he / p
。

《M V e〔N ;

11) 各边中点偏 差 111一不11一 O (h
Z

)
,

其中
,

不一 F (i)
,

‘一 5
,

6
,

7
,

8 ;

则称这样的等参变换是正则的
.

在下文中
,

将用到符号尸
。 ,

Q , (壳为自然数 )
,

这里
,

尸
,

—
表示关于

n
个变量 x l , x Z ,

⋯
, x 。

的所 有阶次之和《k的多项式的全体
,

口。

—
表示关于

n 个变量 x l , x Z ,

⋯
, 二 :

的每个变量阶次( k的多项式的全体
.

三
、

四边形等参有限元插值的误差估计

岁)

立
:

3
.

1 等参变换 F 〔(尸
1
)

2 ,
h一收敛的误差估计

这时的等参变换F 是仿射变换 , F (幻 一 T 分+ b
.

若给定一四边形单元的正则族 (口
,

刃
,

(O
,

尝
,

自是一参考有限元
,

其中必是正方形参考有限单元
,
。为凸四边形单元

,

且成

i) 才
, + ‘, , (启)乌 e

。

(必)
,

11) 牙
, + ’, p

(介)勺附
“ , q (身)

,

111) 户
。c= 毋c= 牙

。 , q
(身)

,

(因为口为凸四边形正则单元
,

所以 !J ;
{铸 。恒成立 )

,

则由文献 [ 1〕得
:

存在一常数C (广义

常数
,

下同 )
,

使得每一向量
。〔附卜

‘, ,
(口)和族 中所有的有限元

,

有

}。 一 H o v 1.
, 。 , 。

《C (h艾)(
‘/ q 一 ’/ , )h璧

+ ‘一” }v l, 十 1 , , , 。

所以
,

对 k + 1》阴
,

有

I
v 一 H 。” }

。 , 。
《C h上

+ ’

}v l, + 1 , 。
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}。一 H 。。1 ; , 。
《C h玺}

v }。
十 1 , 。

}”一 刀, v i。
, 。
《C h孟

+ ’一 , Iv {。
十 1 , 。

故

】Iv 一 H 。。{{二
, 。
簇C h之

十 ’一 fn Jv !。
十 ; , a

若 a(
。 ,

v) 是犷
一椭圆的

,

则由C 妞定理
‘艺’
得

:

存在与
。。无关的常数C

,

有

(3
.

1 )

11。一 u 、11《C in f i{u 一 。。 11《C llu 一 H
o u JJ= C 习

v ;‘V
、

城 厂
,

“一 H
o u

故

】{u 一 u 。 11。
, 。
( C 习 {]“一 刀 。u Jj二

, 。簇C h七
+ ’一 “ }u }

。 、 ,
.

。 (3
.

2 )
掩(V

、

综上所述
,

可以得到以下定理
;

定理 1 设 (q
。
)是C0 类的四边形剖分正则族

,

等参变换F I

创尸 1 )
艺,

(才
,

云
,

毋) 是一个参

考有限元
,

其 中才是正方形单元
,

l) 如果存在整数k > 1 ,

使得尸
。c 步〔万

‘

(尤)
,

则当“〔H
“ (。)时

,

存在 与 h
, “ 无关的

常数C
,

使得

】{u 一 H o u }{
: , 。( C h七

一‘

}u }
。 , 。

2) 如果
。, 。。

分别为变分问题a(
u ,

司 ~ f(v)
, 。〔万

七

(口)的解和有限元解
,

且存在
a > o ,

使得all 川孟《a(
。 ,

u)
,

V 。任H
“

(口)
,

且f(v) 是H
“

(日)上的有界线性泛函
,

则

{1“一 “。 i{;
, 。
《C h k 一 ‘

, u , : , 。

证明 因为 犷。c CO (口)
,
尸。c H

‘

(k )
,

所以 犷 。仁H
‘

(。)
.

由嵌入定理得
:

H
“
(才)二

C0 (才)
,

从而H 禅存在
,

故根据前面的推导
,

定理得证
.

口

3
.

2 等参变换 F任(0 1)
“ ,

h一收敛的误差估计

定义8 如果对 区域口的四边形剖分 (q
。
)

,

存在常数 。。

> 0 ,

使得 h
。

/ p
。

《a 。

V e〔(q 、)

(其中h
。= d ia m (口

。

)
, p 。 = s u p {d ia m (

: )
, s
是包含在口

。

中的圆 })
,

则称这样的剖分为正则

的
,

其中的每个单元为正则四边形单元
.

现考虑四边形四节点单元
。

引理 1 设 (才
,

公
,

川和 (K
,

万
,

P) 是两个等参等价有限元
,

其 中
,

K 是凸四边 形正则单

元
,

才 是正方形参考有限元
,

茗 = {P(
a ‘)

, 1《‘( 4 }
.

若对任意充分光滑的函数
。 :

K o R 和

公

八

刀
一一

�Hv加才 , R
:
以及x = F (幻

,

有。
(x) 二 公(幻

,

则插值算子H 和H 成立
:

证明 因为 刃= {P (价 )
, 1《 i ( 4 }

,

所以
,

V v〔K
,

H 。 ( x ) = 乙
。
(
a ‘)夕‘(x ) = 艺 公(。

‘

)力
‘( x )

由等参等价有限元的定义得
:

一 乙 公(a
: )乡‘(F

一 ‘

( x
) )一 乙 公 (。

‘

)户
‘(全)

Z 、

故 H 。~

= 斤公(分)
,

斤。
丫v 〔K

设点》。
,
口的边界是L印sc hi t z

连续的 曲面
,

万〔力
.

打
“气口少

,

厅气口夕:

P V P任P
。

的算子
,

则由S o b o le v 空间的嵌入定理得
:

H
无

(口〕二H
“ (日)

,

口

是一
‘

户满足 !J P

且 }}“{{万
·

(。 )《
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C lull H
·

(。)
,

其中C为常数
.

由文献 【1」的定理得
:

存在常数C (口)
,

使下式成立
:

i“一 刀。 {.
, 。
《C (口) ]11 一 17 !匡(万

·

(口)
,

万
。

(口)) }u J
* , 。 (3

.

3 )

引理2 设。和身是R
“

中两个等参等价 的开子集
,

其中
,

幻为 凸四边形正则单元
,

身为正

方形参考有限元
,

则存在一个常数C (n)
,

使得
:

i) 1公l
。 , , ,

苏《 iJ于
‘

I; :乙
, 。 i。 {

。 , , , 。 V 。任L
p

(口)

11) }。i、
, , ,

6《C (n ) JJ于
‘

! ;:乙
, 。 }F 一;

, 。 ,

6 iv {l
, , , 。 V 。〔W

’, ,

(口)

111) l”}
2 , , ,

苏( C (
n 、}J ;

’

}{万乙
, 。 (}F J全

, 二 ,

药}v 1
2 , , , 。 + JF }

2 , . ,

6

V 刀〔W
之 , ”

}v }, , , , 。
)

(口)

iv ) 10 1
2 , , , 。

( C 吃n ) {J于
’

};:二
, 。 (jF

一 ‘

I至
, 一 , 。

I公J
: , , ,

行

+ IF
一 ‘{;

, 一 , 。 iF
一 ‘

}2
, 一 , 。

l公1
2 , , ,

6

+ !F
一 ‘

{
3 , . , 。 }公11

. , ,

鑫)

其 中
,

J于
’

表示F
一 ’

的雅可 比行列式
,

V v〔牙
3 , ”咬口)

JF ]
‘, 一 ,

易= 夕u o }}D
‘
F (分) }}

,

IF
一 ‘

{
: , . , 。二 s u P {】D ‘F

一 ‘Lx )】J

证明 由。是凸四边形正则单元得
:

几
’

存在
,

所以 F 是。和身之间的可逆变换
.

根据文

献 [l 〕中的定理
,

将其中的
。 ,

Jr
,

F
一 ,

分别换为公,

几
‘,

F
,

则得本引理的结论
.

口

引理3 设已给一族正则的凸四边形四节点等参元
,

尤为参考正方形单元
,

则

IF ] 1
, . , 企( Ch。

,

】F }:
, . , 丘( Ch是

,

IF }
。 , 一 , 云= o

4F
一 ’

};
, . , 二

( C h艾
‘,

}F
一 ‘

1
2 , . , ‘

《C h孟
’,

JJ
;

}
。 , 二 , 云( C h

、

}J于
’

!
。, . , 二

簇C h万
’

其 中
,
h

* = d ia m (K )
.

证明 由四边形四节点元的等参变换

、..1.,妞....、z

X打U
内

X
以

X
叨明

4

乙l=1
、

艺i-l
‘...,‘、...‘

一一

户

X
决

ZFF矛

l、
.、

{ }
一 尸 (” -

展开后可写成
:

F (幻二 (T 分+ b) + Q (幻

其 中
:

f..L114
了

’

-

一 x l十 x Z
+ x 3 一从

一 夕1 十刀
:
+ 夕

3 一 夕4

一 x l 一 x :
十 x :

+ x ‘

一 夕1 一刀2
+ 刀

3
+ y4

。 占 、

云= 觉 全
,

b一
一

口
-

Q ‘云卜{忿联霎二刃黔
一

{:知
功从

4

乞问
4

乙问

这里
,

T 沦+ b 是仿射变换
.

由 [l ]得
: }}TJ I《h , /声簇Ch* .

由正则毕元定义
:

h订p 。《a 。

(常

数 )
,

进而有 JJ了
’ 一 ’

{卜 五/ p 。《C h万
’,

所以
,

D F 佃) = T + D Q , )
,

其 中
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D Q (分)=
(义 , 一 戈 2 + x 3

一 x 。)叮/ 4

(夕, 一 9 2
+ 刀

3一 夕;

)刀/ 4

(x
, 一 x Z

+ x 3 一 x ‘

)占/ 4

(g ; 一夕2
+ , 3一 y ‘

)睿/ 4
] (3

.

4 )

呈留 .1D Q (’) ]l簇澳梦[ i!D Q I(’) {J+ .1D Q
Z
(’) 111

、‘l
户

,‘2ee

= S ll P
(古

, , )C 企

S U P

{l
e : {}石1

((x , 一 x Z
+ x 。一 x ;

)叮/ 4
(x , 一 x :

+ x 。一 x 毛

): / 4 ,
{

�....J
.l
......t..

.、‘
�

‘
才

,止22,自ee

+ S U P
1l

e
zll 〔 1

( 戈刀; 一夕: + 9 3
一 g ‘ )叮/ 4 (。1一 。2 + , 吕

一。
4

) : / 4 ){
= s u p [ 。u p ! ( ( x ; 一 x Z + x 。

一 x ;
)刁e , , / 4 ( x , 一 x Z + x 3一 x ‘)占e 工2 / 4 ) }

(心
, , ) C 全 l}e i】{〔1

+ s u p }( (, , 一夕2 + 夕3一 , ‘

)刃
e 2 1 / 4 (刀, 一 y Z + 刀3

一 , ‘ )占e 2 2 , , 4 ) !〕
}{
e :

}1蕊1

< C [ lx , 一 x :

{+ 1x
3
一 x ‘ 1+ }, : 一 , :

{+ 】夕
3 一 刀

;

门簇C 人
。

丸以因所

}卢
’

l‘
, , ,

‘一奖琴11D F ( 分) .1簇 I]7
’

I}+ 嘿翌{1D Q (’) {{簇C 人
·

翼里1,D
3

Q (’) {‘簇至弩〔IID
“

Q l (’) jj+ {{D
乙

Q
Z 戈‘’i{〕

.

1
‘

we.
.

l

1
.Jl几‘的‘2ee,1,曰

l
,1ee

一

!
‘刁l月.10 x l一 x Z + x 3 一 x 4

= S U P
(省

.
刀)‘全

S U P
自l}蕊1

i = 1 , 2 )
x l 一 x Z + x 。一 x 4

一...L1
..几...皿...

nU”r.、

r‘‘L

l
此引引因

口3 2 仑4 1

+ s u P
l}
e J {{蕊1

( j= 3 ,

4 )

{[
0

, ‘’

夕一 夕2
+ 夕

3 一刀;

夕l 一夕2 + 夕3 一 夕‘

仑3 2 召‘2

r..eeJ刁.lJ

= S U P
l!
e . 11蕊1

= 1
, 2

( x : 一 x : + x 。一 x ‘ )
e 1 2

( x : 一 x Z
+ x 3 一 x ‘

) e , ,

( x ; 一 x Z + x 3 一 x ‘ ) e 2 2

(x
, 一 x Z

+ x 3 一 x 4

) e Z ,

+ s u P
}}

e , }1〔
( j= 3 , 4 )

I(
“‘一“2 + “

3 一“4

) “
2 2

,

( g一 9 2 + 刀3 一 夕‘) e 3 1

(“1一“
2
+ “

3 一 “4

)“
‘2

}
(,

l一 , : + , 。一 , ‘

)
e 4 , ’

< C [ ( x
, 一 x Z + x 3

一 x ‘

)
“

+ (夕
; 一夕2 + 夕

3 一 , ‘)
2

]

簇C [ ( x l一 x Z

)
“

+ ( , 1一 g : )
3 + ( x 3 一 x 4

)
’+ (夕

。
一 , 4

)
:

1

簇C帐

以及

D Z
F (方) = D

z

Q (云)

所 以

IF J
Z , 一 , 云= ŝq p J{D

乙
F (分) JJ二 S

沙 liD
Z

Q (恋) 】l《Ch是

因为F 〔Q全
,

所 以D 3
F (刘

二二 。,

!F }
3 , . , 全= 0

.

由文献【4] 得
:

D F (分) = T ( I + T
一 ‘D Q (j ) )

因为四边形单元是凸四边形正则的
,

所以 IJ ; }笋 。; 而D F (幻 = J ;
(刘

,

( 3
.

5 )

D F (分)可逆 ;
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又T
一 ’

可逆
,

故 (I + T
一 ‘
D O ‘分”可逆

,

且存在常数C
,

使得

所以

呈弩“(
‘+ 丁

一 ’
D Q“‘)’

一 ‘

1.簇 C
,

D F
一

“
“)一 “D F 气’))

一 ’一 “+ 7
’ 一 ’

D Q (’))
一 ‘
”

一 ‘

IF
一 ‘

Jl ,

一泛罗 {ID F
一 ’

(‘) {J《纂瞥罗JJ(
了+ 丁

一 ‘
D Q (’))

一 ’

11}}犷
一’

11《C人;
‘

对于任意向量省
, 和氛

,

由

D
乙
F

一 ‘

(x )(D F 、分)占, ,

D F L之)省
2

) = 一 D F
一 ‘

(x ) (D
二
F (分) (省: ,

占
2

))

得

D
乙
户

’ 一 ‘、义) 、省
,

.

占
2 )二 一 D F

一 ‘
戈、) (D

二
F (分八 D F

一 ‘
(x )占1 ,

D
一 ‘
F (x )占

2

))

于是

}}D
乙
F

一 ’ ! 、 ) i}= s u p {iD F
一 ’又x 少交省,

.

言
2 ) J{( {{D

乙
F 、分) l}{}D F

一 ‘灾x ) {}
3

,;占‘!l蕊1

进而

I尸
一 ‘}

2 , _ , 。 = 、u p }{D
三
F

一 ’

(x ) JJ( iF I
Z , 一 , 全{F

一 ’

I全
, . , 二

《Ch下
‘

由 (3
.

5 )得
:

J , (分) = {D F (云) }= }T 】!I+ T
一 ‘D Q (分) }

因此
,

故

,了
·

l
。 ,

一 ‘一絮罗
J ·“’) < C J厂 i( C h

七

}T }= J ;
(分川I+ T

一 ’D Q (￡) )
一‘j

jJ ;
’

i
。 , . , 二 = s u p J二

‘

(x )簇C / }T J《Ch下
‘

由以上引理
,

可推得下列结论
:

。
. , 性

. : . , , 2 :

/ 溉
.

L. m m “ ‘. , . , , , . ‘

升
‘ .

, “ 一 才1 “‘。 ,

气导’J ” 。
; ‘

,

‘’“一 才1 “ ‘。 , 云 一 JJ , J乙,, ;
,

* ‘“ 一 才1 “ ‘。 , 云

( 3 )

( C iJ , l{:乙
,

* }公 I。
, x

又。 = o
,

一, 2 , 3 )

当m = 2时
,

L e m m 自2

Ju 一 H u }
。 , 二

《 C IJ , J{洛
,

, {J于
‘

{; :乙
,‘ (1F l孟

, , ,

若}u {
: , x

所以
,

当m =

L O功 m . 3

+ iF iZ
, 。 ,

若}“}, , ‘
) ( C (h是}“ }:

, 二 + h孟}“}l
, 二

= Ch孟(i
“
{
: , 二+ }“ I

; , 二
)

对变分问题 a(
“ ,

的 = f (时的有限元解的误差估计为
:

}4u 一 。。I}
。 , 。
簇C !{u 一 H 、u 11

。 , .
簇C 习 {}u 一 H , “

11
。, ‘

k(犷
。

( C 习 h奚({
u !

2 , x + I“Jl , x
)( Ch

Z

(}u }
2 , 。 + }

“
I

, , 。 )
k(犷

*

h = m a x {h : ,

掩〔犷。}

3时
,

}卜 H “ ]
。 , ‘
簇C }J ; };:乙

,

又iJ芬
,

};丁三
,

川 F l全
, 一 , * l“ 1

3 , 二

+ IF il
, . , 宕{F {

2 , 。 ,

云Iu {
2 , 二+ }F

’

I
。 , . 二 ,

10 1, , 二
)

《C h之(}
。
】
。 , x + !。 }

: , 二
)
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同理得
:

】}“一
u 。
}}
。, 。

( Ch
3

(}u }
: , 。 + lu }

: , 。
)

当二 = o , 1时
,

同理得

]I
“一 u 。 }J

。 , 。
镇C {u }

。, 。 ,

{Ju 一 u 。!}
。 , 。《Ch }u 】;

, 口

又 I
“一 H

。

11
, 二
成 C IJ , j;丁乙

, 二 IF
一 ,

11
, 一 , 二 }公}。

,

灸 (。 :

一
, 2 , 3 ”

当m = l时
,

11。一 H 。 }I, , 二
《C }。 11 , 二

]Ju 一 “。 }】1
, 。
《C }u {:

, 。

当优 = 2时
,

}}“一汀“111
, 二
《C h , (}“ {

2 , ‘ + J“}, , 二)

}I
u 一。。

11
; , 。
《C h(}

。 }
: , 。 + ,

u l:
, 。 )

当m 二 3时
,

1}
。一 H u }};

, 二 ( C h至(}
u !

3 , 二 + }“}
2 , 二 )

}}“一 u 、 }};
, 。
( Ch

3

(}
u }

。, 。 + 1u j:
, 。 )

类似地
,

有

l}u 一 H u 一J:
, :
《C (l

u }
: , : + }u } , , 二 )

}}“一 17 “112
, 二
( C h , ({u {

。 , 二+ lu {
: , 二)

}】
“一 “。

l{
: , 。
《C (!

“ }
: , 。 + !“ 11

, 。 )

.Iu 一 “。 11:
, 。
《 Ch (}“ 1

。 , 。 + }“ ! ;
, 。
)

综上不等式得
:

{{
“一 H 。 }}

。 , x 簇ChT
一 n

(}u {, , ‘ + }u 】, _ 1 , ‘ ) 。簇
”
簇。 戈。 = 2

,

3 )

11
“一 H “ 11

二 , x
《C ht

一 ”

}u {。
, 二 o(

”
《。 (m 二 o , l )

11
“一 “。l}

。 , 。《Ch价
一 ,

(】“}
, , 。 + ! u }。

_ ; , 。 ) o(
”
《。 (。 = 2 , 3 )

Jl。一 “。}}
。 , 。
《Ch "t 一 ”

}“】.
, 。 o(

。
《。 (。 = o

,

1 )

从而得到以下定理
:

定理2 设 (叭)是C0 类的正则凸四边形网格划分
,

等参变换 F 〔(0 1 )
二,

(尤
,

公
,

少) 是

一个参考有限元
,

其中才是正方形单元
.

l) 如果存在整数m 》 1 ,

使得尸
。 c= 毋c= H

‘

(尤)
,

则 当。〔H , (. )时
,

存在与h和 “ 无关

的常数C
,

使得

,l。一 H 。。{{:
, 。簇Ch , 一 ‘(i

u {。
, 。+ Ju }

。 _ , , 。
) (。 = 2 , 3 );

2 ) 如果
。和。。

分别为变分问题a(
“ ,

的 = f(时
,

(。〔H 叫口) )的精确解和有限元解
,

且存

在 a > 0 ,

使得a }}。 J}盖《
a
(“

, 。
)

,

丫。〔H
仍
(口)

,

且 f〔
。
)是H 价 (口)上 有界线性泛函

,

则

11“一 “。}}1
, 。《Ch价

一 ,

(}
“
}
。 , 。 + {

“ 1.
_ , , 。

)
,

(沉 = 2 , 3 )

由定理 1和定理2可见
,

满足一定条件的四边形单元剖分的有限元解是收敛 的
.
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