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摘 要

文献【�� 讨论了非线性缓变系统的渐近稳定性
,

文献【�〕讨论了三阶变系数线性微分方程解的

不稳定性
。

本文应用文献〔�〕
、

【�』的方法讨论一类三阶非线性微分方程解的不稳定性
�

关� 饲 常微分方程 运动稳定性理论 非线性微分方程

一
、

引 言

考虑方程

又� � ���公� ����活�
�
���� � � ��, 戈 , 云, ￡� ��

�

��

其 中� ���
,
����

, � ���是 � 的实连续函数
,

���
, � , 毖, 全�是� , � , 分, ￡的关于 � , 毖, 公 的非

线性实连续函数
�

其等价系统为
�

� � � � �
�

� �
,

一
丁厂� � , ,

习丁 � � “ ,

习丁 � 一 “ ���� , 一 以 ��� , 一 。 �‘, � �一 � �� � , � , , � , , � ‘�

��
�

� �

假设其对应的线性微分方程组

� �
�

� �
,

� �
。

石下 � 戈
,

石序 � � 只

厂刁广一
“又� �� , 一 ” �犷�� 广

� ����
� ��

�

��

的特征方程

一 几

一 �
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一 几 �

一 � ��� 一 �
���一 几

即 几
�

� �
���几

�

� � �矛�几�
�
���� �

的根几‘
��� �‘一 � , � , ��中至少有一个具有正实部

�

由于
�
���

,
�� �

, �
��� 是 � 的实连续函数

,

因此如果特征方程 ��

对
�

由根与 系数的关 系知
�

��
�

��

�

� �有复根
,

必 共 垅 成
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���� 几
。

���几����

� 几
�

���几
�

���几
�
���

�一 ��

记 么���� � ���� ���
� ���一 � � ���

将 �工
�

��式代入 ��
�

� �式
,

整理得

△���� 几����几
�

���汽
�

����几�����之
�

���� 几 ���〕

� 几, ����又
�

���� 几
。

����
�
� 凡

�

���还
。

����几
�

���� 元
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���〕�

� 几, ���几
�

���几
。
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�

���� 义
�

���� 几
�

���〕〔几
�

���� 几����〕

根据巴尔巴欣公式 〔‘’,

取

犷 ��, � � , � � , 义�

�� 犷� �
���

�
�� �犷, � ���� , �

�
� �犷� �

����
, � �

� 厂� �

���戈委� �犷
� 。

����
� � � � 厂

� 。

���� 兰

��
�

��

��
�

��

其 中

犷 , l
(
t
) = 一 a b

Z一 a Zc
+ b c 一 a e Z一 c 3, 犷1:

(t ) = 一 a Z
b 一 c Z一 bc

Z

U I。

(
r
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犷
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犷
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.
9 )

这里 的a ,
b
, c

分别是(一 l )中的a
(t)

,
b (

t
)

, c

(
t
)

.

而函数犷(t
; x , , 从

,

芯)对于时间t的由扰动运动方程 (1
.
2)构成的全导数 d 犷/df }(

,
. 2 )为
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奈
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t
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Z
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(, ) x
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+ 亡
。。

(
t

)
x 互+ 2么(, ) (

x 互+ x孟+
x
至)+ [2犷1。

(
, )
x l

+ 2犷
:3

(t)
x :

+ 2犷
33

(t)
x 3

]f (t
, x l , x

Z , x 3

) (
1

.

2 0
)

假设方程 (1
.
1)中的a (t)

,
b 。)

, e
(
t ) 和f (t; x , 分, 毖

) 满足下列条件
:

( I )
a
(t)

,
b
(
t
)

, e
(
t
) 在t。

《t< + co 卜可微有解 (其 中 t。

足够大 )
,

即存在一个正常

数M > 0, 使得

}a (t)l《M
,

I b (
t
) I ( M

,

I
c
(川 成M

( I ) 存在区域 D 二 { t》t。 ,

!
x

} 《H
,

}
全!《H

,

}
士

}《H }
,

在这个区域中f (r; x , 全,

艺)满足不等式

}f (t , x , 毖, ￡) }《A (!x l+ }沦} + }
忍

1) 其 中A 是正常数

(l ) 在区域刀中
,

函数f (t; x , 沦,

幻连续
,

并满足使方程 (1
.
1) 对在D 内的任何初始条

件有唯一的解
.

(F ) In aX
to〔 t< + 0 、

f
1

d

a

(

t
) 1 1 d b

(

t
) 1 1 d

c

(

t
) l 、

_

飞}一丽一 }
,

}
- 刁了

一

卜 }一丽一
}了咬

“ ,

, 气, ‘

其中

巴= In ln

to〔 才< + oo
{

刀}△(t) 1
1 8 M

2
+ 1 0 M + l ’

刀」A (t)】
1OM + 3 }

拼= lll lfi

t。毛I< + OO
{

占】△(t) 】
14M

2
+ gM }

舀
, 刀是常数

,

且君> o , 刀> 0 ,
o
< 省+ 刃< 2

。

我们约定在本文的全部讨论过程 中都假设方程 (l
.
1) 满足 条件 ( I ) ,

( I
、,

( l
、,

( 兀)

及 △ (f) 子 0 ,

因为在下面定理的证明中要用 到它们
.

二
、

特征方程有三个具有正实部的根

定理 1 如果特征方程 (1
.
4 )的根均具有正 实 部

,

即 R e (元
‘

(
t

) ) 》占> o (‘=
l , 2

,
3
) 对所

有的t) t0 都成立
,

其 中d是与t无关的一个正常数
,

则方程 (1
.
1) 的零 解不稳定

.

证 我们证明方程 (1
.
1) 的等价系统 (1

.
2)的稳定性

。

设义
‘

(
t

) >
己> o (‘= l , 2

,
3 )

一

或几1
(t)》d) o ,

R
e

(
久‘

(
t

) ) > 占) O (‘= 2 ,
3
)

于是 由‘1
.
5)式有

一 a
(才) = 几1

(r) + 几
2
(t) + 兄

3
(t) = 几;(t) + [几

:
(t)+ 几

。

(
t

) ] )
3 占

b (t ) = 几
l
(t)几

2
(* ) + 久

2
(r)久

。

(
t

) + 几
。

(
r

) 久
l
(t)= 几1

(t ) 「几
:
(t )

+ 几
。

(
t ) ] + 几

:
(r)几

3
(t)》 3d 2

一 c
(t) = 凡1

(t)几
:
(t)几

:
(t) = 几l

(t) [又
:
(t)几

。

(
t

) ] > 占
3

由(1
.
7)式有

A (t)= 兄,
( t ) [ 几

:
(t)几 (t)〕{久互(t)[几

2
(t)+ 几

3
(t)] + 久

:
(t)仁几

2
(才)

+ 几
。

( t ) 〕
“

+ 几
2
(t)几 (t) [几

:
(r) + 几

:
(t)] }> 8占

6

根据 公式 (1
.
5) 取

犷 (t
, x l , x

Z ,
x

。

)
= 犷1:

(t)
x 至+ ZV ;2(t)x ;x Z+ 2犷 , 。

(
t

)
x l x

+ V
: :

(
才)

x 兰+ 2V 23
(t)x

:x 3+ 犷
33

(t )
x 互

由 一 a
(t)》sd, b (

t
) 》s占2, 一 c

(t ) > 占
3, 一 b (t)

c 仕) = b (t) [一 c
(r) 」> 3占5
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所以 厂
33
汁)= 一 a

(t) 一 c
(t卜 b(:〕c(t)> 。

当x3铸 o时
,

犷 (t
, O

,
O
,

x
3

)
= 犷

33
(t)

x
吞> O (r》才。

)

所 以 函数犷(勺 x , , x Z , 关 )在任意小的x :值和任意大的t( t> 才。
) 值时

,

可以 取 正的值
.

其次证明函数 犷(t;
x , , 为

,

戈) 对于时〔.ll t 的 由扰动 运动方 程 自
.
2、 构 成 的 全 导 数

d犷/df l(
1 .:)在t。

《t< + OO 内是正定的 函数
.

事实上
,

由(1
.
10)式和条件 ( I )

,

( I )

,

( l )

,

( W ) 有

严 }
dt }(r.:)

=亡;;(r)
x l + 2价, 2

( r )
x 1 x Z

+ 2 广,

川
xlx +护

22(r、x 孟+ 2亡
2;

毛t)
x Zx

+ 夕
3。

(
r

)
x 孟+ ZA (r)(x至+

二
; +

x
互)+ [2犷 , :

( t )
x ,

+ 2 犷
2:

(t)
x :

+ 2F
33

(t)
x 3

]f (t
, x l , x Z , x

3

)

>
Z A

(
t
) (

x

圣+ x;+ x互) 一 〔}护, ,
( t ) J

x
l + ] 护

12(t) }(
x { + x ;) + i广;:(r) l(x互+ x

互)

+ {护
:2
(t) }义; + l夕

23
(t) I(x ; +

x
互)+ ]亡

。3

(川
x
愁]一 12犷

, :

(
t )

x :

+
2 V

2 3

(
t
)
x
:
+ 2 厂

33
(t )

x 3
} }f (t

, x l , x
Z , x

川
》2△ (t) (x 里+ x孟+ x飞)一 [ ( l护1;

(t) J+ i亡12
(t) ]+ {护13(t) J)x 呈+ ( i护

;:
(r) J

+ J护
:2

(t) l+ I么
3
(t)I)x全+ ( I亡1 (川 + I夕23

(t) {+ {亡
。3

(
r 川

x互」
一 2 [ }V

, 3

(
t ) 日x ll+ !犷23

(t ) 日xZ】+ }犷
33

(t) 日x 。

! 」A [】x ,
} + 】x

:
】+ }x

3
}〕

) 2八(t) (
x 全+ x 至+ x飞)一 。

[ (
2 }

a 】
2+ }b }

2+ 5 }c }
“

+
4 】a 】1b l+ 4 ]a {}e】+ 2 }b }!e {+ 】a l+ 2 lb {+ 3 }e {+ l)x }
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a
!

“

+ !
b l

“
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2

!

c
l

“
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2

!
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! } b
l +

4
} b l I

c 】+ 4 }a }}e l
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一 Z A [ I厂
, 3

( t ) }
x 互+ }犷

23
(t ) }

x
; + }F

3。
(

t
) }

x

吞+ ({犷;3
(t) !

+ }犷
:3

(t川 1xll}xZ!+ (!犷23
(川 + }犷 。

(
t ) 川

x:!}x:}

+ (}厂 , 3
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33
(才川 {义 , 日x3门

》2△(r) (
x 圣+ x孟+ x互) 一 。〔(18M

2+ 6M + l、x 圣+ (18M
2+ 1自

M

+ 一)
x 岌+ (一o M + 3 )

x 互〕一 A [2 }犷
, :

( r ) }
x
{ + 2 } 厂

2:、
.

t 。
}
x 孟

+ 2 1V
33
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(t) {) (
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23

(t) }+ }犷
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(
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犷

。3

(
t
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戈
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Z
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x } + ( }犷
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(川
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( 川 + }犷:3
(t) }+ 4 !犷

。:

(
t

) ! )
x

吞〕
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x
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x 至」

一 A [ ( }
a

l
“

+ }
c

!

2

+
4

}
a

} 】b】+ !b !}c】+ }a }Ic !+ }a }+ 5 1e l)x ;

+ (4 l
a }

“
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艺

+ }
a
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a
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M
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x
{
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M

2
+ 3

M )

x 呈+ (SM
飞
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> 2么戈t) (x 老+ x ;+ x 孟) 一 , A 咬才) 又x 百+
x岌+ x

互)一 [占i么 :t
,

{

x 圣

+ 占!A (川
x孟+ 省!八(t) 】x 委]

二 2△ (才) (x 谧+ x 孟+ x要) 一 叮△了t) (x 孟+ x圣+ x 二、

一 雪A (t) (x圣+ x孟+ x
孟)

~ (2 一 占一 刀) A (t) (x 妻+ x 委+ x 聋)

》s (2一舀一 叮)占
e
(
x 荃+ x 委+ x 墓)

所以d 犷/dt l(
,
.
: )是正定的

.
由条件( I) 容易证明U 介

x , , 碗
, x 3

) 具有无穷小 上界
.

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理 〔“」, 可知方程
_
1.军 的零解不 稳定

,

从而 方 程

(1
.
1) 的零解不稳定

.

三
、

特征方程有两个具有正实部的根

定理2 在方程(1
.
1) 中设

r
.
特征方程 (一 4 )的根几, ( t )

,
几
:
(t)

,
几
3
(t )满足

d:< 久
2
(t、< 占

2,
一 d

;
< 几:

(t)( 一 占
3,

d

s

< 几
。

( t
、

其 中占
‘

(
i = l

,
2
,

3
, 续,

5
) 是与t无关 的正常数

,

且O< d ,
< d

Z
< d

3
< d

、

< d
。;

2

.
a

(
t

) +
e

(
t

) + b
(
t

)

c

(
t

) <
O 对所有的t》右。都成立

.

则方程 (1
.
州 的零解不稳定

。

证 我们证明方程 (1
.
1) 的等价系统(1

.
2)的 稳定性

.

由条件1, 有

久;
(t夕几

:
(t)几

3
(t) = 一 }几

;(t)日几
:
又t)】}几

3
(t) }< 一 d

3
d :d

6
= 一 d l占

。
6

。

<
o

久,
(
r ) + 又

:
(t)< 一 占

3
+ 占

:
二 一 (占

3一 占
:
)( o ,

几
:
(t) + 久

。

(
t

) > 占;+ 占
。

>
0

几
3
(t) + 几1

(t)> 占
。
一占

‘

>
o

由 (1
.
7)式 有

A (t)= }几1
(t)几

:
(t)几

3
(t) 日久,

( t ) + 几
:
(t)】}几

:才t ) + 几
3
(t) , .几

。

(
r

) + 凡,
( t

.
}

> 占1占s占
5
(d

3
一占

2
) (占

飞
+ 占

。
) ( 占

。
一占

;
)> o

根据公式 (1
.
5) 取

犷 (t
, x ; , x

: ,
x

。

)
= V

; ;

(
*

)
x 全十 2犷12

(t)
x ;x :+ 2犷t3

(t、
x lx 。

+ 厂
2
以t)

x 圣

+ 2犷::
(*)

x :x 3
+ 犷

33
(t)

x 雪

根据条件( 1 )
,

容易证明 犷 价

当x 。
手 o时

犷(t
, o

,
0

,
x

。

) 二 犷
。3

x l , 从
,

x
3

) 具 有无穷小 上界
,

再根据条件2 ,

显然可知
,

(
t
)
x 雪> 〔)

I
t ) 才。

)

所以 函数犷 (行 x :, x
Z ,

x
3

) 在任意小的为值和任意大 的t、i》t。
)值时

,

可以取正 的值
.

再考察d 犷/dt l(
;.:), 类似于定理 1 有

d 犷 }
气元一 }

巴

)
2 凸 (t ) (x 犷十 X 孟十 x 主) 一 勺八 〔t) (x 丈十 x 麦十 x

以 ; l ( 1 ‘

2
)

一 占A 仁t、‘尤 } + x
; + x 孟)

= (2一 舀一 亏) A (t飞(x l + x { + x 当)

> (2一 舀一 叮)占1占
3
占

。

(
占

。一 占
2
) (占

;+ 占
6
八占

。一 d
;
) 又x 圣+ x委+ x考)

所以d 厂/dt l(
,
. : ) 是正定的

.

根据非定常运动的 李雅普诺夫不稳定定理
〔3 ’, 可知方程 (l

.
乡 的零解不稳定

,

从而方程

(l
,

l)
的零解不稳定

.
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定理 3 对于方程 (1
.
1) 设

1
.

特征方程 (1
.
4)的根久;

(t)
,

几
:
(t)

,
几
3
(t)满足

占1
( 几:(t)( 几

3
(t)< 占:, 几;(t)< 一 j

3

其中d 。
( i = l

,
2
,

3
) 是与t无关的正常数

,

且。< d l
< d

Z
< d

3,

2
.

a
(
t ) + c

(
t
)
+ b (

t )
e
(
t ) > o 对所有的t》t。

都成立
.

则方程 (1
.
1) 的零 解不稳定

.

证 我们证明方程 (1
.
1) 的 等价 系统 (1 2) 的稳定性

.

由条件1, 有

又,
(
t
) 几

2
(t) 几

3
(t)= 一 ,久;(t) }}几

:
(才) . 1几

3
(t) }< 一 占

。
己;占1= 一 占{占

3
< o

几1
(t) + 几

2
(t)< 一 占

。
+ d

Z
= 一 (占

3一 占
:
)< o ,

几
:
(, 、+ 几

3
(, ) > 占l+ 占, = 2占, ) 0

几;
(t) + 几

3
(t)< 一占

3+ 占
2
二 一 (己

:
一 d

Z
) < o

由 (1
.
7 )式有

么(t) = 一 1几
,
( t ) 几

2
(t)元

3
(t) { }几

1
(r) + 久

2
(才) 日久

2
(t) + 几

3
(t) 日几

3
(t) + 几1(t、}

< 一 d {d
。

( 占
。一 占

2
) (2占

1
) (d

。一 占
2
)= 一 2己全己

::
(占

。一 占
:
)

“

<
o

根据公式 (1
.
5) 取

犷(t
, x l , x

Z ,
x

3

)
= 犷11

(t)
x : + 2犷 12

(t )
x , x : + 2 V

1 3
( t )

x l x 3

+ 犷::
(t)

x 丢+ ZV :3
(t)x

Zx 3+ 犷
33

(t)
x 毛

根据 条件 ( 1 )
,

容易证明犷(t ; x l , 从
,

x
3
) 具有无 穷小上界

,

再根据条件 2 ,

显然可知
,

当x3铸 。时

厂(t
; O

,

o
,

x
3

) = 犷
3。

(
t

)
x

里< o (t> r。
)

所 以 函数犷(勺 x l, 从
,

x
3

) 在任意小的为值和任意大 的t(才> t。

) 值时
,

可 以取负的值
.

其次证明函数 犷(t
,

xl
,

婉
,

戈) 对于时间 t 的由扰动运 动 方 程 (1
.
2) 构 成 的 全 导 数

d 犷/dt !(
,
. 2 )在t。

《t< co 内是负定的 函数
.

事实上
,

由 (1
.10)式和条件 ( I )

,

( I )

,
( I )

,

( W ) 有

丝些
.
}

dt l(1
:)一 亡;l

(t)x : + 2夕12(t)x lx
:+ 2亡13(t)x lx

3+ 亡
22
(t)x ; + 2亡

:3
(t)x

Zx 3

+ 护
33
(t)x 孟+ 2△ (t) (

x 岌+ x 要+ x互)+ [2犷13
(t)

x ,
+ 2 护

:3
(t)x

Z

+ 2犷
33

(r)
x 3

〕f (t, x , , x
: ,

x
3

)

《2△(t) (
x 老+ x ; + x 彗)+ [l夕:,

(
* ) I

x 圣+ i夕12(t川
x
全+ x ;)

+ l广13(r) I(x 受+ x 聋)+ I夕
::
(r) }x孟+ i夕

:3
(t) }(戈孟+ x吕)

+ }护
33
(t) }x 孟〕+ 2 [l犷13

(t川
xlJ+ l犷23

(r川
xZI

+ !犷33
(t) 日x3门A [ }x , 1 + l

x :
! + }

x 3
门

《ZA (r)(x l +
x 圣+ x ;) + [ (}护1,

( , ) l + }么
:
(t)j+ }亡13(r川

xr
+ (}亡12

(t) I+ i亡
:2

(r) i+ I亡
:3

(t川
x委+ (l亡

;3
(t) I+ }夕

:3
(t) }

+ J夕
33
(t川

x雪]+ A [2 1厂13
(r) 1x l + 2 1犷

2 3
(川

x盆+ 2 1厂
。3

(
t

) l
x

里

+ ({厂13
(t ) { + }犷

23
(r) }) (

x 全+ x ;) + (1犷
:3

(t) }

+ }厂
33

(r川 (x圣+ % 要)+ (}V , 3

(
t ) } + } 犷

。3

(
t 川 (x互+ x :)]

《2△(t) (x 至+ x ; + x 互)+
。

[ ( 2 }
a

l
“

+ 】b }
2+ 5 Ic }

“
+ 4

}
a

} l b }

+ 4
!

a 日c l+ 2 }b }!c !+ la 】+ 2 }b】+ 3 }c !+ x)x 圣

+ (5!a 1
2
+ }b }

“

+
2 】c!

“

+
2

}
a 】】b l+ 4 }b lle }+ 4 }

a l!c }
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+ 3 {
a
}+ 1b l+ 6 {

c
}+ l)

x
; + (4 !a !+ 2 }b !+ 4 }c }+ 3)x互〕

+ A [ (4 1犷
:。

(
t

) } + } 犷
2:

(t) {+ !犷
3:

(川 )x互+ ({犷
1。

(
t

) !

+
4

{
犷2,

(
t
) { + {

犷
:。

( 川 )x;+ (!犷1:
(t) !+ 1犷

2:
(t) 】

+ 4】V
:3
(t) })x仓〕

( 2八(t) (x 圣十x孟+ x互)+
。汇(18衬

2
+ 6M + 一)

戈
; + (

1 S
M

之

+
2 0 衬 + 1)义孟+ (20衬 + 3)义互〕+ 月[ (!

a
}
2
+ !

e
1
2
+ 4 }a i!b }

+ }b 日
e
}+ la }}

e
l+ 1。 } + 5

}
c

} )
义互+ (4 }a l

“
+ 4

!
e

}
“
+ !

a
l } b l

+ ! b ! }
e

} + 4
}
o

! !
e

l + !
a

} + 2
}
e

! )
义

; + ( !
a

!
“

+ !

e

!

“
+ I

a
! ! b !

+ 4
! b } }

e
} + }

a
{ }

e
l + 4

l
a

! + 5
}
e

! )
x 互]

《2△(才) (
大

1 +
x 圣+ 二互)+

。
[ ( 1 分M

Z
+ 1 o

M + 一)x 圣

+ (18材
2+ 1oM + l)

二
呈+ (le对 + 3)二互〕

+ 月 [ (8对
2+ cM )

x
圣+ (l‘

M
至

+
。汀)二

; + 〔尸M
夕

+
夕
M )

二互」

《 2△(t) (x 圣斗x ; + 二
苍)+

。
[ (

1 8
M

2
+ 1 o

M + 一)
x 圣

+ (l, M
,

+
1 o

M 斗 ,
)
x 呈+ (一。M + : )

、
懊〕+ 声, f ( j ”

M

,

斗。夕、二
;

+ ( 一月
M

Z
+ g

M )
、

; + (
x , 对

‘

+

g

M

)

x

苍卫

《 ?△(r) (
,
圣十

:
; +

二
互)十 「刀!△(才) !

二
; 一刀}△(t) 」

二
; 一刀!△(t) }

,
色三

+ [省}A (t) }二餐+ 占!A (r) !x ;十占1△(t ) }
x
二]

= ZA (t)(x 互+ x圣+ x ;) 一刀八 (t) (
x 专+ x;+ x专)

一 雪么(*) (
火于+ 大

; +
x 兰)

= (2一 占一 刀)么(t) (x f + x 圣+ x互)

< 一 2 (2 一 省一 刀) d } d
:
(乃

。
一 舀:)

,

(
x

l +
x
; +

x 互)

所以d 犷/ dt }(
,
.
: )是 负定 的

.

应用非定常运动的李雅普 诺夫不稳定定理
‘“’,

可知方程 (1
.
2 ) 的零解不稳定

,

从而方保

(1
.
1) 的零解不稳定

.

四
、

特征方程有一个具有正实部的根

定理4 在方程 (1
.
1)中设

一 特征方程 (一 、) 的根几1(r)
,

又
2
(t)

,
久
3
(t)满足

一d
Z
< 几

3
(r)< 一 占,

,
占

。

< 久
,

(
t
) <

占
4,

义
2
(r)< 一占

5

其 中d‘

(
i =

l
,

2
,

3
,

4
,

5
) 是与t无关的正常数

,

且。< 占1
< 占

:
< 占

3
< 占

‘

< 乙
5;

2
. a (t)+

c
仕) + b (r}

c(t)< (对所有的t》‘, 都成立
.

贝i方程 (1
.
1) 的零解不稳定

.

证 我们证明方程 (1
.
1) 的等价系统 (]

.
2)的稳定性

.

由条件1, 有

几1
(t)元

2
(t)之

:
(t)二 }几

!
(t川 只:(t川只

:
(t) {> d

:
乙
5
己1= 己1乙

3
乙。

>
o

几1(r) + 凡: (t)< 占
‘ 一 j

。
= 一 (占

5
一 d

;
! < 。

元
2
(t) + 几

,

(
t
) <

一 d
。
一乙1二 一 (d

。
+ d

,
) < f

几 仁t) + 几;仁才
_
)> 一 d Z

+ d = (乙
3
一乙:) > o

由(1
.
7

一

) 式 有
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A (t)= }几1
(矛)久

:
(亡) 几

3
(川 i几,

(
亡) + 几:(t川 凡

2
(公) + 久

3
(亡川 几

3
(才) + 几:

(才) {

> 占1占
3
占

。

(
占

。一 占
‘

) (
占

。

+ 占1、(占
3一 占

,
) >

o

根据公式 (1
.
5) 取

犷 (t
; x l, x : , x

3

) = 犷:;
(t )

x 圣+ 2犷1:
(t)

二 , x Z
+ 2 犷1:

(才) x
lx :

+ F
Z:

(t)
x 要+ 2犷2。

(
t

)
x

Z
x

3

+ 犷
。3

(
t

)
x 吞

根据条件 ( 1 )
,

容易证明 犷(6

当x:沪 O时

尤1一
X

Z , x
3

) 具 有无穷小 上界
,

再根据条件2 ,

显然可知
,

犷(t
;

所 以 函数犷(行 x l,

O
,

O
,

x
3

)
= 犷

。3

(
t

)
x 璧> o (t> t。

)

再考察dF /df !《:
.
: ) ,

x 3

) 在任意小的x ‘
值和任意大的t( t) 矛。

) 值时
,

可 以取正的值
.

类似于定理 1 有

登{
。!

. : 。
> Z A (

‘) ‘X , + X, + X , , 一 。A “, ‘X ‘+ X , + X互,

一 舀A (t) (戈{ + x
; +

x
; )

= ( 2 一 睿一粉) A (t) (x 至+ x 委+ x ;)

> (2一雪一 叮)占
1占

3
占
6
(占

5
一占

4
) (占

。
+ d

l

) ( 占
3
一占

:
) (x 呈+ x全+ x羞)

所以d V /dt }(
,
.
: )

是正定 的
.

应用非定常运 动的李雅普诺夫不 稳定定理
〔3 ’, 可知方程 (1

.
2) 的零解不稳定

,

从而方程

(1
.
1) 的零解不稳定

.

定理5 如果方程 (1 1) 满足下列条件
:

1
.

特征方程 (1
.
4)的根之1

(t)
,

几:(t)
,

几
3
(t)满足

一占
:
< 几

2
(t) ( 几

。

(
才、( 一 占1

,
己
3
< 几:

(t)

其中占
‘

(
i = l

,
2
,

3
) 是与 才无关的正常数

,

且。< 占;
< 占

:
< 占

3;

2
一

a 仕)+ c (t) + b (t)c (t)> o对所有的t> t。

都成立
.

则方程 戈1
.
1) 的零解不稳定

.

证 我们 证明方程 (1
. 1、的等价系统 (1

.
2 )的稳定性

.

由条件1 , 有

几;(t)几
2
(t)凡

3
(t) = 1几

, 吃t川】几
2
(t) 】}久

3
(r) l> d

o
d l占, = d 圣d

3
> o

几l(t) + 几
:
(t)> d

3
一 占

2
> o ,

几
:
(t) + 几

3
(t)< 一 占;一 占1= 一 Z d ;

< o

几
3
(t) + 几1(t)> 一 占2+ 占

3
= d

3一 占2
> o

由 (1
.
7) 式有

△ (t、= 一 !几
l(t)几

2
(t )凡

:
(t ) 日几

l
(t)+ 几

2
(t ) 1 1又

:
(t ) + 几

3
(t ) 日几

3
(t)+ 几,

( t ) 1

< 一 d 圣乙
。

( d

乙

一 占
2
) (Zd

l
) (占

。一 占
:
) = 一 2占2占

3
(占

3
一 d :)

“

<
o

根据公式 (1
.
5) 取

犷(t, x l , x
Z ,

x
)
~ 厂

, l

(
t
)
x 至+ 2厂 , 2

(
t
)
x l x Z

+ 2 犷, 3
(才)

x lx 3
+ 犷

22
(t)

x ;

+ 2V
2

(t)
x:x 3

+ 犷
‘

:

(

t
)

x 孟

根据条件 L l )
,

容易证明犷的 x 【, x Z , x : 、具有无穷小 上界
,

再根据条件2 ,

显然可知

当x3沪 。时

V (t; o ,
o
,

x
3

)
= 犷

。3

(
t

)
x 盖< o (t> r。

)

所以 函数F (t
, x l , 碗

, 长;
、在任意小 的从值和任意大 的t( 才) t。

) 值时
,

可以取 负的值
.

再考察d V /dt }(,
.
幻 ,

类似于定理 3 有
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:)
铆帅)(‘

; + ‘孟+ 砌
一 “

娜八
‘飞

+x
;
+x

吞

一 占△(t) (x 至+ x雾+ X 璧)

~ (2一 占一 叮、八 月 lx 圣十 大
: +

x 扣

< 一 2占矛占
_
(占

3一 乙
2、:

’

电 一 占一 刃) 、、
1 +

x 孟+ x 乡)

扩一
dt

所以d 犷/dt }(
1 .:)是负定的

.

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理 〔3 ’, 可知方程 (1
.2) 的零解不稳定

,

从而方程

(1
.
1) 的零解不稳定

.

除了以上 5 个定理外
,

由于特征根的不同位置还 有四种情形也可以 用类似的方法证明方

程 (1
.
1) 的零解不稳定

,

现列于表 1.

表 1

方程 (1
.
1) 的零解 当t扮t。时特征根几1( t )

,

久2( 才)
,

久3
( t ) 当t资t。 时犷33

( *)

证明方法

_ 竺
符 号

}_

_
_

__

_

一一一一

一一
满

一一一

l
|we一

麟一有两个具有正实部的

特 征 根

有一个具有正实部的

1) 一 占: ( 之i
(
才
) < 一 由

,

占: < 几2(
t )〔几3(

t)

2 ) 只:(t) ( 一 占, ’ ,

几:(t)二p (t)+ q (才) I

几,
(
才) = p ( t ) 一 q ( t) I

,

且p(t)> 占: ,
,

l
q

(
t
) { > 6

3 ’

1
)

占:< 久i(t) < 占:
,

几2
(才) 延几s(t) ( 一 占s

犷33
( t) < O } 类似于定理3

-

一 {, , ‘!
“, > ‘lr

,

“:“, 一 , “, + 。“, ‘
}

犷::“, < 0
}
类似于定理‘

” 征 很 l 久s(t)= 户(t)一 g ( t )I
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根据定理 3 可知方程 (5
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3)的零解不稳定
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