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摘 要

本文以变分原理推导出具有初始缺陷因子的对称正交铺设层合板的稳定性方程
.

从这些 方 程

出发
,

以挠度为摄动参数
,

采用摄动技术
,

研究简支矩形板的稳定的后屈曲平衡路径
,

给出 渐 近

式
。

文中用典型算例说明对称正交铺设矩形层合板的后屈曲性态
.

关锐词 后屈曲性态 摄动法 层合板 初始缺陷

一
、

引 言

在生产实践中提出的弹性结构稳定性的后屈曲性态问题
,

近廿 多年来受到人们的 重 视
·

自从 W
.

T
.

K oi 七e r 提 出弹性结构稳定的初始后屈 曲一般理论以来
〔” ,

在这一领域内的研

究取得了重大进展
,

像M
.

S tei n 的连续摄动法
〔” J

.

M
.

T
.

T h o m p so n 的广义坐标的离

散摄动法
‘3 , 〔‘’,

A
.

C
.

W al k e r 的伽辽金法
‘“’
分析简支方板的后屈 曲性态

,

我国的张建武

等
‘. ’用总势能泛函的广义坐标摄动法

,

得到压缩简支板的后屈 曲平衡路径的高阶渐近 式 等
·

这些方法都是非常繁复的
.

为了克服这些不足
,

张建武采用简洁易用的直接摄动法来研究这

类问题
.

近年来复合材料层合板结构稳定的后屈曲问题 的 研 究 也 有 一 定 的 进 展
,

像 G
.

5
.

H ar ri 乎7 ’
张建武

『. ’
等人的工作等

.

本文以周承调先生
〔“’
提出的模型

,

用变分原理推导 出具有

初始缺陷因子的对称正交铺设层合板的稳定性方程
.

从这些方程出发
,

以挠度为摄动参数
,

运用直接摄动法
,

得到后屈 曲平衡路径的渐近式
.

本文研究了上述层合板屈 曲时
,

在一个方

向半波数和初始缺陷对临界载荷及其对平衡路径的影响
.

二
、

基 本 方 程 的 建 立

我们考虑长宽为
a x b

,

厚度为h的对称正交铺设矩形层合板
.

如图 l所示
.

取位于板的中

面的直角坐标x 岁
.

板的中面边缘上受压缩 载荷N
: ,

N , 和剪切载荷N
二 , ,

如图
.

板内任何一点在x , , , :
方向的分位移为

:

云= “一 z 。 , : , 公= ”一 : 口 , , , 动 = 。 (2
.

1 )
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式中
, 。 , 。 , 。是板中面分别在 x , , , z 方向的分

位移
. 2
是点离开中面的垂直距离

.

切
, 二 ,

山
, ,

分

别为 x , 夕 方向的转角
.

下标
“ , ”

表示为后面变

量的偏导数
.

引入初始缺陷因子几二 1 + 2功 。

/四 〔’。’ (叭为

初始挠度 ) 后我们列出板的几何方程
〔“’,

{
“·

} 卜汁枷知
2

)
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i
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}
v , , + 几, ;

,

/ 2 {
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二 ,
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+ 几切
, :

。
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J
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.
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夕
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( 2
.
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{K
·

} {
{兀}一 }尤

,

{一 }
〔兀

: ,
J t

切
, 公 苦

功
, 一,

2田
, : , } ( 2

.

3 )

{。}为中面应变列矩阵
,

{K }为板的曲率和扭率矩阵
.

我们又列出物理方程
【‘”

月 B

(2
.

4 )

、

l
、�

J
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B D

res..L
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、,l
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{
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二 , J t

通z 一 A rZ

A l : 刃 : 2
0

刀
。e{
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产
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se
气
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N
,

M 为板中面 内力的列矩阵
.

儿
,
为板的各拉伸刚度 (面内正则化 ,

.

D
‘,
为板 的各弯 曲刚

度 ( 面内正则化 )
.

板 的应变能为
:

U 一

; (:l:
〔、· }·「A 〕{· }+ 2‘·, ·「B 〕‘K , + ‘K ‘’〔”〕‘K ‘““X d ”

( 2
.

5 )

根据虑位移原理
,

有
:

舀U 一 O

将上式对
“ , 。 , 功进行变分

,

经积分后得到板的力的平衡方程组
:

N
二 , 二

+ N
: , , ,

= o ,

N
二 , , 二

+ N , , ,
= 0

D , ,功
, 二 : : 二

+ 2 (D , , + ZD
。。
) 田

, 二 : , , + D Z : 田
,

川
,

= 汽[N
二

功
, 二 :

+ ZN
, , 切

, : , + N
一w

, , , l

对 ( 2
.

2 )微分
,

并消去
“, 。

得相容方程为
:

。: , , , + 。, , : :

一 v
二 , , : , = 几[切七

二 , 一 。
, : :

。
, , ,

〕

设应力函数F (x
,

功
,

并使

N
二

= F
, , , ,

N
,
= F

, : , ,

N
二 r
二 一 F

, : ,

上式满足 ( 2
.

7 a 、
、

( 2
.

7b) 的
.

把应力函数 F ( x
,

功 代入 (2
.

7 c) 式
,

示考虑初始缺陷的对称正交铺设层合板的屈曲微分方程式
:

( 2
.

6 )

( 2
.

7a
.

b )

( 2
.

7 e )

( 2
.

5 )

( 2
.

9 )

得到用应力函数 F ( x
,

功表
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D 1 1功
, : , 二 :

+ 2 (D
l , + Z D

。。

)山
, : : , ,

+ D
: : ,

, , , , ,

= 几〔F
, , ,切

, : :

一 ZF
, 二 , 切

, : ,
+ F

, , :

“
, , ,

〕

由正交各向异性材料虎克定律
,

可 以得到
。 :

= (A
: Z
F

, , , 一 A 1 ZF
, 二 :

)八A l、A
Z : 一 A I

:

)

: , = (A
l lF

, 二 :

一 A , ZF
, , ,
)八A , L月

2 : 一 A }
:

)

护
: , = 一 尸

, : , / A
o .

(2
.

10、

} (2
.

1 1)

把 (2
.

1 1) 代入 (2
.

5) 式
,

得到用应力函数表示的相容方程
:

A l lF
, 二 : : :

+ 2 [ (A
l ;姓 : : 一 A t

Z一 ZA 1 2月
。。
) / ZA

。。

〕F
, 二 : , , + A

: Z
F

, , , , ,

= 几(月
1 IA : : 一 A 至

:

)(口吞
二 , 一 ,

, 二 :

功
, , ,

) (2
.

1 2)

由两方程 (2
.

1 0)
、

(2
.

12 )以 及必要的边界条件
,

我们就可以考虑具初始缺陷的对称正交铺设

层合板的后屈曲性态 了
.

为了弄清楚物理概念
,

我们采用无量纲化因子
:

劣 = 万
,

, 一

誉
,

, - F

斌刀 , ,刀
: :

_ :。

/ /通夔亘壑里
一 / ~ 斌A 1 IA

, :
D I , D

: 2

把 (2
.

10) 式乘以 梦b z/ 澎瓦刃入再化为无量纲的方程
,

有

翔哥
。

, ·

⋯ + 2

(黯黔
生

)一
十

刹要
面

,
, , 歹,

= 笼〔护
,

, , 幼
, ; , 一 2户

, : , 幼
, : , + 凤

, ,
瓦行 〕

2
.

1 3 )

再将 (2
.

1 2 ) 乘以 砂护/ 斌不雨夏百也化为无量纲的方程

答了哥
夕

, ·

⋯
+ 2

(
A : ; A

Z : 一 A孟
: 一 2 A 1 2 A

。。

2月
。。

斌A , , A
: 2

= J〔功畜
: , 一 勿

, : ; 功
,

”

(

)
;

,

二 , , +

纂了票
,

,
, , , ,

(2
.

1 4 )

其中牙为无量纲的初始缺陷因子
.

三
、

简支矩形板的后屈曲变形问题

我们研究两端受压缩的矩形层合板
.

如图2所示
.

我们考虑的矩形板四边都是简支边界条件
:

。 }
二 。 。 , 。 二 o , 功 }, 。 。 , 。= o ,

M
:

(
: 一 。 , 。 =

夕‘ 0 , b ‘‘二

b

o ,

N
: ,

l
二 一 。 , 。 ; , , 。 , 。= O

U 、

少 ‘3
·

‘,

仁N
:

!
: 一 。, 。

〕d 封= 一尸
: (3

.

2 )

,
口
‘、、JMl

一b

干
bes

l一一一一一一一一一一一一笋P

份
·

一}

圈 2

单位轴向缩短

半一勃:命
·

dx ““
〔3

.

3 )

为了计算方便
,

令

一笋
“一

了票
,

” 一

了会
刀 x : + ZD

。。

一 双刁帝无
- ’

A , IA
2 : 一 A {

: 一 ZA , : A
。。

= - 一币灭不兀不不厂一
现在我们研究问题的基本方程

:
把式 (2

.

1 3 )
、

(2
.

1 4 )简化为
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奋
。 , ·

⋯ + ZH ,
,

二 ; ,
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, 。, , , 一 万’
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二
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.
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.
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把边界条件也化为无量纲的形式

在牙= o
,

1处功 = 勿 , : : 二 。
,

F
, : ; 二 0

l尸
, , , d 歹一 一 尸

。 :

(3
.

la )

(3
.

Z a )

尸
。 :

= 尸
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b乍斌 D l lD
, :

利用 (2
.

2 )
、

(2
.

11 )两式代入 (3
.

3 )
,

再乘以护/ 斌
一

刀吼刀石
一
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。
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·
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‘

一合
“S

·

(粤)
艺

〕
d , d ,

(3
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五下 以刀石力几
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,
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2

)
c

. S
、

-
A , IA : ‘一 A 圣

:

D , ; D
Z :

斌刃石月石
‘

在夕= 0 , 1处 匆二 幼 ,

训 一 。
,

户
, ; , 一 。 (3

.

ib )

现在我们构造 (3
.

4 )
、

(3
.

5 )方程 组的渐近解
:
为了要解决这个问题

,

我们首先 考 虑 (3
.

5 )和

下面的式 (3
.

6 )的渐近解
.

方
。

, 。: : ; + 2

“
,

二 , ,

+c 加
·

, : 、, 一 万「’
, 歹, ‘

,

二 + ’
, , · ,

,
: , “ (3

.

6 )

设
勿 (牙

,

夕
, 。)一

“”

甜
,

(牙
,

夕) 了3
.

7 )
涌乙

”= 1
,

3
,

5
,

⋯

户(, ,

,
, 。) = 乙

: ”F
,

(至
,

歹) (3
.

8 )
”= O

,

2
,

4
,

一

式中的摄动参数
。
有与挠度相同的意义

.

初始挠度田 。

(至
,

到取与切 ,
,

列相同的形式

叨 。

(厉
,

歹) = f
。勿 (无

,

歹) (3
.

9 )

了
。

为初始屈曲幅度
.

、、......!、
矛

l.leseewees/

把 (3
.

7 )
、

己0

￡1

君艺

己3

巴4

巴‘

(3
.

5) 两式代入 (3
.

5 )
、

(3
.

6 )两式
,

依摄动级次的递增顺序
,

得到各级摄动方程
:
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。
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Lz( 卜亩
‘ ,

, : : 。 +2 H ‘ ,
, : 、、、

+c D ‘ ,
, , , “

我们选取满足边界条件的三 角函数作为摄动方程的通解
,

运用三角函数的性质运算
,

并

消去长期项
,

得到摄动方程组的渐近解
:

, (牙
,
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以上各系数中川{, ,

疏J
, ,

c

我们从边界条件 (3
.

2 a )
,

;J
, (j = 。, 2 ,

4) 都是未知的
,

现在我们进行平衡路径的渐近分析
.
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,
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Z二 乙

1 6 cA

.

万尸二论A 、

+ 一不丽砰一
) t““ i

‘

)
-

万
3二 2

一 2 5 6优 2

附8

间方而甲干瓦刀五勺
一

任刃)

”8 (c A )
“ 1

,

: + 或石丽叭刃万刃万万」吸
￡月 l主

‘

)
’

+

把 (5
.

1 1 )
、

(3
.

1 2 )两式代入 (3
.

3 a )
,

利用 (3
.

1 5 )得到
(3

.

x 6 )

。
:

一 s :尸
。二

+ 冬万5
3 0 2二“(

。姓11, )
“

+ ⋯

6
(3

.

1 7 )

eA {l’与最大挠度山
.
之间的关系

:

:

川l

.

「 万
2二‘

二口 , 十 l ,

几行了
_

工丁
‘ 二 , ‘二万不一

二
十

L 乙O O LJ工 爪 ” 一 .

宁 口c L 少介
甲

J C人

万
Zn 4 eA I

而厄面硒豆兀
.

动网一」功孟+ ⋯ (3
.

1 8 )

把 (3
.

15) 式代入 (3
.

1 6 )
,

得到载荷与最大挠度之 间的关系
:

尸
。 :

一尸 :
,

+ 冬尸
(2 〕。功票+共尸

(. )。w 杀+ ⋯
乙 任 I

(3
.

19 )

其中 _

P二
,
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Z
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七
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户
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)
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把 (3
.

18 )代入 (3
.

1 7 )
,

得到轴向缩短与最大挠度载荷间的关系
:

(3
.

2 0 )

式中

“
:

一 “‘+
告
“梦’
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六
占罗’

“

田‘+ ⋯
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占护)
口

3元3m 6 兀2
5

3

12 5 (H 用
2 n 2

+ scD n 4

)
、

一
+

~

蒜黯淤涤不

在 (3
.

1 9 )式中当叨
。 = o时

,

这是线性系统的载荷的临界值
.

四
、

算 例

根据渐近公式 (3
.

1 9 )
、

(3
.

2 0) 两式
,

利用 〔12 」的资料
,

复合材料层合板以 [ 90
‘

沁
‘

〕二方

式铺设
,

每层的厚度为 o
.

Zm m
,

仅计算纵边可移简支板的边界条件
,

对应不同 的 长 宽 比

(斌万 = 1 , 2 ,

a) 矩形板的后屈曲的载荷一挠度曲线 (尸
一。曲线 )

,

载荷一轴向位移曲线 (尸
。 : 一氏

曲线 )
,

就我们当前研究的模型而言 由图3 , 4 , 5 , 6可以看出
:

1
.

由尸刁曲线图示
,

随 x 方向
,

不同的半波数m 的尸芍 曲线相交
,

随斌万增大
,

它们的

交点越来越靠近y轴
,

但不 与临界点相交
.

2
.

对应的半波数m 越大
,

在 尸一d 曲线中的能量愈低
,

还要产生波形的转变 (即跳跃现

象 )
.

这与实验中的现象一致
,

即为产生二次屈曲现象
.

3
.

受初始缺陷影响
,

使尸
一切曲线下降

.

在图 3 , 4 , 5中亦有这种现象发生
,

但敏感性不高
.
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〔 二吕 J 丁了
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夕丫.

钾‘ 一‘心尸

又~ 1

浇二 1
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之二 1

一之~ 1
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丁 飞 4 5 6

田 3 圈 4
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⋯
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片
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1 14 2 翁 宗 话

五
、

结 束 语

1
.

本文得到的具有初始缺陷的屈曲微分方程式 口
.

门 )
、

归
_

l
一

药
,

形式是很简洁的
,

这

对研究初始缺陷对结构稳定性的影响问题有了一个统一的模式
,

要方便多了
.

2
.

我们运用了位移类型的直接摄动法
,

构造出单向压缩简支矩形层合板的后屈曲的平

衡路径的四级近似式
.

经计算表明
,

当前模型的后屈 曲平衡路径是稳定的
,

在工程设计中考

虑结构稳定的后屈曲超载性能是可以利用的
,

适 当提高设
一

计层 合板稳定性载荷
,

可以充分利

用材料
,

提高经济效益
。
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