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摘 要

本文对瞬态动力问题
,

结合逐步积分方法提出了一类广义的矩阵分裂和逐单元松弛 算 法
,

摆

脱了有限元法通常需形成总体刚度矩阵
,

总体质量矩阵和求解大型稀疏方程组的工作
.

理论 分 析

和计算实例表明
,

本文的广义矩阵分裂是最优的分裂方案
.

本文的算法物理意义明确
,

便 于 编写

程序推广应用
.

关趁词 有限元法 逐步积分 矩阵分裂 逐单元松弛

一
、

引 言

用有限单元和逐步积分方法相结合分析动荷载作用下结构与介质的动力相互作用时
,

需

要进行空 间和时间的双重离散
.

逐步积分法是将所关心的时间域离散为一系列短的时步△t ,

在每个时步的起点和终点满

足动力平衡条件
,

并以一个设定的积分格式为依据
,

近似地计算时步内体系的运动
,

一个时

步终点的运动状态作为下一个时步的初始条件
,

这样逐步递推可求得整个过程的解
.

在运用

逐步积分法计算时人们通常采用位移为基本变量
卜,

本文参照 「5 〕采用加速度为基本变量
,

这

样也避免了导 出变量误差病态积累
.

有限单元法作为 R i七z 一G al er ki n 法的推广
,

是将具 有物理意义的空 间区域离散为许 多

小的单元
,

在每个单元中采用多项式作为试探 函数
,

单元之
:

、

l}]在边界处满足一定的 连 续性
.

每个单元可形成刚度矩阵
,

质量矩阵和荷载矢量
,

并按节点位移的定位关系集总形成总体刚

度矩阵
,

质量矩阵和荷载矢量
.

通过求解以 总体刚度矩阵和质量
,

矩阵为系数矩阵的大型稀疏

方程组可得问题的解
.

形成总体系数矩阵和求解大型稀疏方程组需要很大的工作量和很大的内存量
,

因而成为

制约有限元法应用的一个重要因素
.

为摆脱这两项工作
,

本文 引入定位矩阵并 由此导出单元

系数矩阵同总体系数矩阵之间集总和分裂的运算关系
,

推广了 [ 3〕中收敛速度较快的广义矩

阵分裂逐块松弛算法
,

实现了逐单元松弛迭代求解
.
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二
、

空间离散及逐单元矩阵分裂

对边界厂包围的线弹性介质 口
,

不计材料阻尼
,

考虑惯性力影响
,

可得平衡微分方程
:

一 S , D S 。+ P“= f (在口 x (o ,

T )内 ) (2
.

2 )

边界条件为
:

。= 忍 (在厂
1上 ) (2

.

Z a )

H
。= 扮 (在厂

2上 ) (2
.

Zb )

厂= 厂 ; U r : ,

初值条件为
:

u 。
= “}一 。, 它。= . 】

: 一 。 (2
.

Z e )

S为应变算子
, 刀为弹性矩阵

,

H 为边界应力算子
.

(2
.

1) 、 (2
.

2 )一般不能得到封闭的解析解
,

考虑其弱形式
,

(2
.

1) 、 (2
.

2 )等价于
:

求
。任H 毛(口)使“一 石〔H 告(口)且满足

:

B (
“ , v

)+ (p 公 , 。
) = (f

, 。) + (于
, v

) (V
。〔H 毛(口)) (2

.

3 )

其中

B (一 )一

J
。

(S
·
)
·D (S

·
)d x

(p 。 , ·
)一

J
。。·p o d 、

(‘
, ·

)一

L
二 f“

/

‘厅
, · , 一

J
厂 2· , ‘d ·

(2
.

4 )

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

首先对 u( x ,

t) 进行空 间有限元离散
,

令
:

。
(

x , t)、
u ,

(t)二
。 ;

其中
“
;为分片多项式

:

u ; = N ‘d ; (V x 〔e
(i)

,

‘= l ,

⋯
, n e

)

d {二Q
‘
d
‘

式中 N
‘,

Q
‘,

心分别为单元 i 的形函数矩阵
,

定位矩阵和节点位移向量
,

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

d
‘

为总体位移向

量 , 。(‘) 为单元 ‘所占区域
, n 。

为总单元数
.

以下除特别注明外
,

简记E 为习
.

由 (2
.

3 )、
‘. 1

(2
.

1 0 )得
:

习
J
。 、‘, ! S N

‘

Q
‘

,
,
D 、s N

‘

Q
‘) d

:

d · + 习
J

。
(‘) 、N

‘

Q
‘

) , p N
‘

Q
‘
一d ·

一习
J
。(‘, (N

,

Q
‘
) ,
‘d · + :

I
习(‘) 、N

‘

Q
‘

)·, 、·

其中
:
(f) = 厂

:

n 厂 (0
,
厂 (‘)为单元 i边界

.

对每个单元 ‘有
:

K ‘一

上
(‘, (S N ‘Q

‘

)
·
D (s N

‘

。‘)J·

M
‘一

上
( , )
‘N

‘

Q
‘

, , 户N
‘

Q
‘
“X

(2
.

x l )

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3)
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F 卜{
。(‘、‘N

OQ ‘
,
·
fd x +

I
。(。, ‘N

‘
Q
。
)
·‘d ·

(2
.

14 )

形成总体刚度矩阵
,

总体质量矩阵和总体荷载向量的运算为
:

K 一习Q丁K
‘Q ‘

M = 习QrM
‘Q ‘

尸 = 习QrF ;

则 (2
.

1 1) 可表示为常见的大型微分方程组
:

K d
‘

+ M a ‘= F
‘

由 (2
.

10 )(2
.

1 5 )可将 (2
.

16 )化为
:

习O丁K
‘

司 + 习Q丁M叫 = 习Q了凡
令 K ‘, = Q, QrK ‘

M
‘, = Q , Q丁M

‘
F ; , = Q , QTF ;

将方程 (2
.

17 )左乘O , 得逐单元分裂矩阵形式的微分方程组
:

仁2
.

1 5 )

(2 一 6 )

(2
.

1 7 )

习K ,, 司 + 习M
, ,
叫一 习F ;

,

显然 (2
.

1助是(2
.

1 6 )的分裂形式
.

(2
.

xs )

注记
:

1
.

0 ‘为单元‘的定位矩阵
,

它反映了单元位移向量与总体位移向量的对应关系
.

2
.

若单元i
,

了相邻
,

d “与dJ
‘

有重叠项
,

Q
J
Q
‘T 并。

.

3
.

若单元‘
,

j不相邻
,

d . ‘

与dj
‘

无重叠项
,

Q闷
‘T = 。

,

所以方程(2
.

18 )只有很少的非零项
.

4
.

Q
‘

Q
. T = I‘

,

所以K “ = K
‘ ,

M “ = M
‘

.

三
、

时间离散及逐步积分法

对“ (x
,

t) 进行时间离散
,

将暇进一步近似为衅
:

“
轰幻

“又 (t= 。△t )

“又= N ‘d : (V 义〔e (‘)
, i一 1 ,

⋯
, n 。

)

方程 (2
.

16 )和(2
.

18 )分别化为(5
.

3 )和 (3
.

4 )
:

K d
”

+ M
a .

= F
ft

习K 。, d : + 习M
‘, a : = 习F 套, (j一 1 ,

⋯
, 。e

)

(3
.

3 )和 (3
.

4 )为微分方程组
,

可采用逐步积分法求解
,

不妨以N e w m a r k格式

例来说明
,

(3
.

1)

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 ) 为

d
”“ 一“

’

+ ””“‘+ [ (。
·

5 一 “ )“
”

+ ““ ” ‘ ’

〕“‘
二

下
”” + ‘= ” ”

+ [ (l一 d )a ”
+ d a ” ‘ ’

〕么t

(3
.

5 )

令
: b

。= △td
,

b , = △才
Za ,

b
Z = △t (l一占)

,

b
d = △t ,

b
‘= 八t ‘

(0
.

5 一 a ) ,

采用加速度为基本变量
,

将 (3
.

5 )代入
,

(3
.

4 )得
:

习 (b
, K

‘, + M
‘, )a r

= 习F 蓄, 一习K
‘, 戈d :

一 ’
+ b

j v :
一 ‘

+ b
‘a :

一 ’

夕 (j二 l ,

⋯
, , e

记 :
M

‘, 葬二 b一K ‘, + M
‘,

(F 罗, )非 = F 了, 一 K ‘,
(d 全

一 ‘

+ b
3 v :

一 ‘
+ b

‘a 了
一‘

)

则方程 (3
.

6) 化为
:

习M九
a 了= 习 (F 了, )耸 (j二 l ,

⋯
, n e

)

同样
,

将 (3
.

5 )代入 (3
.

3)可得
:

(3
.

6 )

(3
.

7 )
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M
# a ”

= (F
n

)
莽

(3
.

8 )

其中
:

M
# = bl K + M

(F
”

)
’= F

” 一 K (d
, 一 ’+ b

3 v ” 一 ’

+ b
‘a ” 一 ’

)

显然(3
.

? )是(3
.

5) 的分裂形式
.

逐步解线性代数方程组 (3
.

7 )或 (3
.

8 )
,

再将川代入 (3
.

4 )即得定解问题的解
.

注记
:

1
.

一般情况下
.

!K “ l= 0.

2
.

只要 }M
, , }笋。

,

(事实上条件还可以再放宽) 则
:

M ,产对称正定
.

四
、

逐 元 松 弛 算 法

常规的方法是解大型方程组 (3
.

5)
,

本文以 (3
.

7 ) 的方式分裂 (3
.

5) 的系数矩阵
,

再逐元

松弛所对应的子块进行计算
.

所分裂的各子块之间有重叠部分
,

而且各子块相重叠部分之和

等于总体系数矩阵对应位置的值
.

解线性代数方程组 (3
.

7 )的逐元松弛算法为
:

任给一初始猜 测
: A

” ‘。’= (
a 翌‘

。’, a : ‘
。’,
⋯

, a

魏
, , )

,

作序列{A
”‘念 , }百:

M务a ; (介“ ) 一M乳。罗(
, , + 。R 罗(

, + ‘, (j一 l ,

⋯
, ”。 , k = l , 2 ,

⋯ ) (4
.

1 )

其中 。为松弛因子
, 0 < 。 < 2 ,

残向量
:

* ; ( :

一
: (F : ,

)一 (户
M :

。r‘
七十 ‘’一 乙 M乙‘ :

‘一 I
+ 1

‘”

) (4
.

2 )

式 (4
.

1 )(4
.

2 )中
,

对未知数向量冠以
“ 一 ” ,

是因为相邻单元子块的未知数向量
,

有重叠项
.

计算中对未知数向量的重叠项及时调整是加快收敛速度的关键
.

式 (4
.

1) 本质是逐块地调整A 梦(七 )使残向量R I(七 )逐渐趋向零
.

由于M务对称正定
,

所以 (4
.

1) 可解且收敛
.

子块之间重叠部分越多
,

每松弛一次计算量就越大
,

但收敛速度越快 , 反之
,

子块之间

重叠部分越少
,

每松弛一次计算量就越小
,

但收敛速度越慢
.

怎样才能最优地分裂
,

这是一

个很重要的问题
.

本文的分裂方案可以说是最优的方案之一 这是因为
:

1
.

只有单元‘
,

材目邻
,

武 与d {才有重叠项
,

且Q jQ丁铸 。
.

所以 (3
.

了)的非零项很少
,

这样在保证一定重叠量的同时
,

很有效地将计算量减少到最低
.

2
.

各子块实际上是单元和相邻单元的刚度矩阵
,

质量矩阵和荷载向量
,

计算中避免了

形成总体系数矩阵和总体荷载向量
,

本文算法物理意义明确
,

便于编写程序
.

3
.

各子块的阶数较低且稳定
,

便于采用有效的方法解低阶的子方程组
,

使用较小的计

算机内存也能解大型问题
.

4
.

运动方程逐步积分过程 中
,

每一个时步的解为下一个时步提供了较近似的初始迭代

值
,

也使收敛加快
.

五
、

数 值 结 果

为了便于同解析解比较
,

这里以一 维波的传播问题为例
.

图 1 为有限元网格和计算示意

图
.

N e w m a r k 格式参数 , a 二 0
.

25
,

d 一 0
.

50 , 松弛因子取。二 1
.

25 , 总时步数 N S T E P =
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12 0 ; 荷载为厅 (t)二 5 0 (1
.

0 一 e o s帅 t))
, o ( 切t簇二 , 其他计算参数见表 1

.

工 一 子(t)

圈 1 有限元网格和计算示意困

计 算 参 数

}
100

.

0 1 00
.

0 0
.

2 兀 0
.

5 0

[ 艺R ]

0
.

001

表中〔习R 〕为容许残差
,

参数实行了无量纲化
.

计算中只考虑沿 x 轴方向的运动

为节省篇幅
,

仅将节点38 的加速度数值解与解析解的比较示于图 2 中
,

图 3为时步 1、 4的

习R 随迭代次数H T E R 增加收敛至零的过程
.

0
.

刁

O 3

0
.

2

0
.

1

一 0 3

一。
.

4

图2 节点38加速度时程曲线

了从了六j
’

J片了了子l
,

了
.

公了大 丫
’

了片了六l ,

火冰达
沙

_
匕 4

] I了
‘

厂IL

吕

圈3 艺R 收敛过程田

计算结果表明
,

在入射脉冲完全通过某一节点前
,

该节点的加速度的数值解与解析解基

本重合
,

在其余时间段数值解有较小的振荡幅度
,

速度和位移的数值解与解析解相 比误差较

小
,

以至难以分辨出来
.
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图 3表明
,

残差习R 随迭代次数 IIT E R 增加而呈负指数规律收敛至零
,

收敛速度较快
,

本例一般需 10 次迭代即满足精度要求
,

记载的最大迭代次数 12 次
,

最小迭代次数4次
.

计算中采用用双精度实型使计算机舍入误差可忽略不计
,

采用了加速度为基本变量避免

导出变量误差病态积累
,

且由于迭代收敛速度较快 从而可有效地控制残差
,

所以误差主要是

时间离散和空 间离散带来的
.

_ 、 ‘

/ \、 结 论

本文对瞬态动力问题
,

结合逐步积分方法提出了一类广义 的矩阵分裂和逐单 元 松 弛算

法
,

摆脱了有限元法通常需要形成总体刚度矩阵
,

总体质量矩阵和求解大型稀疏方程组的繁

重工作
.

该方法在保证一定子块重叠量以加速收敛的同时
,

很有效地将计算量减少到最低限

度
,

便于采用有效的方法解低阶的子方程组
,

使用较小的计算机内存也能解大型问题
,

本文

算法物理意义明确
,

便于编写程序推广应用
.

由于实现了逐元计算
,

有很大的灵活性
,

从而

为时间一空间离散协调的工作奠定了基础
.
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tha t the p r e s e n t m a t r ix d e e o m p o s it io n s e h e m e 1 5 t h e o p t im a l o n e
.

T he p r e s e n t

a lg o r it h m h a s e le a r p h y s i e a l m e a n in g a n d e a n b e e a s ily a p p l ie d t o f in it e e le m e n t

e o d e s
.

K e y w o r ds fin it e e le m c n t , n e th o d
,

s t e p一b y一 s t e p izz t e g r a t io n
,

m a t r i x d e C o m p o s i
-

tio n , e le m e n t一b y一。le m e n t r e la x a t io n


