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摘 要

本文通过构造形式级数的方式
,

给出了一种三维保测度映射系统中一维不变流 形 和二维不变

流形的计算方法
.

利用不变流形的解析表达式我们估计了导致共振带完全失稳的临界参数
.

关越词 保钡」度映射 混沌 不变流形 稳定性

一
、

引 言

不同于偶次维映射
,

三维保测度映射有着其特有的
、

丰富的动力学特性
【2 ~ ‘’.

对于三维

保测度映射
,

在不动点邻域内的线性化映射
,

至少有一个特征值为实的
.

此外
,

由于所有的

特征值之积为 1 ,

故一般存在一些特征值
,

其模大于 1
.

这样
,

对线性化映射而 言
,

不动点一

般是不稳定的
,

这 与偶次维保测度映射有很大差异
.

在所研究的三维保测度 映射中
,

在不动

点邻域内一般不存在一维或二维的不变流形
.

文 〔2〕不仅从数值上而且从理论上严格 证 明了

在三维保测度映射的一维不变流形的邻域内一定存在 二维不变流形
.

因此
,

在三维保测度系

统中
, 不动点的寻找及其稳定性研究已不甚重要了

,

而一 维不变流形的寻找及其稳定性研究

就显得非常重要了
.

文 「3 」中给出了一个关于一维不变流形失稳的充分性判据
.

文 〔4 1中我们

发现有其它可能的失稳机制
.

所有这些失稳判据都需有不变 曲线的表达式
.

因而精确计算出

不变曲线的表达式将有助于精确计算失稳时的临界参数
.

一般2n 维H a m ll 七。n 系统通过能量截面以及P oi n c ar ‘截面将对应于一个偶次维映射
.

那

么三维保测度映射的研究是否仅仅具有理论上的意义 ? 事实上三维保测度映射可以用来研究

许多复杂系统
,

如 C o u e 七七e 一T a y lo r 流体系统以及近抛物轨道彗星运动
「‘, 5 ’.

我们在 文〔4〕

中推导出一个反映近抛物线轨道彗星运动的三维映射
,

这个映射是一个二维映 射 的 受 摄扩

张
.

本文将侧重于研究这类映射
.

二
、

映 射 系 统

在文【4〕中
,

我们研究了一个天体力学问题
—

近抛物线轨道彗星的运动
,

导 出 了以下

映射

8 7 9



8 80 刘 杰

K
, 一 K + 。

(鑫
“‘·, ·‘。+ ”·,

一
。

)
g ‘

= 夕+ 2 二/ (一 K
‘

)
, ‘,

。‘
= 。 + 拼艺

a ‘e o s ig

m o d (2 二) (2
.

1 )

m o d (2 二)

其中K
, g 和。分别代表彗星的能量

、

相角以及近地点平黄经 , p 是主天体轨道偏心率参量 ,

a’和瓦是常系数, 拼是摄动小参数
.

为了方便下面研究
,

我们忽略摄动因素中的高频项得到如下三维映射
:
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,
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’。’

(2
.

3 )

M
Z :

{
K

,
= K + 拼s in g

g ‘= g + 2 二/ (一 K
‘

)
3 ‘ 2

(2
.

4 )
m o d (2 二)

其中

由于
J _ ,

1口(K
‘, 夕‘ , 。 ‘

) }
_

月 _ ‘ I口(K
‘, g ,

) 1
以心 ‘ l 一竹子丁万二= 一一- - - 一了一一 l

一
、几心 ‘ 1 一二万下, 万7 一一一下一- 一 l 二二二 1

1 a L八
, g , 。 ) l ! 口 L八

, g ) l

因此M
3

为M
:
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.

映射M
:
有如下 1周期解

9 . = 0, 兀

K 朴 = 一 (l/ 。)
“, ”

。为正整数 } (2
.

5 )

在我们所取的时间单位下
,

主天体的运动周期为2 二
.

当彗星能量等于 K
铃
时

,

运动周期

近似为2。二
.

因此有m /l 共振发生
.

令O = 刀(K
, ,

了)/ D (K
,

功
,

则行列式的迹为

T r a c eO = 2 + 3二户e o s夕/ (一 K )
‘l 名

(2
.

6 )

当 }T r a C e。}(K
. ,

9 .) 大于 2时
,

其对应的 1一周期解失稳
【”

.

因此我们有如下 结论
:
对应

于9 . = 。, 1一周期解为不稳定的双曲不动点 , 对应于夕
价 = 二 ,

仅当K 价< 一 (3二川 4 )
: 护‘
时 对应

的周期点为稳定椭圆型不动点
.

三
、

一维不变流形的计算

令 (K (。)
, 夕(。))为M

3

的一维不变流形
,

则

K (。
I

)= K (。 )+ 拼R (g (。)
, 。)

夕(。
,

) = g (。)+ 2 二/ (一 K (。
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3 , 2
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、!、I
J
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9白O乙ddO0mm

)式表示了一个函数方程
,

我们将其解展开为形式级数
,
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以此类推
,

我们可以解出 (K
3 , 夕:
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,
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)
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⋯
,
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,

)
,

·

⋯

在上面推导中的各阶导数有如下具体解析表达式
:
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上述级数展开方法可给出M
3

系统的一维不变流形任意精确度的解析解
.

当p = 。时
, m 八共振带中心为(g = 二 ,

K = 一 (1 / 。)
2 / 3

)
.

随着p 的增大
,

共 振带 中 心发

生漂移
.

由上面不变 曲线的解析表达式知
,

共振中心在g 方向漂移量一般为 o( l) 量 级
,

其最

大值取在。 ~ 二 / 2 , 3 二/ 2处 , 共振中心在能量 K 方向的漂移量为o( 川量级
,

其最大值取在。 =

。, 二处
.

有趣的是参数a 也影响着共振中心的漂移
.

三这个结果可通 过分析 (9
1 ,

K
:
)的表达式

得到
.

我们发现随参数a 增大
,

共振 带中心在能量 K 和相角g 方向上漂移增大 , 相 同的a 值
,

1 /l 共振带中心漂移量最大
,

随共振比增大
,

漂移量减少
.

四
、

二维不变流形的计算

我们知道三维保测度映射中一维不变流形的邻域一定存在二维不变流形
‘“’.

由于离散的

映射系统与连续的微分方程系统有一定的对
一

应关系
.

因此上述二维不变流形就对应于连续系

统的局部不变积分
.

设 K ~ K (g
, 。 ,

川是上述不变 曲线邻域的二维不变环 面
,

由于 拼是小参数
,

因 此我们

可把K (g
, 。 ,

川展开为“的幂级数
.

但这样却得不到任何有用的结果
.

在文【8 」中我们 讨论

了m /l 型共振带的半宽
,

发现其为o( 川
/ 三

)量级
,

这就提示我们把 K (g
, 。 ,

川展开为川
/ “

的级

数

K (g
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由定义
,

K (g
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,
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将 (2
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2 )与 (4
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1) 式代入方程 (4
.

2 )并比较两边同阶项系数得
:
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A m . x

/ A

月m 。 x

/ A

m ; n = (a 一 l/ 研丁千万
f )/ (a 一 l)

m : n 一 (‘一 a )/ (, / 斌弃不可 一 a
)

a > l

0 < a < l

我们发现对于不同的共振带
,

不变环面具有相似结构
.

有了上述分析
,

了不变曲线邻域内的二维不变环
「

面的几何性态
.

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

我们就完全掌握

五
、

m 八共振带的稳定性

当偏心率参数p 较小时
, 动八 (。 ~ 1 , 2 ,

⋯
,

6 )共振带是稳定 的
.

M
3

系统具有 (3
.

2 )式和

(4
.

1、式所表示的一维和 二维不变流形
.

随着参数p 的增大
,

外层不变环面依次破坏
,

最后当

p超过某个临界参数 p 。

时
,

一维不变流形失稳
,

这也意味着相应 的。八共振带失稳
.

由M
:

映射的表达式及 不变 曲线表示式 (3
.

2 )
,

我们得到沿不变 曲线
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。
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,
八。 = 0就有如下解

,

。
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, 二 + 刀
, , 一夕

, 2 二 一刀 (5
.

2 )

其中 刀= a r C S in 斌 一/ a 么一 l / p

在这种情形下
,

容 易证明 (g 一
g (。 ,)

,

K
朴。 K (。哟

, 。勺为映射M
3

系统的不稳定不动

点
.

也就是说 p > p 。
= 斌不石〔不时

,

不变曲线退化为不稳定不动点
.

由 (4
.

1 4 ) 式
,

我们

发现
,

当 p = 几时
,

A m 。 二

在。
铃 = 3二 / 2趋于无穷大

.

这意味着在 。 = 。朴截面上 有扩 散现 象产

生
。

另外还存在 另一种失稳机制 (a > 1)
.

沿不变曲线可以计算特征矩阵0 一创K
尹 ,

了)/创K
,

动 的迹

L一 T r ‘c e ” }一

}
2 + 3 二。 口R (g

, 。 )
口g /

(一 K 一 “R ‘g
, 。,’

6 ‘ 2

(5
.

3 )

将不变 曲线表达式 (3
.

2 ) 代入上述方程得

L (。) = 12 一 j3 二拼。5 ‘”
斌i不万

厄云而石 }

当迹大于 2就产生不稳定
,

因而可以得到临界参数的表达式

(5
.

4 )

4 、2 : 查
尸。
一 L气

~

污元痴砰 丁
) 一 ‘J (5

.

5 )

我们知道 L y a p u n o v 特征指数 (L C N s) 是判断轨道是混沌的或是规 则的一个指示器
.

如果轨道是规则的
,

所有特征指数为零 , 反之
,

最大特征指数大于零
.

一维不变曲线的失稳

过程是轨道 由规则变为混沌的过程
〔‘’.

根据映射M
:

及其切映射 T M
,

的 表达式
,

我们计算了

。/ 1 (tn 二 2 , 3 ,

⋯
, 6 )共振中心对应的轨道的 L y a p u n o v 特征指数

,

其叠代次数是 1 0 ”次
.

结

果列于表 1
.

我们的理论值 与计算值相符较好
.

衰 1 (“= 0
.

0 1
, a = 1

.

1 )

J土JII山4/4.4.共 振 带

计 算 值

理 论 值

一

{一吧一
⋯

1 3
·

4

! 1 3
·

3

6
.

5

6
.

7

不变曲线的形状说明了共振 中心的漂移
.

由不变曲线的解析表达式我们知共振 中心在能



兰维保测度映射系统不变流形及其稳定性

量 K 方向以及相角g 方向的漂移分别在。 = 0 (或二 ) 和。 = 二/ 2 (或 3 二 / 2 ) 处取极值
.

令 其 极

值的绝对值分别为占K 和勿
,

我们 有

d K = 拼(a 一 l)p / 3二 m s ‘“

+ o
(拼

2

)

d g = a r e t g p + 拼p (a 一 l/ 研丁干硒
万-

)
“

/ (3 二。
5 ‘3

)(l+ 户2

)
“, “

+ o (拼
之

)

(5
·

6 )

(5
.

7 )

有意思的是参数a 也影响着共振 中心的漂移
,

这个现象在零阶近似所得 到的不变曲线的

表达式中是看不出来的
.

参数a增大
,
占K 和占g 也增大

,

这样势必影响到临界参数p
。 .

为了说

明这个问题
,

我们 以 2八共振情形为例
,

取拌等于 0
.

01
,

利用L C N s 方法来计算临界参数p 。

随

参数a 的变化
.

结果列于表 2
.

我们发现当a 接近于 l时
,

d K 趋于零
.

此时
,

计算结果 与(5
.

5 )

式所解出理论值相符甚好
.

当参数a 逐渐增大
,

相应的共振 中心在能量坐标方向漂移量6 K 增

大
,

临界参数Pc 减小并偏离我们理论值
.

衰 2 (“, 0
.

0 1 )

临临界参数Pccc

占占KKK

1
.

1

1 3
.

4

4
.

46 X 10一‘

1
.

50

阵一三9
~

一{一二二一一 一

}一
些一

-

卜巴匕
卜
一

-

竺生一一
一

{一
一

卫三

—{ 一」三一
一

} 互2一一

}一生竺迎1
一

,

{一兰暨三旦二兰
一

{ 旦
⋯

~

旦吕圣三旦望一 } 旦{子些圣三旦二i
! 1

.

5 0 } 1
.

48 } 1
.

4 5 } 1
·

4 2

六
、

结 束 语

本文中
,

我们利用级数展开方法给出了阴八共振带对应 的不变流形的解析表 达式
.

根据

这些解析表示式我们分析了一维和二维不变流形的几何特性
.

我们研究了。八 共振带的稳定

性问题
,

得到了临界参数的理论估计
.

在 a < l时
,

不变 曲线可能退化为不稳定的不动点
.

当

a大于并接近 1时
,

理论结果 与通过L C N s方法所得数值结果相符较好
.

由于参数 a 增大使共

振中心在能量方向漂移量增大
,

因而使共振带稳定性减弱
,

临界参数Pc 减小并偏离理论值
,

这是容易理解的
.

而关于临界参数 p
。

对参数
a
的依赖关系则是一个有待研究的问题

.

感谢孙义隧先生
、

陈式刚
、

周焕文先生审阅初稿并提出修改意见
.
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