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摘 要

本文采用非线性前屈曲一致理论分析均布外压下加筋碟形薄壳的塑性屈曲问题
,

建立了这类壳

体的能量表达式和屈曲方程
.

给出了简明的计算格式
.

数值分析结果表明
,

所导出的算法具有 较

好的精度
.

计算过程也简单方便
.

关抽词 加筋旋转薄壳 碟形薄壳 均布外压 塑性屈曲

一
、

问 题 的 提 出

加筋碟形薄壳是一种由球壳和环壳两部分组合而成的工程结构
,

常用作导弹的尾罩和潜

艇耐压舰体的端部封头等
.

此时壳体承受均匀分布的外压力
,

屈曲成为主要的破坏形式
.

工

程上常用加筋球壳公式来估算其临界压力
,

显然这会带来较大的误差
,

使用有限元法进行分

析则将需要较高的计算费用
,

不宜用于设计的初始阶段
.

本文采用非线性前屈曲一致理论进

行这类壳体在均布外压作用下的塑性屈曲分析
,

导出了建立在能量原理基础上的求解公式
,

可以求解加筋球壳和加筋碟形薄壳的塑性屈曲问题
.
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由文献〔l] 可得计及几何非线性时壳体的应变关系为
:
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上标 (l) 和 (2 )分别表示应变中的线性和非线性部分 , R :和R :
分别为径向和环向曲率半径

.

设屈曲前状态为
e , 屈曲时状态为P

,

将屈曲前位移模式代入 (2
.

1) 可得屈曲前壳体的应

变关系
,

屈曲时应变关系可表示为
:

一 , 一 。

界+ ·

界+

一 {
。
; +

令}
+
{省(刀;

+ , : )}
+ {刀刀

, + : v ,

}

·,
一“+ ·

“+

一{
·
;告

+

呼
+

贵卜{合
(, ; + , ; )

}
+ {, ,

,

+ : : , }

·,

一 ;‘
。 + ·

弄
, +

一伶
+ ·

(个)
‘

}
+ 、刀

, , , }+ {刀,
,
+ , 。

,

}
(2

.

2 )

壳, , 二刀二,

式 中
,

k
, 。一

令
+

鲜
,

枷
。

一今
一 ,

石
一

贵

几一

奇一
‘

,

‘一

贵
一

今
, , , 一

抓
一

今
+ ·

: +

午)
下标

e P表示屈曲前后位移交叉所引起的应变
.

设e. 为第二根径向加强筋的环向位置
,

Z 。
为壳体中面到加强筋形心的距离

,

令 e= 人代

入 (2
.

1) 式 与 (2
.

2 )式便可得出径向筋的应变关系
:
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,

可得出环向筋的应变关系
:
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中。

为第‘根环向筋的径向位置
,
Z

。

为壳体中面至该环向筋形心的距离
.

严格说来
,

加筋碟形薄壳的屈曲问题是一个弹塑性屈 曲问题
,

求解时要区分加载区和卸

载区
,

十分复杂
.

但许多资料表明由于 问题的复杂性
,

使用弹塑性分析方法效果往往并不理

想
.

因此
,

本文将加筋碟形薄壳的屈曲作为塑性屈曲问题处理
,

即全部采 用塑性应力应变关

系
。
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采用塑性屈曲理论和 M is e s 屈服准则
,

壳体中塑性形变理论的应力应变关 系 可 表 示

为
, 名, :

、1.‘.叮、了....夕

、,.产

口加�

甲

d a , =

d丙 =

d r” =

E

一拌2

E
l一拌2

E
l 一 拌2

(a 1 1d e , + “a l : d o . + a 1 3d 。, 。)

(拼a
l : d e , + a Z : d e . + a Z : d 。, .

) (2
.

5 )

(
a 13d 。· + o 2 3d “+ l 一拼

2

a 3 , d ￡

式中
,

_ 4 ( l 一拼
2

)功
。

f l

U 1 1 : 二二 - 于二尸, 一~ - 7 甲- 一一吧~ ~ 一 , , 一了一下尸, - - -丁- , 丁 -3 LI 一 又l 一 2拌) 中
一
/ 3 J L I 十吸l 一 2拌)巾

a

3 ( 1 一功
. /功

.

)
4 [ l 一 ( l 一 2拌)功

a

/ 3 ]

G Z :
_ 4 (一拌2

)功
.

一 3 [ l 一 ( l 一 2拌)功
a

/ 3 ]

_ _
_

皿丝因也
_ _ _

一 〔l 一 ( l 一 2“)功
a

/ 3 ]

2 ( l 一拌
2

)功
-

3拌[ l 一 ( l 一 2拌)功
一

/ 3 ]

{
3 ( l 一功

.
/功

一

)
l + (一 2拌)价

。 4 [一 ( l 一 2拼)叻
a

/ 3 ]

丁生 _ _ 红二盛Z烟—
.

(二些丫飞
t 3 〔l 一 ( l一 2拜)功

一

/ 3 J 、 a ‘ / J

.

丁二二f上卫“)如
L I + ( 1 一 2拼)功

-

_ 一一一一红二琐必止到匕一一丁
.

Ll一 ( l 一 2拌)价
一
/ 3 JLl 一 ( 1一 2拼)叻‘

/ 3 J

_ ( l一 拼
2
) (功一叻

‘

)
[一 ( l一 2拌)功

一

/ 3〕[ l一 ( 1 一 2拌)价
.

/ 3 ]

3 ( l 一叻,/ 叻.) K
I K :

一 2 [ l 一 ( l 一 2拌)功
.

/ 3 ]
一

’

尤

K
1

不
一

.

兀贾
一

K
2

伪 K

}

( 2
.

6 )

K ~ 1一 ( l一 2拼) (功
。
一功

‘

) (a
, + ae )

[ l + ( l一 2拌)功
.

] [ 3 一 (一 2拼)功
.
〕a :

K
l =

K
: =

k.{
」
探是书豁概

旦a一聋云望黔靛
。
}

;.{
一

瓷产粼:
。·

十畏吕黯犷a.}

(2
.

7 )

功
。
= E 君/ E

,

功
: = E 罗/ E

这里
, E :和E 犷分别为单向应力一应变图上的割线模量和切线模量

,

与应力强度一应变强度

曲线图上的割线模量E
.
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忽略横向应变和扭转的影响
,

则加强筋处于单向应力状态
.

对于径向筋
,

有
:
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能 量 表 达 式

加筋碟形薄壳的总能量可 以表示为

H = 犷
。

+ 价 + 犷, + U (3
.
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式中
,
犷

。 ,

价和犷
,
分别为壳体

、

径向筋及环向筋的变形能
,

U 为外力势能
.

对于每部分变形能
,

可依据所处状态和应变类型进行分解
.

对本文所讨论问题
,
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, : . ,
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和屈曲位移交叉所引起的应变
.

以下分别给出各部分变形能的表达式
.
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的线性项
、
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.
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3 环向筋变形能

环向筋的变形能 犷 , 二 E 犷 , 。 ,
犷 , 。

为第
c
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,

也可利
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.
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4 外力势能

利用式 (3
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2 )对外力势能进行分解
,

有



郝 刚 曾 广 武 郝 强
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根据壳体屈曲的特点
,

取基函数为
:

功
. : = e x p [一刀切

2

] s in 3 c l甲e o s n s

功
。 , = e x P [一刀甲

2

] s in s c :切s in n o

功。 1 = e x P [ 一刀切
2

] [e o s 3 c , 切 一 s in 3 c Z切 e o s n o]

式中
, c , = (Zm 一 l)二/ 2多

, c : = m 二斌石
二

—
屈曲时径向 1/ 4整波数 ,

n

—
屈曲时周向整波数 ,

刀
—

屈曲时沿径向的衰减系数
.

} (4
.

5 )

4
.

3 求解方法

将式 (4
.

3 )、式 (4
.

5 )代入式 (4
.

2 )
,

经整理可将加筋碟形薄壳的屈曲问题化为求解下述

条件极值问题
:

P
。 ,
= m in P (m

, n ,

刀
, x 。

份
, ” ,
口

5
.

t
.

占H l
二= 二 .

= o } (4
.

6 )

式中
,

‘为平衡点处的位移
.

五
、

算 例

为验证本文方法的正确性
,

计算了若干典型问题
,

现给出部分计算结果
.

例 1 固支球壳

固支球壳承受均布外压
,

基本参数为R = 3 2 e m
, t = 0

.

1 se m
, 二 ~ 6 0

“ ,

E = 6 9
.

6 2 7 G P a ,

a
一 25 4

.

97 3M P a , 拌= 0
.

32
,

材料应力应变曲线初始数据示于表 1 ,

各种方法所得计算结果

列于表 2 ,

临界压力随。 , n变化趋势见表 3
.

衰 1 材料应力应变曲线教据

￡X 1 0 3

口(M Pa
)
⋯二⋯

一

竺⋯兰⋯兰‘二二⋯竺⋯竺{竺⋯竺⋯兰⋯竺⋯里⋯竺
{
‘, 6

·

‘3312‘5
·

’46

⋯24
0

·

26 3
1
2 5 ,

·

4 2 , 12 , 2
·

‘2 5{, 84
·

”3{, 。‘
·

55 4
⋯
314

·

‘。, 一, 2 5
·

“9。一3 , 3
·

4 2‘
{34
‘

·

2 , ‘

{34
,

·

’‘,

1
3‘6

·

96 ,

衰2 固支球壳临界压力

方 法

球 壳 解

无矩理论解

一一 }}}{ 一一

仍仍仍 nnn P
c r

(k P
a
)阴

1 864
.

6 36 / 一

2 047
.

72 7/ 5
.

226 1

2 013
.

, 96 / 5
.

526 2

14 1 3
.

4招/ 17
.

401

解解性性弹塑

例 2 固支碟形薄壳

碟形薄壳IL 何形状如 图 1 (a )所示
,

其有关参数为
r : = s e m

,
L = 3 2

.

le m
, t= o

.

Zse m
,

R = 20 c m
,

H = 11
.

Zc m
, 中。

= 30
。 , 拼= 0

.

32
,

材料物理性质同例 l,

屈曲分析结果列于表

4 ,
变换

r :
/ H 值进行系列计算

,

其结果列于表 5
.

在H 及R 一定的情况下
,

碟形薄壳可能具有不同的外部轮廓
.

一个极端情况是环壳半径
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衰 3 临界压力尸
。 ,

随” ,

。变化趋势( k P a)

性一l
无 矩 理 论 解 解

一

益
2
、一

⋯一
、
儡

一

薰}⋯麟

P
e r

5 1 1 6
.

9 14

2 0 1 3
.

7 9 6

2 4 7 3
.

3 3 5

3 66 0
.

6 2 6

0
.

0 16 9 9

5
.

5 26 2

‘
1内‘

1 0
.

4 8 9

1 0
.

786

六j4

4 1 6 4
.

00 2

2 0 54
.

9 8 4

2 9 5 3
.

9 5 9

44 28
.

3 89

0
.

04 1 7 8

5
.

5 2 2 6

9
.

0 4 4 9

4
.

2 9 1 8

4 0 9 3
.

78 6

2 0 2 0
.

9 5 4

2 9 0 5
.

0 24

4 3 5 5
.

0 3 5

0
.

04 16 1

5
.

2 2 6 9

9
.

0 4 6 1

4
.

2 924

J上2

1�4

34 2 8
.

5 03

2 1 68
.

9 3 7

3 4 7 5
.

1 83

5 084
.

06 2

0
.

01 6 5 6

4
.

86 6 6

7
.

1 84 9

1
.

9 8 9 6

3 3 7 0
.

8 4 0

2 1 3 2
.

94 6

3 4 1 7
.

5 1 9

5 00 4
.

1 3 7

0
.

0 16 56

4
.

8 6 7 3

7
.

1 8 5 9

2
.

4 8 7 3

{ 塑 性 解
l

{二业一⋯
一 旦一一

王8 9 7
·

2 9 3
⋯

”
·

0 19 2 9

14 14
.

5 1 1 一 17
.

4 0 1

1 4 1 3
.

6 2 9

⋯
30

.

1 07

; 14 94
.

2 3 9
l_ _

_

⋯
‘“, 8

·

0 , ,

!一
”

·

。‘, , ,

{ 14 1 4
·

9 0 3
⋯

2 0
·

0 8 8

}
1 4 1 3

·

4 3 2
1

1 7
·

4 0 1

⋯一些竺竺一
~

⋯ 些22里一

1 工4 3 3
·

6 3 4
⋯

“
·

0 19 2 9

}
王4 1 3

·

9 2 3
}

王7
·

4 0 1

⋯
144 1

·

7 7 4 ! 6
·

9 2 28

{ 1 8 6 0
·

D2 7 } 2
·

1 1 54

J工,曰

,JJ马

衰4 固支礁形菊宪脸界压力

方 法

相当球壳解

弹 性 解

塑 性 解

P
e r

( k P
a
)

6 3 81
.

1 11

4 9 1 5
.

6 9 3

2 0王5
.

4 6 5

刀

8
.

洲6

1 3
.

4 3 0

1 1
.

358

衰 5 临界压力尸
。 r

随 r , / H 变化趋势 ( k P a )

r 一
/ H

相当球壳解 (有矩 )

⋯
.

二生
一一

球 壳 解

0
.

0

} “
r

}

120 96
.

7 11

1 1 009
.

7 63

92 1 5
.

7 1 0

64 90
.

1 98

5824
.

3 93

3 5 91
.

44 1

2 2 39
.

6 23

83 7
.

5 58

49
.

050

口曰2

,曰2

2,曰

,曰2

4
lj4444444山口内J工J4444‘U凡」4曰岛‘岛44lj‘U曰」

0
.

2 5

0
.

5 0

0
.

7 14

0
.

, S

0
.

85

0
.

90

0
.

95

0
.

99

1304 0
.

4 33

1 12 35
.

3 9 3

8 2 7 1
.

30 2

4 9 1 5
.

6 93

4 2 5 7
.

1 4 8

2 6 5 7
.

6 2 7

1 94 9
.

44 3

15 1 3
.

68 3

1 062
.

6 1 9

13040
.

433

1 1 7 7 6
.

9 05

95 4 8
.

6 62

638 1
.

1 11

56 64
.

098

328 0
.

6 6 0

1916
.

972

632
.

4 11

26
.

27 7

衰6

模 型 号

加筋班形琳宪临界压力

计算方法

弹 性 解

塑 性 解

试 验 解

33333

44444

一一二一-

{竺竺蟹鲤堡叁
“

·

3 46 }
2 09

·

i %

一翌竺⋯一竺1
“

·

3 5 1
} 207

·

8‘

5
.

3 , ,

!
‘”多

月J内」

,
‘

,J弹 性 解

塑 性 解

试 验 解

P e r
( k P

a
)

9 21 5
.

7 99

3 1 6 6
.

07 7

2 9 81
.

222

94 87
.

395

3 258
.

35 3

3082
.

624

等于零
,

球壳半径为最小 , 另一极端情况是球壳半径无穷大
,

而环壳半径也为最大 (等于碟

形壳高度 万 )
.

在此之间壳体可能有任意多个球壳与环壳半径的组合
,

由于球壳与环壳半径



加筋碟形薄壳的塑性屈曲分析 9 41

之 间具有下述关系
:

L = (R
Z

+ H
“一 ZR r ,

)/ 2 (H 一 r l )

故给定环壳半径r :
后球壳半径L 也将确定

.

由表 5可知
,

给定R 和 H 之后
,

碟形壳的临界压力

随环壳半径
r : 的增大而迅速降低

.

当: , / H = 0时尸
。 ,

为最大
, r l/ H = 1时为最小

.

在 o < r l / H

< 0
.

9范围内
,

与相当球壳相比
,

碟形薄壳临界压力低于相当球壳临界压力
,

在r1 / H = 0
.

9时

二者几乎相等
,

之后碟形壳临界压力随
r l/ H 的增大而高于相 当球壳的临界压力

.

但由于此时

球壳半径很大
,

相 当球壳 已趋于一平板
,

故其临界压力很低
,

弯曲成为主要问题
,

工程上不

可能采用这类壳体作为受外压作用的容器封头
,

故此范围内碟形薄壳实用意义不大
.

通过上述分析可得出
,

在工程实用范围内
,

碟形薄壳的临界压力小于相当球壳的临界压

力
.

若采用相 当球壳方法进行设计
,

则会得到偏于危险的结果
.

例 3 固支加筋碟形薄壳

为进一步验证本文方法的可靠性
,

制作了两个加筋碟形薄壳进行屈曲试验
〔3 ’,

壳体加筋

方式示于图 l (b )
,

对模型 l ,

筋宽为 5
.

sm m
,

高 7
.

3m m
,

对模型 2 ,

筋宽为 5
.

sm m
,

高为

7
.

4 m m
,

其余参数同例 2
.

使用本文方法算得临界压力并与试验结果比较列于表6
.

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]

参 考 文 献

D
.

B u sh n e ll
,

C o m P“才e r‘z e d B u e klin g A n a lg s ‘5 o f S h e lls
,

M a r t in u s N ijh o ff

P u blish e r s ,

D o r d r e e h t (1 98 5 )
.

力学所板壳组
,

《加肋圆柱板与圆柱壳》
,

科学出版社 (1 9 8 3 )
.

郝刚
、

曾广武
,

加筋碟形薄壳屈曲试验
,

华中理工大学学报
,

2 2( 12 ) (1 9 95)
.

PIa stic B u c klin g o f Stiffe n e d T o risPhe r ic a l She ll

H a o G a n g Z e n g G u a n g w u H a o Q ia n g

(D e Pt
.

o f N a 口a l A r c hite e t u r e a n d O e e a n E ”g ‘n e e r in g
,

H u a z ho n g U ”fv e r s i才g

0 1 S c ie n e e a n d T e e h”0 10 夕u
,

甲 u ha n 4 3 0 0 7 4
,

P
.

R
.

C hin a )

Ab$ tra c t

T h is P a Pe r u s e s the n o n lin e a r p r eb u ek lin g e o n s is t e n t t he o r y t o a n a ly s e th e

p la s t ie b u e k lin g p r o ble m o f s t iffe n e d t o r is p h e r ie a l sh ell u n d e r u n ifo r m e x te r n a l

p r e s s u r e
.

T he b u e k lin g e q u a tio n a n d e n e r g y e x p r e s s io n s o f th e she ll a r e b u ilt
,

th e c a lc u la tio n fo r m u la 15 p r e s e n t e d
.

N u m e r ie a l e x a rn p le s s h o w th a t th e m e th o d

in th is p a P e r h a s b e t t e r p r e e is io n a n d e a le u la t in g Pr o e e s s 1 5 v e r y s im Ple
.

K e v w o r ds s t iffe n e d s he ll o f r e v o lu t io n
,

t o r is p h e r ie a l s h e ll
.

u n ifo r m e x te r n a l

Pr e s s u r e , Pla s t ie b u e k lin g


