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摘 要

本文是以前一文的延续
,

仍着重讨论向量丛底空间上的动力系统与各个相配标架丛上动 力 系

统之间的关系
.

关健词 向量丛 标架丛 G r a s s m a n n
丛 遍历卜! B o r e l划分

引言
,

记号

本文所指的向量丛动力系统 (或者在一些文献中也被称作线性斜积流 ) 的研究对一部份

数学的理论和应用都有重要意义
.

这在文献 [l 〕中已相当充分地谈到
.

或许不同于别处的是
,

我们采用的方式比较着重于 丛底空间上的动力系统 与各个相配标架丛上的动力系统之间的关

系的探讨
.

现在这工作是〔2」的延 续
,

主要结果叙述并证明在后面诸节中
.

仍如同 [ 2〕中
,

考虑一个

以紧致可度量空间附为底
,

秩为有限维
n及 x 〔不处的纤维为E

二

的向量丛

K 二 U E
:

并设此丛有纤维上的内积
.

对一整数P〔< 1
,

心构造与此丛相配的正交标架丛了
,
(K )

,

正规标

架丛了蓄(K )及 G r a s s m a n n 丛穷
,

(K )同 [ 2
,

户户
.

2 3 2一 2 3 : ]中
.

在设才和 K 分别有单参变换

群

切 : :
附、附

,
巾

. :

K 、 K (一 co < t< oo )

满足相容条件 a 巾
‘一叭 a 对所有班 (一 co

,

co )
,

其中

a : K 今W

表丛投射
,

且使得在E
二

上小
:

是到 E
,

的线性映射对于 夕一 切:

(劝
,

对所有的 斑 (一 co
,

co ) 及

x 〔W
.

于是小
‘

(一二 < 才< co )以自然方式分别导出单参变换群

劝
: :

了
,

(尤 ), 了
,

(K )
.

X 节
:

了爹(K ), 了营(尤 )
,

切 : :

穷
,

(K ), 穷
,

(K ) (一 co < t< 。、
.

我们还要求 X :

(一 , < t< co )满足

条件 (
, ) 对q 任< 1

.

。>及每一与一 1 , 2
, ·

⋯ q
,

标架 z “1,) 〔了
。

(K 川
, 第寿个向量 p r oj

o x ‘

(刃

的长度函数 }}p r oj
。X .

(, ) l]对t可微且
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。, (?
,

K ) =

是? 〔了
。

(K )的连续函数
.

d }一p r o j
七 x ‘

(下) {{

这些都同 「2
·

户P 2 8 3一 2 8 4」中
.

关于这些在微分动力系统中的背景可参考【2 〕
.

我们仍需要用 下面的一些记号
:

每一X 〔砰处的每一 丫〔了创K ) 所张的 E
,

中P维子线性

空记作 万 L们
.

E
二

中任一力维子线性空问H 所代表 必
,

(K ) 巾的点将记作 〔H 〕
.

于是 护‘

〔H (们 〕给出一映射

右:
了蓄(K )、2 ,

(K )
.

(1
.

1)

对任给的整数。〔< l ,

P>记

J (m )一 数列集 {几(。) = (几
: ,

久: ,

⋯
,

瓜) }还, < 几
2

< ⋯ < 凡耐
,

Q (。 )二 正整数列集 {g (。) = (q
, , q : ,

⋯
,

叮。 ) ! g t + 9 2

+ ⋯ + g 。 = g }
.

任取定一叙 列的数{T
:

}使满足

T ,里 1 ,
T ‘+ 1二 ZT ‘

(i= l , 2 , 3 ,

⋯ ) (1
.

2 )

于是对又〔(一 co
,

co )及整数q 〔< l ,

P>命

“ ‘“
,

一令
“厂 , ‘兀 ,

!呵愈簇Ma
· · - 1 , 2 ,

一

1几一 号井「
,

0 1 ‘
J

(j+ 1 )占T
,

了吞T
:

。。

(x , (, )
,

K )d 才

()
一 。,

d 一 士 ,

}
.

(1
.

3 )

易验证刀以 q
_

的确定 与满足 (l
.

2 )的数叙列的选取无关
.

对整数。〔< l ,

P>及 几(m )一 (几
1 ,

几
2 ,

⋯
,

之. )〔J (明)
, g (。)= (g : ,

9 2 ,

⋯
, g ,

)〔Q (。)命

厂林(fn )
, g (tn )) = { [H 〕〔男

,

(K ) }存在夕
, 〔刀 (几

, , g , )

使得H (力 )c H
,

j= 1 ,

2. 二 , 。卜
.

最后记
厂

, (K )二 U
; (。 ) : , 、。 )

, 。(。 )
.

。(。 ) , 。 一 , , : ,

⋯
, ,
厂 (义(。)

, 口(。) )
.

我们在〔2〕中证明 了
:
厂

,

(K
、

满足就穷
, (K )

_

}几的 单参变换群 切:

(一 co < t < co ) 来说的
,

O se le d ec 乘法遍历定理 中所需的 B o re l集的要求
,

即

定理 穷
,

‘

K 、的子集 厂
, ‘

K )是一个 切 : 一

不变的 B o r el 子集
,

具有全测度
,

且在每一点

仁仔〕〔厂
, 了K )处

,

叨‘

都是规则 的
.

这个B o r el 集
,

比起以往别处为同一 目的曾经出现过的集合来说
,

呈现出新属性 (比较

【2 」中引述的许多参考文献 )
.

这里规则性成立 是由于
:

只要 〔H ]〔厂 (几(tn 、
, q (。))对于整数 。〔< l ,

P>
,
几(间 = (久, ,

几
: ,

⋯
,

元。 )〔J (。)
, 口 {。、= (g , ,

9 2 ,

⋯
,

g 。 、〔Q (。、
,

H 就有对满足 H (v ,
)C= H 的某些 丫, 〔

刁 (几, . )(j~ 1
,

2
,

⋯
,

m )来说的直和分解

H ~ H (下l )¹ H (下2 )¼ ⋯ ¼H (v 。 )

使得对每一J今 “〔H ( ? , )恒存在极限

li m
公一卜土 ; 心李

‘0 9 ,,,
:

‘
“

, ,,一 “,

j二 l , 2 ,

⋯
,

。 (见 〔2 ,

引理 5
.

5〕)
.

于是如常
,

可称切
:
在〔H 〕〔另 , (K )处有L y a Pu n o v 特征指

数几
, ,

它具有重数di m H (丫, ) 一 q , (规则性的定义同〔2
, p

.

28 8 〕)
.

对于宫
,

〔K )上每个遍历的叭一不变概率测度
, (记号 : , 〔I ‘2 , (K )

, 甲‘))
,

记 L , ( , ) 为由



向量丛动力系统研究往记 ( 1 ) 7 5 9

所有与
, 相应的既是准规则点又是密集点的 [H 」〔另

,

(K )作成的集合 (即〔H 〕〔L
,
(v) 当且仅

当 : (i)
。

对另
,

(K )上的每个连续函数f都有极限

恕封:
, (、

·

(〔汀」, , “了一

I
* 。

(K ) ‘“一

(ii)
。[月〕在另

,

(K )中的每一邻域都有
, 一

测度 > 。)
.

命

L ,
(K )二 U

, ‘了(男p (尤)
,

切 :) L
,

(
v )

.

则 L , (K )是男
,
(K )中一个仇一不变的B o re l子集

,

具有全测度 (参考 〔3
,

C h a p
.

6
,

务g〕
.

置

L贯(K )一厂
,
(K ) n L , (K )

.

则r 梦(K )也是另
,
(K )中一个切

‘一不变的B o re l子集
,

具有全测度
.

所以从不变测度的角度 来

说
,

厂梦(K )和L ,
(K )没有多大 的实质性差别

.

可是由于 厂言(K )是如此建构起采
,

它将要受 (l
.

3 )所规范的集合的影响
.

这是我们要较

多地去了解的
,

也是目前进一步研究的起点
.

末了
,

我们指出
:

(1
.

1) 中的映射占实际也是一丛投射 , 可看作是与一个以穷
,

(K )为底
,

秩为P的向量丛相配的正规 P一标架丛的投射 (参考〔4」)
.

二
、

对于v 〔I( ￡(K )
,

叭 )的集合r石(哟

本节主要给出标题中集合厂言(v) 的定义
.

对任一拼〔I( 了蓄(K )
,

X 钓写

”。‘。
,

K , 一

I
, :

; ) 。 , ‘:
,

K )。(d : ) (“一 1
,

2 ,

⋯
,

, )

考虑一任给的
, 任I(另, (K )

,

切‘

)
.

我们可取 万〔I( 了蓄(K )
, x 钓使

省. (万) =
v

(2
.

1)

其中头由占导出 (看〔2
,

圣2〕)
.

据 〔2
,

系4
.

2〕
,

对于某一整数而〔< 1
,

p >及每个 j= 1
,

2. 二 ,

棍 存

在 脚〔I( 了节(K )
, x 粉及 1 , 2. 二 ,

而的排列k~
r , (k) 满足

J。 (拼, ,

K )二 口
r , (* )(口

,

K )
,

吞; (拼, ,

K )= 口
:

(“, ,

K )= ⋯浮。, (拼, ,

K )

对某一 q , 〔< 1
,

力>
,

吞l(拼,
.

K )寺 沙* (拼, ,

K )对左> Q ,

且使得数列

凡(爪 )= (口1 (拼, ,

K )
,

浮! (召
: ,

K )
.

⋯
,

口
,
(拼、

,

K )〔J (爪 )
,

g (爪) = (g , , 9 2 ,

⋯
,

g 。

)〔Q (爪)
.

明显地这些数列 由厅唯一地确定
.

我们于是定义

厂言(
v
)二厂 (几(用)

, g (而)) O L
,

(
v )

.

厂言(v )是2 ,
(K )中一个叭

一不变的B o re l子集
,

具有 卜测度一 1 ,

因为 厂 (之(爪)
,

q (爪)) 依据

〔2
,

引理 5
.

8及 5
.

们是另
,
(K )中具有卜测度为 l且切

。一不变的B o re l子集
,

同时L , (v) 也是这样

的子集
.

如果万也是一个遍历测度 〔I( 了蓄(K )
, X 朴使 省

.
(司 一 , ,

则 我们也可用上面同 样的办

法构造一个相应的 集合 r 林丽)
, q (布))

.

但 因 厂林(。)
, 口(。” 及 厂 (从盂)

, q 痴)) 都 是

另 ,
(K )中

v一
测度为 1的B o r el 子集

,

可取
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[ H ]〔厂以(爪)
, q (爪))门厂林(不)

, 口(雳))
,

由是据 〔2
,

引理 5
.

7 及5
.

8 〕我们必有厂 (兄(而 )
,

q (币))一 厂 (几(扁)
,

g (间 )
.

这证明 r 尝(
, ) 的定义

与满足 (2
.

1) 的厅〔I( 了蓄(K )
, X 萝)的选取无关

.

总括取来
,

我们可叙述

命肠 2
.

1 对每一
, 〔I (穷 ,

(K )
, 甲. 、来说的集合厂言(v) 是另

, (K )中一个八一不变的B or el 子

集
,

其卜测度 二 1
.

叭在每一 〔H 」〔厂尝(v )处都是规则的
: 若钧在 〔H 〕〔厂气v) 处有特征指数

之:
(
v
)< 久

2

(v )( ⋯ ( 又。 (v )
,

其重数顺次为 g ,

(v )
, 9 2

(
v )

,

⋯
, 9 . (v )

,

则只要拼〔I (了蓄(K )
, X 誉)

满足头 (川 = v ,

心(v) 即在数列

J ;
(拼

,

K )
,

J
:

(拼
,

K )
,

⋯
,

浮
,

(拼
,

K )

中出现
,

出现的次数为q , (v)
,

这里

, 。 (。
,

二 )一 f
。 , (:

,

、 )、l乙
.

J 萝营(K )

顺便我们给下面简单但有用的叙述
.

系2
.

2 若拼及 万〔I( 了营(K )
, X粉满足头 (川 一 头倾 )〔I (另 , (K )

, 切 :

)
,

则

J ,
(拼

,

K )
,

浮
:

(拼
,

K )
,

⋯
,

沙
,

(拼
,

K )及

口: (尽
,

K )
,

J
:

(厅
,

K )
,

⋯
,

吞
,

(厅
,

K )

这两个数列除开顺序不计外
,

是相同的
.

我们还指出
: 若 v

及 , 〔I (另
,

(K )
,
切 :

)但 : 午 , ,

则 I月L
,

(v ) 门L
,

(, )= O(参考 [ 3
,

C h a p
.

6 ,

夸9」) 所以也有

F 贯(
v
)门厂贯(, ) = 0

.

三
、

一 个 分 解 定 理

明显地
,
厂套(v ) c= 厂, (K ) n L , (,

)c 厂梦(K )对每一正I( 2 ,
(K )

,

必)
.

我们将证明

定理 3
.

1 厂言(
v ) = F , (K ) 门L

,

(v )对每一
; 〔I (劣, (K )

, 切 .

)
,

由是

厂贫(K ) = U
,
(z (望。(尤)

,

切 ,
) F 贫(

v )
.

证 命数述列{ T ‘}给出如前
,

满足 (1
.

2 )
.

对于某创叫 一 林
, ,

几
2 ,

⋯
,

几fn) 〔J (间 及 q (间

= (q
, ,

q Z ,

⋯
, q 。)任Q (。)设有

[H 〕〔厂 (几(。)
, q (。 ))门L , 了, )

其中 v〔I (劣
,

(K )
,

切‘

)
.

我们将证明 [H 〕也任厂育(
, )

,

从而易看出定理成立
.

为此
,

考虑任给的
“> 0

.

从了李
:

(K ) 的紧致性
,

单参变换群 。 (一 co < t< co ) 及 函数

。 *

(v
,

K )的连续性并据厂 (几(。)
,

q (。 ))及 刀 (几, ,

q , ) 的定义
,

易看出存在整数 ‘(。)璧 1及下, 〔

刁 (幻
, q ,

)具有下述性质
:

首先
,

H (夕, )c H
,

(j= 一, 2 ,

⋯
,

m ),

其次
,

对应于每一
s〔(O ,

T
‘(

。
))存在一区间刁(

s) = (s 一 0 (s )
, s + 8 (“) )(0 (: )) 0 )及一整数

c (‘
,

。 , s) ) i(: )使得对任何的
s + 0〔刁(s )及任何整数

c里 c
(
。 , :

)以及
:
(‘(

￡
)

, e
) = T

。

/ T ‘(
。
z = 2 0 一 ‘(

‘
) ,

不等式

。基
一卉

-

T L忿气巴)
, 己

r (‘(。)
, 。
)一 1

艺 M a X

及~ 1
.

2
.

⋯ q ,

心一

谕工
(

: + 1)T
, (一。

。。

(X 节
T

, 〔, )
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(x 芍。(y , ))
,

K )d t l< 。 (j= l
,

2

恒成立
.

因<0
,

兀 (
.

)> 紧致
,

我们可取有限个数 的区间刀(
: 1)

, 叮(5
2

)

c (。) = M a x {c (。
, s , ) }

.

, ”
. ,

阴 (3
.

1)
,

⋯
,

刀(
s ,

)覆盖 <o
,

T “ ,
) >

.

取

七 . 1 , 2 ,

⋯
, r

于是 (3
.

1) 对所有的
: + 0〔<0

,
T

‘〔。 )>及所有的整数
‘里‘(: )都成立

.

对每一 j= ‘, 2 ,

⋯
,

、 考虑对 : 〔了才
, (K )的连续函数

f
, (v ) = M a x

掩= i
,

2
,

⋯
,

t/,

及对正 <0
,

OO )的连续函数

{ 一 r T
, (￡、

}几
, 一 下苏一

-
-

! 。。

(X 节(y )
,

兀 )d t .
. I f了一 ) J o .

夕, (
s
) = f , (X t(y

, ) )
.

应用 (3
.

1) 到每一整数
“李 。

(
。
)及每一给定的

s〔<0
,

T
‘(

.
)>我们有

, (f(一) , o ) 一 1

E g , (T T ‘(
.
) + S

)

了
(‘(

*
) , c

) 一 l

= E f
, (X 誉T

‘(J )X 考(护
, ))(

。r (i(。)
, c )

从而

f T
。

J
。 g 八占 , a ‘ =

, (‘( e
)

, 亡 ) _ l

J二
“‘’。 ,

‘
·T

‘(一 + “, ““

乙间

,
(‘(a )一 。). 1

艺 g ,
(
r T ‘(。 )+ s

)d
s( 。T

。

(j= 1 , 2 ,

⋯
, 二)

。
‘了.、T0.

!
‘

一一

这给 出

f
,
(X 节(v

, ))d t咬 1 im
7

’ ·

了, (x 李(, , ))d t月....J1T

C - ,

(j = x , 2 ,

阴命

T0月

l
1一T

。)

对每一j= l ,

P , .

< e

2 ,

(3
.

2 )

了蓄(K) 一
了茸

,
(K)

为映射使得当 v〔了节(K )时
, p r o j

,

(户
, ? )一 p r o ik丫,

交= l, 2 ,
⋯

,

g J (p r o j
。

(
·

)表 标 架中的

第寿个向量 )
.

显然p ‘

是 满映熟 巧X 曹= X 曹p , :

了蓄(K )‘了落(K ) 对斑 (一 oo
,

。。 (p j刀
,

K ) = 。
, (刀

,

K ) 对刀〔了蓄
,

k = 1 , 2
,

⋯
,

q , .

于是
,

因 I了仰
, )仁H

,

了蓄(K )使雪谓
,
) = [IJ 〕且 p , (刀

, ) = 下, .

进而据 (3
.

2 )
,

OO )
,

且

我们可 取 几任

辣笋{:
‘一‘

, 户, ‘X 梦‘”
, ,’“‘> 一 “·

由是用 【2
,

使得

引理“
·

2〕及〔H 〕任L , (v )这假设
,

我们可得 出一遍历测度 “一 , 〔I (了蓄(K )
, X
犷)

君. (拌
. , , ) =

v〔I (另
, (K )

, 甲‘

) (3
.

3 )

(一 f , p , (刀))拼
. , ,

(d 刀)> 一 。

K红

f坛
-.
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这些蕴涵
r

,

、 r T , (·) \

!几, 一 1 1币生
ee we

l 。 , (X 梦(刀)
,

K )d t ,拼
。 , , (d刀) }

J , , (尤 ) 、

“ (
· ’J 。 /

、

J
, : (、。‘

,
一‘·,
一

‘“”)、
· (、一

, 2 ⋯
, 。, ,

.

但据F u b in i定理及测度拼
。 , , 的X 耸一不变性有

r
,

1 rT . (。、

J
, , (二 ,

(蠕J
。 切。 (X , (”)

,
“ )、, )。

. , ,
(、。)

I

J

T i(
:

)

0

T , (。)

0

六
“:

I
, , (、)

式可
, : (兀 )

。*
(X 爹(刀)

,

K )拼
。 , ,

(d刀)

。 * (刀
,

K )拼
. , J (d刀)

rT i(巴)

= 衬 一 I J , (拼
. , , , k)d t ~ 吞

,

(拼
。 .

, ,

1 ‘(
一) J o

(k = l , 2 ,

K )
,

q ,
)

.

这给 出

}几j一口, (拼
。 , , ,

K ) 1< 。 (k二 l ,

现在
,

依据 〔2
,

引理 2
.

1〕取 定 一 拼〔I( 了蓄

沙1(拼
,

K )
,

沙
:

(拼
,

K )
,

⋯
,
沙

,

(拼

另一方面
,

我们可取一叙列 {。
‘

}的。‘> o使

lim ￡‘= 0

2 ,
⋯

, q , , j= l, 2 ,
⋯

, 明) (3
.

4 )

(K )
, x 梦) 使雪.( 川 = v ,

并考虑数列

K )
.

(3
.

5 )

(3
.

6 )

且 (3
.

4 )成立对于这些
。一 。‘.

于 是按照 (3
.

3 ) 及系 2
.

2 ,

对每个
。 = 匀所得的

沙。 (‘, j)二 口(拼
, , , ,

K )

都在 (3
.

5 ) 中出现
.

如必 需
,

用取子叙列的法子
,

不妨设

J ,
(x, j)= J , (2 , j)= 沙。 (3 ; j) = ⋯

,

(寿= l , 2 ,

⋯
, q , ; j= 一, 2 ,

⋯
, 。)

.

这以及 (3
.

4 )
,

(3
.

6 )给出

几, = 口
,

(l, j) (k二 l , 2 ,

⋯
, g , , j = l , 2 ,

⋯
, 。)

.

但几(m )任J (。)及 q (。)〔Q (。)
,

因而几: < 几
2

< ⋯ < 几。且q , + q :

+ ⋯ + q 。 = p
.

所以据系 2
.

2 ,

每

个山都出现在数列 3
.

5中
,

出现的次数恰是 g , .

由是据厂梦(v) 的定义及系 2
.

2 可得出结论〔H 〕

〔厂贯(的
.

这完成定理的证 明
.

四
、

B o r el划分

我们将要费些篇幅讨论集合L贯(
, )(, 〔I (2

,

(K )
,

切 .

))对我们以后有用的性质
.
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设有度量空间N 以d(
,

)为度量
.

任给一数亡满足

1 / 2 < 乙< 1 ,

并写云= 1/( l一幻
.

对二。及 x ;〔N 记

犷(x
。, x : , 亡

,

N ) = {x 〔N }d (x
, x 。

) + d (x
, 义 ; ) < 2乙d (x

。 , x l
) }

引理 4
.

1 设F 为N 中一有限子集
, ‘。及 : :

为F 中不相同的点
.

则F 中有不相同的点x 。

及xl

使得
d (x

。, e 。)< 仁d (
c 。, c ,

)
,

d (x
l , c 。)< 仁d (

e 。, c l)

d (x
。 , x ,

)《 d (
e 。 , c ,

)
,

且F n 犷 (x
。, x l; 乙

,

N )仅 由x 。

及 x ; 组成
.

证 同〔5
,

p
.

29 」中一引理的证明
.

N 的 B o r el 划分是指N 的一族有限或可数个互不相交的B or el 子集
,

其并集 为 N 〔6
,

p
.

6 0 ]
。

对于N 的一B o r e l划分 a = {月
‘

}
,

记

d ia m (a ) = s u P ‘
(d ia m A ‘)

这里d ia m A ‘表 A
‘

的直径 s u p d (
x ,

夕)
.

对于 N 的B o r e l划分 a = {月 , }及刀= {B
:

}
,

记 a 摇刀如果
劣班 月 ‘, 犷 滩 -

每一B , 包含在某一A ‘
内

.

设
a
是N 的一B or el 划分

,

A 〔a .

记川
a
为所有具有下述性质的的 B 〔a 个数

,

即 :
存在

x

〔A 及刀〔B 使d (x
,

功 < 云d ia m (a)
.

A ! a 可以是有限也可以无限
.

我们将称N 具有 B o r e l划分局部乙有限性
,

如果 N 有一叙列 {a , }的B o r e划分 a , = {A
‘J }满

足下述要求 (i)
, 、 (111)

l :

(i)
, a : 撼a Z

《 a 。簇 ⋯
,

lim d ia m (a , ) = o ,

, - 争 仁x ,(ii)l
(11 1)

,
存在一正整数用使得 月 ‘, }内共爪

对所有的‘及j二 l , 2 , 3 ,
·

⋯

例 1 对于N 的一子度量空 {
、

司Q及N 的一B o r e l划分 a = {A , }
,

Q V a = {Q 自月‘} 显然是 Q

的一 B o r el 划分
.

进一步
,

若口在N 中的内集非空且N 有B o re l划分叙列 {a , }满足上述 (i)
l、

(111) , ,

则Q的B o r e l划分叙列 {Q V a J。 、 , }对于充分大的j
。

也将满足上述 (i) l~ (111)
1 .

若N 紧

致且它有一叙列 {a , }的 B o re l划分 a , 一 {A J‘}满足上述 (i ii ) : ,

则对每一j
,

不为空集的山
, 的

个数都是有限的
.

例 2 直线E
’

的一 B o r e l分 由集合族 {J
。= (k

,

k + 一> }汽= o ,

士一,

士2 ,

⋯ }作成
.

E
”

的

一 B o r e l划分a 由E
”

中所有的笛卡儿积 J
。、x J

、 l 义 ⋯ x J
。 。

作成
.

E
”

的线性映射 x ~ h ,
(x) =

x/ Z J 一 ‘

把 a 变换至E
”

的一 B or el 划分 a , ,

j一 l , 2
,
3

, ·

⋯ 易看出这叙列 {a
, }满足上述条件 (i) ,

、 (111 ) , .

现在我们仍回到前面所给向 ;; 卜从 K 上动力系统 的 讨 论
.

设
a 。一 〔H

。

〕任穷 ,
(K )是甲

‘,

2
,

(K )* 另
,

(K )(一 co < t< co )的一非休止点
.

于是男
,

(K )有一闭子集N
。

作为切
:

过
a 。的局部

截痕
,

它对于一数T
。

> 。来说满足
:

(i)
:

由切(t
, x ) = 甲。

(x )定义的映射

卿 (一 co
,

co ) 只 另
,

(K )、另 , (K )
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局限在< 一 T
。,

T
。

> X N
。

上时是单映射
.

简记B
。 ~ 切(< 一 T

。,

T
。

> 火 N
。

)
.

(11)
: a 。

〔in 七(B
。

) (即 穷
,

(K )中子集 B
。

r(j [LJ 集 )
,

并且 若 日 (N
。

)二 N
。
自in t (B

。

)
,

则

in 七(B
。

) ~ (一 T
。,

T
。

) x 日(N
。
)且 a 。

〔日(N
。

)
.

(参看〔3
,

C h a p
.

5 ,
T h

.

7〕
.

)

取定可度量空 间男
,

(K )
_

上一度量
,

也记作 d (
,

)
.

对正整数 j 及 k记刀(j
,

k) 为所有具有

下述性质的
x 〔N

。

作成的集合
,

即
:

存在 才〔又。
,

户使 夕一 切‘

(x) 〔N
。

且满足 d (x
,

功 < 1 /k 及

犷 (x
, , ; 亡

,

N
。

)c= 日 (N
。

)但开轨弧 {切
,

(x ) 10 < : < t }不与犷 (x
, 夕; 雪

,

N
。

)相交
.

于是据 变换

群甲。

(一 oo < t < oo )的连续性及局部截痕N
。

的性质
,

易看出才 (]’
,

k) 是N
。

的闭子集
,

从而

刀 (k )= U J (j
,

k )
,

了= 1 一2 , 3 , 二
,

刁 = 门 刁(k )
七 = 1 , 2 , 3 -

⋯

都是N
。

的 B o re l子集
.

显然

刁 (l )。刁 (2 )。刁 (3 )。
·

⋯ (4
.

1)

考虑映射如了爹(K )。了
,
(K )(见 (l

.

1 ))
.

对于拼〔I( 了爹(K )
, X劫记M

,

(川 为所有与拼

相应的既是准规则点又是密集点的 下〔了蓄作成的集合
.

这是了管(K )中
‘

X 节一不 变 的 B or el

子集
,

具有拼
一
测度 1

.

也易看出刘于
, 一 头 (川 一 I (另

,

(K )
, 切‘、,

刽M
,

(川 ) 是 穷
,

(K )中扒 -

不变的 v 一可测子集
,

具有
v (创M

,

(川 ) )= l ,

且

占(M
,

(拼))c L
,

(v )
.

命题 4
.

2
.

设C是了节(K )中一闭子集满足

拼(刃
,
(拼

,
C ))) o

对一给定的拼〔I( 了爹(K )
, X 钓

,

其中

刃
,

(拜
,

C )= M
,
(拼)自in 七(C ) c= 了奢(K )

.

设
a 。
〔红刃

, (拼
,

C ))不是切 .

的休止点
.

取切
:

过 a 。

的局部截痕N
。

并构造N
。

的子集 万 如上
.

再设

N
。

具有B o r e l划分局部乙有限性
.

则

; (L梦(, ) 门切 ((一 l , 1> 火 口) 门占(in 七(C ))> o (4
.

2 )

对于
, = 雪, (拼)〔I (切

, (K )
, 切.

)
.

证 因占(刃
,

(拜
,

C) )c 占(刀
,

(拼)) 门省(in t (C ))c L
,

(v )门占(in t (C ))
,

而舀是丛映射蕴涵

省(in 七(C )在穷 , (K )中开
,

据切
:

在 a 。
〔舀(刃

, f拼 ,

C ))处的截面 N
。

的前述性质 (1
2

)及 (11
2

)我们可

取 a 。在N
。 !

}:一邻域 R 使其 闭包

Q c= 日 (N
。

)门占(in 七(C ))

= N
。
自in 七(切 (< 一 T

, ,

T
。

>丫 N
。

)) 自省(in L(C ))
.

由是存在一数
r 〔(。

,
T

。

)使得

切 (< 一 r , r ) 火 Q ) c in 七(甲 (<一 T
。,

T
。

> 只 N
。

)) 门占(in 七(C ))
.

显然
,

要证 (4
.

2 ) 只须证
v (L萝(

v ) 门切 (<
r , r >只 (Q 门万 )))> o (4

.

3 )

事实上
,

因Q是N
。

的紧致子集
,

而N
。

的开子集日(N
。

) , Q可取一数
: > 。使得

:

只要 x 及夕

〔U (Q , 。 ,

N
。

)(Q在N
。, 1“的 : 一邻域 ) 且d (x

, 夕)< 。 ,

即有

犷(x
, 刀; 亡

,

N
。

) c= 日(N
。

)
.

因N
。

是甲
:

在 a 。

处的局部截痕
,

任一轨弧{切
。

(x) JO 餐 : 餐 t } (。< t< ‘)都只能与N
。

有限次相交
.

又据命题假设
,

N
。

有一叙列{ a , }的B o re l划分 a , 一 {刀
, , 圣满足前述要 求 (i ) l、 (iii )} .

结合这
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些并应用引理 4
.

1到N
。 ,

我们可取一整数j
。

> 。,

对它来说下述 (# )成立
.

(# )任给j导 j
。 .

存在一相应的整数 k , 妻 l使得只要
x 及 , = 切

‘

(x) 〔Q n 城
, ,

其中t > 。,

轨

弧 {切
。

(劝 !o《
: 《 t} 上即有点

f , (x ) = 甲
s , :

(x )及
r ,

(x ) = 切s , :

(x )
,

(o《
s , , < s , 2

成才)

具有性质
:

f
, (% )及 r , (x )〔U (Q

,

(x / 掩, )
,

N
。

)
,

d (f
, (x )

, : , (x ) )< 一/ k z ,

V (f
J
(
x
)

, : , (x ); 亡
,

N
。

)。日(N
。

)
,

但开轨弧 {切
,

(f
,
(
x
)) }o<

s < s , 2 一 s , : } 不与 犷(f
J
(x )

, : , (x )
, 亡

,

N
。

) 相 交
,

由 是 f
,
(x )〔

刁 (k, )
.

并且

k l福掩
2

喊 k
3

福⋯
,

lim k , = co
.

, 一OO

记占, (二 )
, 夕(x )

, g ‘, (x )分别为穷
,

(K )中B o r 已l子集

H , = L贯(
v
)门甲(< 一

r , r ) 义 (J (k
,
)门U (Q

;
(一/ k

,
)

,

N
。

))
,

‘一 L言(v) 自切 (<一 r , r > x o )
,

G
, , = L 言(v ) 门切 (<一 r , r >又 旧 自A

‘, ))

(j多 j
。

)的特征 函数
.

因 , 〔I (男
,

(K )
, 切‘

)
,

a0 〔L
,

(K )而L
,

(K )的 v 一可测子集L贯(v) 具有
, -

测度 l ,

从L
,

(K ) 的定义及集R 的取法
,

并应用 B ir k h o ff 遍历性 定 理 可看 出存在一点 , 〔

L贯(v) n R 使得有极限

lim 牛!
‘
。,

(,
,

(。))、
: 一

{
_

。,
(x ),

(、x )
。、二

。 J o J 望户(K )

= v
(H

,
) (j妻 j

。

)
,

lim 生I:
。(,

·

‘。, , d

一
‘G , > O ,

{嘿宁J:
。‘, ‘:

·

‘, , , d

一
‘G

‘, , ‘, 易 ,
。

,

(参考 [ s
,

C h a p
.

6〕
.

)

对每一j参 j
。

记F ,
为所有使

, (吼
, )> O的‘作成的集合

.

这是一有限集
,

因为 N
。

紧致
,

而

B o r el 划分
a ,
满足 (11 1)

, .

对每一沂F , ,

所有使中
‘

(川与Q n A
‘, 相交的t参。作成一叙列

才(‘
,

j; 1 )< t (‘
,

j; 2 )< t (i
,

j, 3 )<
·

⋯

由是按照前述 (# )
,

存在t (i
,

j; k)簇 Z(i
,

j, k)< t (i
,

j; k + l)使

f
, (切“

‘ , , ; 。 (二 )) = 甲 ‘( ‘ , , ; 。 )
(
二
)〔N

。
自刀 , (4

.

4 )

艺 m e a s ((‘(i
,

j, 、)一 r , t (‘
,

j, q ) + r > )
q . 1

= 乙 m e a s (<云(i
,

j; 。)一 r ,

云(‘
,

j; q ) + r > )
.

但在式 (4
.

4 ) 中
,

对同一个 j可能有不同的i ,

它们的f厂像相同
.

若
之
是周期轨道上的点

,

易看出 (4
.

2 ) 已成立
.

下面设不是这情况
.

于是据 B o re l划分 a , 的前述性质(ii i)
, ,

每 组具

有f
, 一像相同的i所含i的个数都不会超过而

.

从这些
,

我们易导出
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O < v (G )= 乙
v (G

‘, )落 而v (H , )
.

i。尸 ,

这式子对所有 j多 j
。

都成立
,

从而据 (4
.

1) 及刀 , 的定义我们有

0 <
篇

·
‘G , 镬织

·‘17 , , 一悠(=几
2

二 v( L贯(v) n 叫 <一 r , r > X

17 , )
3 ,

⋯

(刀 门Q)) )
.

(4
.

3 ) 得证
.

命题 4
.

2证完
.

以后文章中
,

讨论将继续
,

包括应用
.
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