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摘 要

本文建立变质量非完整系统� � �� �形式的 � � � 。 方程
,

并由此导出变质量完整系 统和非完整

系统打击运动的 � ��
�
方程

,

其次指出� ��
�

�� � 。形式的打击运动方程与�
�

�� 方程的等价性
�

最后

举例说明新方程的应用
�

关扭阅 变质量 打击运动 � � �� 方程 非完整系统

一
、

引 言

在 《高等分析力学 》 中
,

介绍了用 � � � �� � � �力学建立的多种形式 的打击运动动力学方

程
〔” ,

但在解决实际问题时
,

特别是在计算机编排或分析复杂系统的动力学问题时
,

显得不

便
�

��� �年美国学者凯恩 ��
�

�
�

� � � �� 建立 的质点系统动力学的新方程
,

后来人们 称为

� � � � 方程
‘艺’, 它为解决多自由度系统的动力学问题

、

并可以方便地使用计算机进行计算开

辟了一条新的道路
�

��� �年戈正铭等研究了变质量系统的� � � �方程
【� ’, � �� � 年薛纭建立了常质量完整系统

有冲力作用时的� � � �方程
【‘’�

本文首先建立变质量非完整系统 � � �� � 形式的� � � �方程
,

并由此导出变质量完整和非

完整系统打击运动的� � � � 方程
,

并指出� � � �� � � � 形式 的打击运动方程与 � � � � 方程的等

价性
�

最后举例说明新方程的应用
�

二
、

变质量非完整系统� � �� �形式的 � � � � 方程

设由� 个质点组成的变质量系统
,

仇
,
…

,

如确定
�

变换方程 , ‘� , ‘�� , ,

� � ,

…
,

�
, ,

��

相对于惯性坐标 系运动
,

其位形 由� 个广义坐标 � � ,

��
�

��

于是
,

“ 氏一

鑫会扮争 ��
�

��
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占护‘� 乙
� � �奇

“。
·

��
�

��

偏速度 万
‘�
� 又�

�

毛�
一护一�口一

��

变质量系统的达朗伯原理为

乙 �一 。
‘护‘� 尸

‘

� 月
‘

�
·

占护‘� � ��
�

��

的得其 中凡为反推力 左
‘
� 成云‘ ��

五‘为由质点分离 �或并入 � 的微粒相对于质点本身的速度
,

现将式 ��
�

�� 代入原理 ��
�

��
,

户家
一 �� ‘笋

‘
�

织
� 歹‘

口� � 典
� 厢

‘

口� �

口了
‘

、�
二二下

� 一

� �
’

� � � � �
� � � � �

��
�

��

或写为

鑫�睿
‘一 ’

‘护‘·

口‘· � ’‘
·

“‘· � ”,
·

� ‘
·

,
〕

·

,‘。一 “
��

�

� �

现设系统受有� 个� �� �� � 型理想非线性非完整约束

�, ��
。 ,

空
� , �� � � �刀二 � , � ,

…
,

夕, � � � , � ,

…
, � �

� � � � � �建议虚位移方程采用如下形式

��
�

��

鑫等
““

’一 。

�刀� � , � ,
…

, � � �� 一 ��

按照 � � � 七� 的思想
,

引入 � 个� � � � � � � � 乘子孙
,

将 ��
�

��� 式乘以 标
,

并对刀求和
,

得到

睿�索
“声

票�
““一 �

� 一
护

一

��
�

� ��

将 ��
�

� �与 �� 一 ��相加
,

我们有

云�亡
。一 。

‘
,
‘

·

。
, ,
� � ‘

·

。
‘· � ”‘

·

刀
‘·

��
艺
“夕

� 二 � 一 ‘ � � 声� �

口�
,

�
弋几二 �

·

� � �
二 �

� � � �
��

�

� ��

应用未定乘子的理论
,

得到变质量一阶非线性非完整系统� � � �� 形式的� � � � 方程
,

即

乙 �一 。
‘

沪
‘

�
·

民
。

十乙 户
‘

·

瓦
�

� 乙 左
‘

·

乙
,

十乙 标 ��
�

� ��一一
刀一�

�
子�一
。

口主,口一
��

简记为 � 竺十 �
。

� � �“’� 乙 心
夕二 �

口�, �
八

一二 �二� � �

— �

口空
。

�
� � 一, � ,

…
, �
� ��

�

�� �

由上式可见
,

对于变质 量完整系统
,

其� � � � 方程为

� 竺� �
。

� � �”�� � �� � � , � , ,

…
, �

��
�

� ��

三
、

变质量完整系统打击运动的 � � � � 方程

设由� 个质点组成的变质量系统
,

相对于惯性坐标系运动
,

…
,

�
。

确定
�

系统中代表点�
‘

的矢径为

俨‘� 于‘��
, , � � ,

…
, �

。 , ��

其位形由
�
个广义坐标�

, , � � ,

��
�

��
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其速度为 刃‘二 护�鑫会
“
·

�

鲁 ��
�

��

��
�
�  

护一q口一口
于是

,

偏速度 从
,

=

假设在打击开始时刻t一 t
。,

广义速度为 (心1)
。,

( 夕
2
)
。 ,
…

,

(夕
。

、
。 ,

由于在很小的时间间

隔t一 t
。

内作用有很大的打击冲量
,

那么
,

在打击终了时刻t一 t
, ,

广义速度增加了有限量
,

而

成为(空
,
)

, ,

( 空
:
)
l, … ,

( 空
,

)

, ,

在打击期间
,

广义坐标 9
1,

9
2 ,
…

,
g
”

在一次近似下保持不

变
,

即认为

(g
,

)

。
=

(
g 小 (s= 1

,

2

,

…
, n

) (
3

.

4
)

两偏速度仅是系统位置和时间的函数
,

所以它是一个打击不变量
,

即打击前后U
‘。

保持不变
.

现将K an e方程(2
.
15)乘 以dt

,

对打击过程进行积分
,

并注意到打击时间t
l, t 。 ,

之瑰J::
K ·
“‘+

概}飞
K, “‘
叹哭I::

K , ”“‘一 0 ‘一 ,
,

2
,

一
,

现在我们简化公式 (3
.
5)
.
由于

我们有

(3
.
5)

‘五n�
渗‘咨‘月

1

.
‘几n臼

浮‘名占尸...
J

1 i m

才i叶t。
K

s
d t = l i m

t x净to
(石

, ‘
·

万
‘·

)

“‘-
乙民

。
·

l

‘二 1
t
i

歹‘
d t 二乙 厚

。
·

U

‘.

(
3

.

6
)

此处 习‘= h m

t i叶t。J
: )
歹‘

dt 为作用在质点M
‘上的主动打击冲量

lim
ti讨 to

K 竺d t= lim
ti时 toI

:{ 乙 (
一 。“‘

·

万‘,
) d t

.‘
0

.J占‘.

1

�

= 一 乙民
,

.

l i m

t l 时 tor
d (。

‘”‘
) +

E
U
‘,

·

l i
m

卜 一 t皿砷 toI
::
‘d 阴

‘
’

”‘’

二 一 云 △(m
‘”。

)

·

U

‘,
+ 乙 U

‘,
·

l i
m

‘. 1 ‘. 1 t l一 fo{
::

(功
‘云‘

) d t ( 3
.
7 )

设 m ‘= 。 ‘
(
q
. ,

夕
. ,

t
)

。 ‘一

睿爵
。
·

+

乡架
。
·

+

鲁 (3.8)

则 有

乙 U
‘,

·

l i
m

‘二 1 t i叶to{
::
(叻

‘”‘
)
d t = 艺 U

‘:
·

l i
m

卜1 ti叶 亡。又「了, 鱼
生

L、州 dq
s
。
·
+

鑫架
。

·

+

鲁)一〕
“,

(
3
.
9
)

由中值定理知

lim
{二
、、
:
一 。

互, t 0) ‘“

飞lesJ

O
、、口

‘‘
一秒卿琪黔一

“!一

脚鑫(黔
(t。( 占《t:) (3

.
10)
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d

‘

、,.产
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。

《占《t
l) (3

.11)
又 由反常积分第一 中值定理知

{::客架
。一

“, 一

J ::户镖
一“,一
鑫(架

一

)

:
·

〔‘“
·

,
1一 ‘“

·

,
。

〕

因此 lim
tr一 foJ:: 鑫瓮

。
·

·

云‘d t = l i m

t -一 f。鑫(架
一

)

;

]

·

l i
m [

(
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a
)
。

]

一

户(豁 (石
‘
)

。
·

[
(
空
a
)

, 一 (空
一

)

。

〕 (3
.
12)

现将式 (3
.
10)

、

(

3 一 l)和 (3
.
12)同时代入 (3

.
9)中

,

便得

兄U
‘,

·

l
i

m

t

i 叶矛。且(
叻‘云‘

) d
t =

E 艺(旦
鱼生、

、 d 空
,

I

(
否。

)

。
·

U

‘:
·

[
(
空
a
)
;一 (空

,

)

。

〕 (3
.
13)

‘二 1 . ‘ 1

于是式 (3
.
7)成为

lim
才i一to且
K拟t= 一

E
八(。

‘。‘卜
。。,

+

户睿(架) (公
:
)
。

·

U

.
,

·

〔(空小 一 (空
a
)
。

」 (3
.
14)

其次
,

利用中值定理
,

仿上运算
,

不难有

上丁‘

d

、

、..
/

8刀1im
ti一 to仁K;

月) d t = l i m

t l衬 to

(t
:
I六
_, -

J

, 。

、台
明‘“ ‘

一

睿鑫(豁 (瓦
‘

)

。
·

U

‘,
·

[
(
夕小一 (夕

。

)

。

] (
3

.

x s
)

把所求得的式 (3
.
6)

、

N

(
3

N

一4 )和 (3
.15)同时代入 (3

.
5)中

,

得

乙 否
‘

·

U

‘, 一 艺 △(。
‘。‘

)

·

万
‘:

+ 乙 乙
‘二 l a = l

(奥、
.
(。‘+ 。‘

)

。
.

打
‘,

.

: ( 。小 一 (。
,

)

。

] 一。

、 O
q
a 1 0

(
3

.

1 6
)

方程 (3
.16) 就是变质量完整系统打击运动的K a n e方程

.

当质量。
,

不依赖广义速度空
,

时
,

则

努
一 。,

此时方程 (3
.
16 )给出

U生 8

乙 习‘
·

万‘, 一 乙 A
,

( 。
‘。‘

)

·

石‘,
= O

(

s
= 一

,

2

,

一
,

n

) (
3

.

1 7
)

这是凝固导数下变质量完整系统打击运动的K
a n e方程

.

四
、

变质量线性非完整系统打击运动的 K an e方程

设变质量 系统的位形由
。个广义坐标q

l,
q

: ,

…
,

q

。

确定
,

并受有g个理想一阶线性非完

整约束



变质量非完整系统打击运动的K an
e
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夕
。 *

, = 乙B
。十 , , 。

q

。
+ B

。 + ,
(刀= l

,
2

,

…
, 夕; ￡ n 一 g ) (4

.
1)

d一 l

其中 B
, 十

,
, 。 ,

B

。 、
, 是所有广义坐标和时间的函数

.
并设这些约束是打击前后始终保持着

.

约束 (4
.
1)加在虚位移上的条件为

乙q
.十 , =

E
B

。 + , , 。
d 。

。

J = 1

(
4

.

2
)

由 (3
.
2)式

,

系统中代表点M
‘

的速度可改写为

”‘= r ‘
= 户奇

“
·

+

鲁
-
会

“
·

+

感
口护

‘

口q
。 + 夕

口于
‘

q
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一二不厂
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‘

石截九
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。十
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。

沂
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。

石二

口护
‘
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·

B

. +

声
, 。一书a护一q口

一口口户‘

口q
。

故偏速度为 民
,

念
一

蛊
+
睿

口了‘ 口

b
__ 一

月
‘ + 产 , 口

口不 . + 夕
(
4
.
3 )

将 (4
.
2)式代入原理 (2

.
8 )

,

并注意匆
。

的独立性
,

有

万

乙 一 阴六 奥
+
井

,
‘
.

奥
+

aq, 二
aqa

N

E 厅‘
·

‘一 l

口r‘
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,

,

井 f咨
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‘
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‘
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夕
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‘
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而而 了
‘

口二’ , 。 一 U
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g

K 忿+ K
。
+ K 二“ , + 乙 {K 六

, + K
。 *

, + K ;乎》}
·

B

。 十
, , 。 一 o (4

.
4
)

夕
, 1

将 上式乘以dt
,

从才
。

到tl积分
,

并在tl、t
。

下取报限
,

得到

1im
tl叶 to仁K忿

d t+ 1im
ti叶toJ::

K
。

d t + 1 i m

t i研 to
{ ::

K ‘“’d ‘

+ 乙
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{
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t
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,
,

一 。

又4
.
5 )

此处B
。 十 , , 。

是坐标和时间的函数
,

打击期间视为常数
.
现简化(4

.
5)式

:

9
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ti一 to买

,

K

。
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!
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B
一
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〕
·

“
‘·

口
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公一 I 成一 1
{

l i m

t
i 一 to买

同理 1im
ti闷to且K二

月 ’
dt + 乙

声
二 l

!

l i m

t i一 矛。J::
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·
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现将式 (4
.
6 )

、

万

「1imfl一 tDI ::
(“ ”‘, d‘

」
·

刀
‘·

(
4

.

8
)

7
) 和 (4

.
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.
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得

,.月任

万一一-J
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·

从
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E
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·
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变质量非完整系统打击运动的 K
a
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·
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+
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·
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.
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。
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