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摘 要

考虑 H a n 二 , r , H 系统平衡状态回稳定性
.

给出
I
la n JI ‘ r , H 系统的运动方程及其平衡状态

的存在性条件
,

得到 q a ll 二 。 r o H 系统平衡状态的一些稳定性判据
,

最后举例说明其应用
.

关锐词 分析力学 非完整系统 稳定性

一
、

引 言

非完整系统动力学的稳定性问题是分析力学中的一个重 要 课 题
.

自从W h i七七a k e r 于

19 0 4年首先提出并研究非完整系统小振动和平衡状态稳定性以来
,

非完整系统的稳定性问题

一直受到许多学者的关注
,

并得到了一些 有 价 值 的 成 果
〔‘一‘, .

B ot te m a ,
A幻 e p M a H 和

r a a T 盆a x e p , ‘’,

Py , a 豆双 e B H e 益M a p : 和 中了中
a e B 〔“’,

K a p a o e T a H ‘“’
等研究T 具有线性

,

齐次定常的非完整约束系统
;
文献〔4〕研究了非线性非完整系统

,

并得到 了一个重要成果
.

然

而
,

以往的结果还有很大的局限性
,

特别是非线性非完整系统
,

至今结 果 很 少
.

本文研究

任a n n , rH
H
系统平衡状态的稳定性

,

这类 tl a n 二‘ r 二H 系统是指非线性非完整 约 束 下的系

统
,

它是最初线性非完整约束下的 只a 。二 , r o H 系统的推广
.

首先
,

给 出 H a n JI , r o H 系统

的运动方程及其平衡状态的存在性条件
,

并指出平衡状态不是孤立的
,

而组成维数为非完整

约束数目的流形 , 其次
,

得到 H a ll 二二 r o H 系统平衡状态的一些稳定性判据
, 最后

,

举 例说

明其应用
.

二
、

q a
llJI ‘rH H 系统的运动方程及其平衡状态的存在性

设力学系统 由
,
个广义坐标q .

(; = 1 ,
⋯

, 。) 来确定
,

系统的运动受有 g 个非线性非完整约
束

= l , 2 ,
⋯

5 9 ; a = 1 , 2 ,
·

一
￡

空
: + , = 切, (g

, ,

空
, , t) (2

.

1)
扮一 g

约束(2
.

1) 中不含广义坐标q
, , , ,

假设系统的动能和力函数中都不显含q 。十 , (刀= 1 ,

⋯
,

动
,

即

.
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二 _ 1
鑫

。
_

, 。 , 、* *
.

; : _ r ; , _ ; 、

. , ‘ . 1

这时
,

系统的运动方程可表为广义 tl a n 二。 r 二H
方程的形式

E
·

(T
·

卜
睿(潞)

’ E
·

‘一 , 一

器
‘·- 1 , 2 ,

一 ,
(2

.

2 )

~ 一 _ d 口 口
、 ,

。
,

一 _ , , Z 口T 、.
、 ,

. , 、 ,

。 口T 一 ~
.

县 甲 与 = 习了 瓦 一百砰为 叨1er 异书 尸
,

气刁瓦了) 分 slJ 为 ” 万互落下蔺州四 qa
+ , 即

“ l,
‘

二 ,

g) 由式 (2
.

1) 替代后的表达式
.

称以上系统为 可a n 二二rH
H 系统

〔“’.

设系统的功能T
,

力函数U 及约束方程 (2
.

1) 都不依赖于时间t
.

这时
,

约束方程为

空
. + , = 切 , (g

。 ,

夕
,

) (刀= 1 , 2 ,

⋯
, 夕) (2

.

3 )

而运动方程与方程 (2
.

2 )有相同的形式
.

当系统处于平衡状态时
,

力函数的变分为零
,

即

占U = o (2
.

4 )

从而

会
一“ ‘a 一 ‘, 2 ,

‘

” , “,
(2

.

5 )

方程 (2
.

5 )为含有
。个未知量 q ,

(a = l ,

⋯
, 。
)的

。
个方程

,

设其解为

g ,

~ g , 。

(a = 1 , 2 ,

⋯
, 。
) (2

.

6 )

式 (2
.

6 )只是方程 (2
.

2 )的平衡状态
,

考虑到非完整约束的限制
,

式 (2
.

的必须满足 约 束方程

(2
.

3)
,

故只有 当所给非完整约束满足条件

切 , (g
, 。, o )= o (刀= 1 , 2 ,

⋯
, g ) (2

.

7 )

时
,

tl a 二二。 r H a
系统才有可能存在平衡状态

.

若式 (2
.

6) 不满足条件 (2
.

7 )
,

那么此系统不

存在平衡状态
.

考虑到所有广义坐标
,

系统 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )的平衡状态应为g ,
= g , 。 ,

空
,

= o , 9
. + , = c o n s t

,

这样的平衡状态有无数个
,

它们组成R
”

内的一个流形

男= { (g
a ,

空
,

) 19
。
= 口a 。,

夕
。
= o , g

。 + , 任R } (2
.

5 )

称男为系统的平衡状态流形
〔“’.

三
、

q a n 二‘rH H 系统平衡状态流形的稳定性

从以上分析可知
,

任a n 二。 r H H
系统平衡状态流形的稳定性可转化为广义 H a ll 二 H r 皿 H

方

程 (2
.

2 ) 在其平衡状态 q 。
~ 叽

。

的稳定性
,

二者有等价的结论
.

对于一 般的非线性非完整系

统
,

没有这一性质
.

令

g ,

= g 。。
+ X ,

(a = l , 2 ,

⋯
, 。
) (3 一)

其中 X 。

为扰动量
.

将式 (3
.

1) 代入方程 (2
.

2 )中
,

得到其扰动方程

乙 H
。 、

论
、

+ 乙 刀
, 。

牙
、
+ E C

。。x 、
一 x

。

(a 一 l , 2 ,

⋯
, :
) (3

.

2 )
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其中

f 口
Z
T 长 、

月
, “= 飞而石雨刃少

。

B
一{

口
z
T 肠

口g
。
口空

。

少T 关
.

么于二二万丁 十 )
.

U q o U g 几 二二T
尸 - -

旦
一

( 口乙、
肠

月望旦飞
口空、 \ d 夕

. 十尸 / 口q ,
J
o

。 r ‘
“
丁 , .

咨 口 了 刁丁 、, 口, , 口
,
U 飞

七
“ “
一飞一仄瓜而石下允万云、雨

。 十

万少矽弃 一而妥矽石几

这里笼 }
。

表示括号内表达式中的 g
。 ,

如用式 q ,

一 g 。。 ,

夕
。
一 0代替

,

X
。

表示关于石
, X 。 , x 。

的

二阶或二阶以上的小项
.

方程 (3
.

2 )的近似方程为

写 A
。 。X 、+ 乙 B

。、X 、+ 乙 C
, 。x 。= o (a 一 1

,
2

,

⋯
, “) (3

.

3)

其特征方程为

八= d e 七(A
, 、凡

2
+ B

。。
几+ C

a 。、= o (3
.

4 )

这样
,

可根据 月 H n y 。。 B
关于 首次近似理论来判断方程 (2

.

2 )在点 q 。 ~ q 。 。 处的稳定性
。

从

而
,

得到 H a n JI ‘ r H H 系统平衡状态流形的稳定性判据

命题 1 若特征方程 (3
.

4 )的所有根都具有负实部
,

则平衡状态流形 (2
.

8 ) 是 渐近稳定

的, 若至少有一个具有正实部的根
,

则平衡状态流形 (2
.

8 )是不稳定的
.

若矩阵(C
, 。
)的行列式小于零

,

则特征多项式△= A (幻满足

八(o ) < o (3
.

5 )

由于矩阵 (A
, 。
)是正定的

,

故存在充分大的正数凡一舫使得

A (几朴)> o (3
.

6 )

所以
,

存在正实数凡〔(0
,

沪)
,

使得△ (元
。

)= 0
.

由命题 1 ,

可以得到

推论 1 如果 d et (C
, 。
)< o ,

那么平衡状态流形 (2
.

8 )是不稳定的
.

假定约束方程 (2
.

3) 的右边函数甲, 满足

甲 , (g
, , 0 )三 0 (刀= 1 , 2 ,

⋯
, 夕) (3

.

7)

这时
,
任a 。二‘ r , H

系统平衡状态流形 (2
.

5) 的存在性条件 (2
.

7 ) 自然成立
.

显然
,

大量的

H a n 二二 r o H 系统都满足条件 (3
.

7 )
.

例如
,

仅受如下线性非完整约束的系统

女
. + , = E b

。+ ,
, ,

(9
.

)空
。

(刀~ ,
,
2

,

⋯
, g , h = 1

,
2

,

⋯
, : ) (3

.

5 )

可以看出约束 (3
.

5) 满足条件 (3
.

7 )
、

这就是最初的 任a n JI , r 。。 系统
【“’.

在条件 (3
.

7 )下
,
A

, . ,
B

, 。,
C

。一

分别为

月
。 、一

{
一

露篇
。

}
。 ,

B
一

。,

C

一 {
。

默
。

}

可以看出
,

(A
, 。
)
全二 (A

a 。)
,

(C
, . )

全
= (C

。、)
.

这时
,

方程 L3
.

3 )变为
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万 通
, .

牙
。+ E C

。 : x一 。 (a = l , 2 ,

⋯
, 。
) (3

.

9 )

此方程与完整系统扰动方程的近似方程有相同的形式
.

这时
,

利用命题 1 ,

很容易地得到

推论2 若矩阵 (C
, 。
)至少有一个负实根

,

那么平衡状态流形 (2
.

5) 是不稳定的
.

假定系统受有耗散力F
。
的作用

F
.

二 E F 一(g
,

)空
-

白一 l

则广义 H a 。 二二r 二 n 方程 (2
.

2 )变为

(
; = 一, 2 ,

⋯
, n
) (3

.

10 )

“
·

(丁,) 一

郭斋)’u
卿 ,一F.

·

+

黔
“,

箫
+

器
(a = l , 2 ,

⋯
, 。
) (3

.

1 1 )

这时
,

方程 (3
.

的的左边应加上一项兄 B “x 。,

变为

云
,

, :

*
. +
艺

。
, .

‘
. +
艺

C二x一 。

西一 1 奋一 1 泊一 l

(3
.

1 2 )

其中

B
, . ~ {D

o . }
。

D
。。= 尸

。。 + E F
。 , , , ,舞

+

感
F

一箫
+ ,

乡
I
F

一箫号数
方程 (3

.

1 2 )与受有耗散力作用的完整系统扰动方程的近似方程有相同的形式
.

当耗散力F
.

关

于独立广义速度空
。

是完全耗散时
,

矩阵(B
。 。
)是正定的

.

类似完整系统
,

可以得到

命题 2 如果矩阵 (C
。 。
) 所有特征根都是正的

,

那么在关于独立广义速 度为完全耗散的

耗散力作用下
,

平衡状态流形 (2
.

5) 是渐近稳定的
.

命题 3 如果矩阵(C
。 :
)至少有一个负根

,

那么在关于独立广义速度为完全耗散的耗散力

作用下
,

平衡状态流形 (2
.

5) 是不稳定的
.

可以进一步发展命题 2和命题3的结果
.

由方程 (3
.

1 1) 得到

, !一

勿
“阵

十

身
乳,

箫
+

器
.

aT 二 汽 Z 口T 、叮
十 一二

一十 夕
.

吸下二- - 一一 口 .
a q 。 声

“ 口q
。 + , , 、

宁
~

g夕也

汀 口空
。
d g 。

一

薯蒜
。
·

一

。。一

箫)」
(】= l , 2 ,

⋯
, 。

(3
.

1 3 )

其中

H
l

口
Z
T 肠

口空‘口空
,

_
价(

一

打 、
,

一

月皿
-

粼 、 口空
。, , , d 空‘口空

,
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而H 忿为矩阵 (H司 的逆矩阵的元素
.

由式 (3
.

7 )可知
,

方程 (3
.

1 3 )右边括号〔

外
,

其它各式在公 = 。处都为零
,

故可把方程 (3
.

13 )表示为

, , . 二

日U
‘ 、 .

」甲 陈百疏以

小= E H 括了旦些
、口q ,

+

户
G 一“

·

)
(‘一 ‘

,

2
,

一
,

(3
.

14 )

利用方程 (3
.

1 1) 和方程 (3
.

14 )
,

可得

备
‘T一 U , 一

备〔户(黝
’“

·
+

鑫(潇)
’

一
T一 U

]

一

户[
E

·

‘T · , 一

睿(潇)
’E

·

(一卜

+

剪刹潇)赎黔
一叼

口U

口q
,

夕竺 10
_

口口 , 」
‘ ’

粼F 誉+ 艺 F乳, 瓮)
,
·

+

感[东
:

命(潇)场‘

喋
+

户
G

。 、空
·

)
+

睿命(潞)
’“:

](户奥
。

,

口空
, 一 , ,

)

艺 刀
。。+ 乙 E 二

.
了.、

.

叮 , . 二 l 韵
“
·

“·+ 万
(3

.

25 )

其中

““
、一

堪勿
“(斋{

。
, _

0)刹潇)
’

而f = (空
1 ,

⋯
,

女
。

) , ,

X 为关于夕
。

的三阶及三 阶以上的小项
.

由于矩阵 (D
。 、)负定

,

且

口U I
一二一一

~

! 一 O (口
。
h ~ 1

。

2
。 。 . 。 。 忍 ,

G q 。 ! q
‘

= q
o o

(3
.

1 6 )

故“点。一。
。

的“”
,Jmp

” 内
,

矩阵(几
。+

夺
“
、

鄂
负定

·

式 ‘3
·

1 5 )的右边
·

艺
叮 , 西一 l

(
气

D 二 +

鑫
E “

·

器)
“
·

‘、+ ‘

关于空
,

(拜= l ,

⋯
, 。
)是负定的

.

假设‘ = ‘
。

是孤立的
.

这时
,

有结果

命厄 4 若力函数U在点q 。二 q 『。

的充分小领域 内是 负定的
,

那么在关于独立广义速度为

完全耗散的耗散力作用下
,

平衡状态流形 (2
.

8 )是渐近稳定的
.

证明 取 月 a n y H oB 函数为

犷~ T . 一 U
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因为力函数U 负定
,

故函数犷是正定的
.

由式 (3
.

1 5 )知
,

们
:

.

川《0 ,

且 们
。

.

; 1 )
关 于 q

。

负

定
.

又因为g ,

~ q , 。

是孤立的
,

从而集合M = { (g
。 ,

空
,

) }亡1
3

.

, 1 ) ~ o }中除点 口,

= Q , 。

以外不包

含方程 (3
.

1 1) 的其它整条正半轨线
.

由 K p ac oB cK 二益 渐近稳定性定理
〔”’
可知

,

方程 (3
.

1 1)

在其平衡状态 q ,

~ q 。 。

是渐近稳定的
.

所以
,

平衡状态流形 (2
.

5) 是渐近稳定的
.

类似命题 4 ,

利用 K pac oB
c K 。益 的不稳定性定理

【“’
很容易得到

命题 5 若力函数U 在点q 。 ~ q 。 。的充分小领域 内是非常负的
,

那么在关于独立广义速度

为完全耗散的耗散力作用下
,

平衡状态流形 (2
.

5) 是不稳定的
.

证明 取 几 H n y H o B 函数为

犷~ T 价一 U

因力函数U非 常负
,

故函数 V 非 常正
.

由式 (3 一 5 ) 知 护i
,

.

川《o ,

又集合 M = { (g
, ,

空
,

) }

们
(:

.

; 1 , 一 叶 中除点 如 ~ 如
。

以外不包含方程 (3
.

1 1) 的其 它 整 条 正 半 轨 线
,

所 以
,

由

KPa
“
oB cR 蛇 的不稳定性定理知

,

方程 (3
.

11 )在其平衡状态q 。 一如
。

不稳定
.

从而
,

平衡状

态流形 (2
.

5) 不稳定
.

四
、

应 用

例 1 设一质点在 R
“

中运动
,

系统的运动受有非完整约束

其动能为 T 一去(空望+ 此 + 空; )
,

函数为u
一冬(

。圣+ 、t
‘ 乙

空3 = 空le o s q : + 空: c o s q一 9 1

广义 耳a n 二二 r 二a 方程 (2
.

2 )给出

(一+ e o s Zq Z

)q
, + q

: e o s q ; e o o q : 一空l空
: c o s g : “in g

Z

一空;空
: s in 口le o s q : 一空le o s Q: + 口一= o

壁l e o s q : e o s q :
+ (l + e o s “g , )女

:
一空; q

: e o s g 】s in g
工

一 q l空
Ze o s g 一s in q

: 一 q ze o s q 】+ q : = o

系统的平衡状态流形为

另 = { (9
1 , g : ,

空1
,

空
2 , 9 5 ) {q ; 二 9 2

二 q l = 空
2
= o , q 3

〔R }

方程(4
.

2 )的近似方程为

2女1 + q
:
+ q x 一空; = 0

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

壁: + 2女
:

+ q : 一夕1 = 0

其特征方程为
2 尸一几+ 1 元

2

{一 3护 一护 + 4矛 一久+ 1 一 。

矛 一几 2矛+ 1 .

(4
.

4 )

解特征方程 (4
.

4 )
,

几l
, : 一 士‘

,

几
3 , ‘ -

1士斌了1 1

6

可以看出
,

特征方程有两个具有正实部的根
.

所以
,

由命题 1 知
,

平衡状态流形2 是不稳定

的
。

例 l 的结果说明
,

受有非线性非完整约束的 任a n 二。 r H H
系统不同于文献 [l 、 3〕所考虑
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的线性非完整系统
,

力函数负定时
,

平衡状态流形也有可能不稳定
.

例 2 设力学系统峋动能 为 T 二
2
付 ; + 空里+ 空互一空讨 3 s in Q I)

,

系统除有势力外
,

还受

有耗散力的作用
,

其力函数为 u 一
毛(

。; + 。; )
,

耗散函数为F -

2空,全3s in q l)
,

系统的运动受有非完整约束

口: = 空{s in Q
: + e o s g ;

系统的平衡状态由

+ 空全+ 全璧5 in
Zg l 一介伙9一

l一2

(4
.

5 )

占U = 0 (4
.

6 )

确定
.

由 (4
.

6 )得

q l = q Z = 0 (4
.

7 )

故系统的平衡状态流形为

穷 = { (口
: , 9 2 ,

空1
,

空
2 , q 3

) ,q , = q Z = 空1 = 寸
2 = o , 9 3〔R }

因为耗散力关于独立广义速度空
, ,

空
:

为完全耗散
,

力函数U 在点q : = q Z =

(4
.

8 )

o附近负定
.

所

以
,

由命题 4 知
,

平衡状态流形 (4
.

5) 是渐近稳定的
.

[ 3 ]
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