
应用数学和力学
,

第16 卷 第 7

A PP lie d M a th e m a t i o s a

期
n d

(1 9 9 5 年 7 月)

M
e e h a n i c s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

分析结构非线性问题的杂交

可变基 G a le rkin 方法
’

赵 琪

(上海市应用数学和力学研究所
,

上海大学
,

上海 2 0。。7 2)

叶天麒

(西北工业大学飞机工程系
,

西安 7 1 。。72 )

摘 要

基于渐近摄动理论和 G al
e r k in 方法

,

本文提出分析结构非线性问题的杂交可变 基 G al e 卜

k in 方法
.

本文方法首次引入可变基函数的概念
,

可大幅度降低计算量
,

而且在有限元法等数值

方法中易于推广应用
,

在解决非线性问题领域有广泛应用前景
.

最后本文分析圆板大挠度问题和

扁球壳大挠度问题
,

以验证本文方法的有效性
.

关越词 非线性 可变基 渐近摄动理论 G al er k in 方法

一
、

RlJ 舀

摄动法和 G a le r ki n 方法是分析结构非线性问题的重要手段
.

但这两种方法都 有不足

之处
,

摄动法小参数要求限制其在大参数范围中的应用
,

而 G al e r ki n 方法选择 基函数具

有很大盲目性
,

针对具体问题如何选择合适基函数是其解决问题成败的关键
.

针对上述问题
,

N o o r 等人在系列文章
〔““ ‘。’中采用含小参数方程解 的 摄 动 展 开 项做

G al e r k in 方法的基函数应用在一些热传导
、

结构问题上效果明显
,

在参数较大时仍能获得

允许精度的解
.

其离散方式就是所谓的缩减基方法
.

上述方法尽管延拓 了参数范围
,

但未考

虑结构非线性响应历程中参数对基函数本身的影响
,

在大参数范围所构造基函数的有效性降

低 了
,

解误差增大
,

说明这时应寻求更高效率的基函数
.

G ee r 等人改进了上述方法
〔2 , ‘’ , ‘

圣’
,

由大
、

小参数的摄动展开
r

项共同组成基函数
,

由于考虑了大参数的因素
,

大参数范围的解精

度提高很多
,

但对一些控制方程而言
,

大参数时的零阶方程不存在而无法实施
.

上述方法都

未摆脱传统固定基函数 的模式
,

都忽略了结构非线性响应历程中参数对基函数本身的影响
,

因为在大参数范围内这种影响尤其明显
,

成为降低固定基函数有效性的主要因素
.

在前人工作基础上
,

基于渐近 摄 动 理 论 和 G al e r ki n 万 法
,

本 文 提 出杂交可变基

G al er ki n 方法
,

首次引入可变基函数的概念
,

有效考虑参数对
一

基函数本身的影响
,

完全消

补

赵兴华推荐
.
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除上述方法的不足之处
,

通过减缩基函数
,

可大幅度降低计算量
.

本文方法具有 广 泛 通用

性
.

最后
,

本文结合B 样条函数分析了圆板大挠度问题和扁球壳大挠度问题
,

以验证本文方

法 的有效性
.

二
、

杂交可变基 G a le r k in 方法

假设结构非线性响应用下述方程描述
:

厅(牙)= o (在口内) (2
.

1)

口(, )= o (在r 上) (2
.

2 )

这里 , 表示 基本未知量
, 厅 ,

口是微分算子
, 反是非线性算子

,
口 是结构所占区域

,

厂是其边界
.

为计算方便
,

对控制方程 (2
.

1)
、

(2
.

2 )无量纲化
,

得到如下内含物理参数几的控制方程
:

a (x
,

几) = o (在口内) (2
.

3 )

刀(x )= o (在厂上) (2
.

4 )

首先将参数几分成M
: 段

,

假定结构非线性响应前P 一 1段已求出
,

现在确定P段 〔还
, ,
几, , 1〕

结构非线性响应
,

实施下列步骤可确定该段的基函数
.

在P段 〔几
, ,

几, 十 1〕上
,

将未知量 x 在该段初始点凡
,

处按正则摄动级数展开
:

x = 川 + 艺 A刀川 (2
.

5 )

这里△几一之一几
,
(几

,

《凡《之
, 十 ; )表示摄动参数

,

川
,

对是几
,
处各阶摄动函数

.

将 x 摄动展开式 (2
.

5 )代入控制方程(2
.

3 )中
,

令摄动参数△几的同次幂系数为零
,

得到如

下 系列递归摄动方程
:

a 。

(x 名)= R
。

(2
.

6 )
a ‘

(x 犷)= R ‘
(2

.

7 )

这里 R ‘
仅依赖低于‘阶的各阶摄动函数

,

因此上述方程理论上是可解的
.

零阶摄动方程(2
.

6 )

与控制方程 (2
.

3 )形式相同
,

是非线性方程
,

其解瑞 就是P段初始点几
,
处的解 x( 几,

)
,

已知 或

在前段中巳求出
,

无需求解
.

其余各阶摄动方程 (2
.

7 )比控制方程(2
.

3 )简单
,

是线性方程
,

解是未知的
,

需要求解
.

一般情况下上述摄动方程很难找到封闭解
,

可采 用 满 足边界条件

(2
.

4 )的任一完备函数系列 {再 }( 本文称为初级基函数 )和 G al e r k in 方法进行求解
.

将各阶摄动函数对 表示成初级基函数 {功
。}的线性组合

:

对 二 E
。
蹄 (i= l , 2 ,

⋯
,

N 一 l) (2
.

8 )

将 (2
.

5) 式代入 各阶摄动方程 (2
.

7 )的 G al er ki n 表达式中递归求解
:

Ll
a 。

(石
·
“‘

·

)
一 R ‘

]
“d“一 0

(2
.

9 )

(i = l , 2 ,

⋯
,

N 一 l)

于是得到非零阶各阶摄动函数对
,

与零阶摄动函数瑞共同组成P段结构非线性响应的N 维基

函数笼邓 }
.

其次
,

确定P段结构非线性响应
.

将未知量
、
表示 成N 维基函数 {邓 }的线性组合

:
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x = E b, 邓
声= 0

(2
.

1 0 )

代入控制方程 (2
.

3 )的 G a le r ki n 表达式
:

J
。 ·

(翼
“, · ,

,

‘

)
二““一 0

(凡
,

《几《之
, 十 1 ) (2

.

1 1 )

(2
.

11 )式构成 p段结构非线性响应的非线性代数方程组
,

取 p段初始点几
,
处的解瑞 做初值

,

通过牛顿法等迭代方法就可求出 p 段结构非线性响应
.

在所有段 中重复上述过程就能确定整

个结构非线性响应历程
.

三
、

本文方法的若干特点

( 1 ) 本文方法对参数无任何 限制
,

适用解决大参数范围的结构非线性问题
.

( 2 ) 可变基函数之间是线性无关的
,

总是在所求点附近展开解空间
,

因此只需少量可

变基函数就能充分描述附近各点的结构非线性响应
.

为 G al e r
ki n 方 法 提供了系统地构造

高效基函数的方法
.

( 3 ) 确定可变基函数的递归摄动方程是线性的
,

而且齐次部分相同
.

意味着相应的递

归摄动代数方程组的系数矩阵相同
,

因此确定基函数的计算量是比较小的
.

( 4 ) 用数目少的可变基函数代替数目多的初级基函数
,

可大幅度降低计算量
,

因此本

文方法实质是缩减基方法
.

四
、

实 例

为验证本文方法的有效性
,

本文分析了两个典型结构非线性问题
,

初级基函数均采用 B

样条函数
,

关于B 样条函数理论参阅文献 〔13 〕
.

( 1 ) 均布载荷作用下圆板大挠度问题

图l给出圆板的材料性质及几何特征
.

采用 V a n K ar m a n 混合型控制方 程
〔’毛’,

挠度

y和径向力S
,

摄动级数展开如下
:

, = v 。

+ 夕1△Q + , 2
△Q 3 + , 3△Q

S

+ ⋯

S
, = S

, 。

+ S
一 ,

AQ
Z

+ S
一 : △Q

4

+ S
r 3△Q

6
+ ⋯

可变基函数均由三阶摄动函数组成
,

具体实施过程见文献〔1 5〕
.

图 2 给出圆板固定夹紧情况的本文解和样条函数解
.

本文解采用二次 改 变 基 函数的方

案
,

样条函数解也采用 16 网格上的B 样条函数计算
.

可变基函数具有很高效率
,

具有 8 个 可

变基函数的本文解与具有 37 个基函数的样条函数解吻合一致
.

图 3 给出圆板固定夹紧情况的本文解和摄动解
.

本文解仍采用二次改变基函数的方案
.

0

线
.

1线
、

I线分别表示 Q = 0 , 8 ,

16 时的各级摄动解
.

从中可以看出
:

( l ) 当载荷增量

八O较大时
,

各级摄动解与真解误差较大
,

经过 G al e r ki n 方法修正后的解即本文解与真解

吻合一致
,

消除了差距
,

说明本文方法消除 了摄动法的小参数限制
,

延拓了摄 动法的应用范
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围
.

(2 )当△Q较小时
,

各级摄动解与真解差距较小
,

从侧面说明在所求点附近构造的基函数

比远离该 点处构
·

造的基函数更能充分描述该点的性态
,

即表明可变基函数比固定基函数效率

要高
,

能进一步提高 G al e r ki n 方法灼有效性
.

表 l 给出圆板固定夹紧倩况下采用不同次数改变基函数的方案计算的本文解与样条函数

卫二
E h

’

一样条函数解

. 本文解

一以一
.

, ’一
。

~嘿摆黔

18
.

0

13石

9
.

0

入 5 坠
h

图

0
.

0

图 2

0召 0
_

6 0
.

9 1
.

2 1
.

5

本文娜和样条函橄解的比较

蚁
E h

,

8.04.00.0

3 4
一

0

2 5
.

5

1 7
.

0

8
.

5

16刀

12刃

A :可移夹断

B :固定饺支

C :固定夹紧

D :简单铰支

卫竺
h

竺允

^

0刀 1
.

2 2滩 3
.

6 4
.

8 6
.

0

圈 3 本文解与各级摄动解的关系 图4 四种边界倩况日板中心镜度与级荷的关系

q R

E h

口义 10
一 ’

+ 本文解

一 有限元解
〔门

E 二 2() 石8 4 x 10 ‘o
N / m

z

p = 0 3 0

1 二 7
.

1
“

R 二 2
.

54 m

h 二 1
.

2 7 x 10
一 ,

m

0
.

0 2
.

8 5 6 8沌 11
.

2

x 10一 w 。

14刀 人

图 5

表 1

载荷

图 6 固定夹派均布徽荷悄况的本文解和有限元解

基函致改变次教对本文解的形晌

一一一飞爪薪万下嚷飞刃而 一一一一
叨
百人J

拍
‘

条函数解
1 ‘弋

杂交可变基 G a le r k in 方法

2 次 3 次

4
.

0 . 0
.

5 7 6 7 4 . 0
.

5 7 6 7 4
朴0

.

5 76 74 0
.

5 7 6 78

8
.

0 0
.

9 2 3 7 7
}_

_ 0
.

9 2 37 7 0
.

92 3 77 0
.

9 2 4 14

1 2
.

0 1
.

1 6 0 5 3 1
.

16 05 3
. 1

.

1 6 1 56 1
.

1 6 1 57

16
.

0 1
.

34 2 08 1
.

3 4 2 08 1
.

34 3 98 1
.

344 01

2 0
.

0 1
.

4 9 088 . 1
.

4 9 3 7 8

一一

2 4
.

0 1
.

6 1 7 9 4 1
.

6 2 1 8 6

. 1
.

4 9 3 80

1
.

6 2 2 1 4

1
.

4 9 380

1
.

6 22 1 4

资
表示构造基函数处



分析结构非线性问题的杂交可变基G al er k in 方法 6 29

解
.

随着改变基函数次数的增加
,

本文解精度逐渐增高
,

逐渐逼近样条函数解
.

图 4 给出圆板在简单铰支
、

固定铰支
、

固定夹紧和可移夹紧四种边界情况的中心挠度与

载荷的关系
.

‘2 ) 中心分布压力作用下圆底扁球壳的大挠度问魔

该 问题是一高度非线性问题
,

其非线性响应包含先软化后硬化的屈 曲过程
.

图 5 给出圆

底扁球壳的材料性质和几何特征
.

仍采用混合型的控制方程
【‘” ,

挠度 , 和径向力S
,

按正则摄

动级数展开如下
:

, = 夕。+ , 1么Q + , : AQ
Z

+ 刀3△Q
s

+ ⋯

S
,
= S

一。

+ S
, ,八Q + S

一 :
△Q

Z

+ S
, :
△Q

3
+ ⋯

可变基函数均采用三阶摄动函数组成
,

具体求解过程见文献 〔1 6 〕
.

下面计算结果均采用三次

改变基函数的方案
.

图 6给出均布压力
、

固定夹紧情况的本文解和有限元解“ 7 ’.

本文解精度很高
,

与有限元

解吻合一致
.

图 7
、

8
、

g 分别给出简单铰支
、

固定夹紧
、

可移夹紧三种边界情况下圆底 扁 球壳在不同

载荷作用半径了;
一 二一

1
,

)
, 一

三、情况下的中心挠度 与载荷的关系
.

私 曰
‘「 ” J

「
’
一、” a 一 ’

4
7

2 /
‘, J ’ 一

‘
’ , ’

“ 刃 “

~
‘

~
’

一

‘ ” ‘ / 、 ‘ ’ .

兀 b
,
R 口

忍丙
,

之“ 3/’

毖乒
珑

_

·

二二‘曰‘ . . 一 X IO,

nU.勺八钊�勺
.

⋯
R一,U94

,二目.几

0
.

0 6 .0 12
.

0 18
.

0 24
.

0 30
.

0 一 户

.

竺匕

h

图了 简单铰支不同丸位的壳中心挽度与旅祷的关系

泥b tR 口

召为
,

孟. 3八

声笋
二

‘

位
1。

一

4
.

0 8
.

0 1 2
.

0 16
.

0 20
.

0 h

O�一勺0

⋯
8
弓曰
9

.且,二

�勺0

:
d

.

0

00
CUC甘

.
6n‘sd
皿.

L
, .1

0
,

0 3
.

6
.

2 1 0
.

8 1 4 通 18刃
竺
九

图 8 固定夹康不同几值的壳中心挠度与毅荷的关系 图 9 可移央紧不同几值的充中心浇度与旅待的关系

五
、

结 论

本文提出求解结构非线性问题的杂交可变基 G al er ki n 方法
,

首次引入了可变 基函数

的概念
,

可大幅度降低计算量
,

并且易于推广应用
.

该方法拓宽了摄动法应用范围
,

提高了

G al e r k i n 方法的有效性
,

在求解结构非线性问题领域有很大的实用价值和发展前景
.

( l ) 利用渐近摄动法提供了系统构造基函数的一般方法
,

首次提出可变基 函 数 的概

念
.



6 3 0 赵 琪 叶 夭 麒

( 2 ) 该方法是解析方法与数值方法的有机结合
,

可消 除 摄 动 法 的小 参数 限 制 和

G al e r k in 方法盲目选择基函数的不足之处
.

( 3 ) 本文方法可以毫不困难地推广到直接从泛函出发的其它离散数值方法中去
.

如从

最小位能原理或最小余能原理出发构造可变基函数
,

并用它们确定量级大小
.

( 4 ) 通过选择不同的初级基函数
,

诸如有限元
、

边界元等
,

本文方法很容易在求解大

型结构非线性问题的有限元法
、

边界元法等数值方法中应用
,

形成通用缩减基计算方法
.
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