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摘 要

讨论线性互补问题解的存在性
.

证明关于解的唯一性定理
.

用反例表明
:

对于线性互 补 问题

解的存在性
, “

M是半正定矩阵
”

既不是充分条件
,

也不是必要条件
.

关健词 线性互补问题 互补基本可行解 存在性 L e m ke 互补转轴算法

一
、

引 言

线性互补问题是数学规划中与凸二次规划密切相关的重要问题
.

近二十多年以来国内外

许多力学家将弹塑性问题化为线性互补问题
,

用二次规划法求解
,

取得许多可喜成果
〔‘’.

与

此相 比
,

对于解的存在性与唯一性关注较少
,

而存在性与唯一性是较 困难的问题
.

文献 【l] 将

弹塑性问题化为线性互补问题之后提出了解的存在性与唯一性问题
,

并指出
: “

对于 线 性互

补 问题
,

只要矩阵M是半正定的
,

解一定存在
,
若M 是正定的

,

解存在且唯一
” ‘”其实

,

“

矩阵M是半正定矩阵
”

对于线性互补问题解的存在性并非充分条件
,

本文 将 给 出一个 反

例
. “

若M是正定的
,

则解存在且唯一
”

这一命题是正确的
,

但未见证明
.

本文将给出一个

简单证明
.

为便于讨论
,

便于应用
,

先将有关解的存在性
、

唯一性的研究结果归纳成四个定

理
,

然后给出两个算例
.

二
、

概 念 与 定 理

、.
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线性互补问题是
:

求叨
, 么〔R p满足 ‘“ , ”, 4 ’

叨 一凡J 名 一 q

( L e P ) 叨
, 么> o

叨
, 么 = 0

其中 M为 已知P x P矩阵
, q 〔R , .

定义 1 若 (叨
, 么 )满足式 ( 2

.

1 )
,

( 2
.

2 )
,

( 2
.

3 )
,

则称为互补可行解
「”, ,

定义 2 若 (叨
,

司 是式 ( 2
.

! )
、

( 2
.

2 )的基本可行解
,

并且满足式 (2
.

3 )
,

简称为解
.

则称 (叨
,

司为
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互补基本可行解 (e o m p le m e n ta r y b a s ie f e a s ib le s o lu tio n )
t Z , ‘’.

定理 1 (存在性定理 ) 设
I

O

V 名 ) 0均有么 ,

M
名》 o ,

而且名 ,

M
名 = o 恤 > 0)蕴涵 (M + M

, )另 = 0 ,

2
。

每一个准互补基本可行解 (a lm o s t e o m p le m e n 七a r y b a s ie f e a s ib le s o lu
-

tio n ) 均非退化
.

若式 (2
.

1) 与 (2
.

2 )相容
,

则 L e m k e 互补转轴算法在有限步内终止于互补 基本可行解

(因而
,

互补基本可行解存在) ;
、

若式 (2
.

1) 与 (2
.

2 ) 不相容
,

则算法终止于射线 (ra y

无e r m in a tio n )【
2 , ‘’.

定理2 若 (L CP ) 中矩阵M是半正定矩阵
,

则定理 l中的条件 1
“

成立
, 毛, .

定理3 设 (L C P )有解
.

若M 是半正定矩阵
,

则 L e m k e 互补转轴算法在有限步内终

止于一个互补基本可行解 (在非退化意义下
.

由定理 2可证得)
.

定理4 (唯一性定理 ) 若 咬L C P )中M是正定矩阵
,

则互补可行解存在且唯一
【”

.

证 因为M是正定矩阵
,

所以二次规划

m ‘n , (二)一告
二·
M

二 + 。·二 (:
.

t
.

二》。)

是严格凸二次规划
,

它的最优解二 怜
存在且唯一 因而

,

存在唯一的。
势满足K 一T 条件

叨
. 一五f 么 . = q

叨气 么赞》0

叨
肠 , 名赞 = 0

由此可 知
,

(叨气 写哟是 (LC P ) 的唯一互补可行解
.

推论 设 (L CP )中M是正定矩阵
.

若每一个准互补基本可行解均非退化
,

则 L e m k e

互补转轴算法在有限步内终止于互补基本可行解
,

而且 (L CP ) 的互补基本可行 解是唯一

的
。

证 因为M是正定矩阵
,

所以定理 t中的条件 1
“

成立
,

而且式 (2
.

1) 与 (2
.

2 )相容
.

再 由

定理 1与定理 4可得欲证
.

三
、

例

例 1 设

M 一

(
_

:
一

:),a
一

《).

试解线性互补问题 (L C P )
.

解 用 L e m k e 互补转轴算法解之
.

(见表 1)
.

迭代两次后
,

下次迭代 zl 应当进基
,

而

与z ,
对应的列中无正元素

,

因而迭代终止于射线

{ (.
, ,
么 , , z 。

) = (o
, o , o

,

一
,

3 ) + 几(o
, o , l

,

l , 0 ) }久》 0 }
.

显然
,

M是半正定矩阵
,

而且所有准互补基本可行解均非退化
.

为什么找不到 互 补基

本可行解 ? 因为该线性互补问题 (L C P )无解 (可以验证式 (2
.

1) 与(2
.

2 )不相容)
.
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表 1

一
?

一月几

Z一�?

一
、

一

一)
--1一(2 i盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆盆 ‘‘‘目 . . 山. . . . . . . . . . ...

0000000
一一一

功功1 1 111

··

OOO

一一 111

11111

一一 222

一一工工

( 一 1 )

0

1

0

1

一 4

2

4

1

例 2 设

, ,
产 3、 2 2

, = 气 )
, q = 气

、

3 4
‘ ’

一 6

试解线性互补问题 ( L CP )
.

解 用 L e m k e 互补转轴算法解之
.

(o
, 3 / 2 )

’ .

然而
,

M却不是半正定矩阵
.

本例表明
: “

M是半正定矩阵
”

也不是

迭代两次得互补基本可行解 叨 = ( 1 3 / 2
,

0) r , 么 =

(L C P ) 有解的必要条件
.

四
、

结 束 语

若M是正定矩阵
,

则线性互补问题 (L C P ) 具有唯一的互补可行解
.

设 (L C P ) 有解
.

若M是半正定矩阵
,

则用 L e m k e 互补转轴算法必定能够在有限次迭代内得到一 个互补基

本可行解 (在非退化意义下 )
.

然而
, “

M是半正定矩阵
”

并非
“

线性互补问题有解
”

的充分条

件
,

也不是必要条件
。

根据实际问题建立起线性互补问题之后
,

最好先由物理
、

力学等有关理论判定解的存在

性
,

或判定式 (2
.

1) 与 (2
.

2 ) 的相容性
,

然后求解
.

如果难以判定
,

而M 的半正定性巳经证

明
,

那么也可以试用 L e m k e 互补转轴算法求解
,

根据所得结果判定解的存在性
.
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