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摘 要

本文考虑有界区域中具有零边值条件的重调和扰动问题
.

所得结论包含了【1」【3〕〔4」中的相应

结果
。

关钻词 重调和算子 广义 Mor se 指标 非平凡解
.

一
、

引 言

设口c R 刀是有界光滑区域
,

考虑重调和扰动间题
:

△2“一 a △“ + b“= g (x
, 。
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, “
)

口“
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~ ~ 二
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(在 口口上 )

夕
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、、.户一.且
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其中 a > o ,
b> o , n

为口口的的外法线方向
, g (x

,

川和了(x
, “)满足如下条件

:
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1
) g (x

, s
)任C (9 x R

,
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.

且对一切 x 〔Q
, g (x

, : )是关于
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.

即g 二(x
, s
)
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,
一 忿)= 一夕(x

, s
)

(g
:
) 存在常数 0 < 拼< l ,

s0 > o使当
8
>

s 。
时有
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。< 卫玉霍些
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、
二 ,

a) 对一

睐
。成立

11垃
. - 今+ 。二

夕(戈
, s
)

S ,
= g (x )> 0关于x 一致成立

, 口(x )〔C
。

(幻)

f(x
, s)〔C (9 x R

,
R )且关于

s
可微

.

f兰(x
. 5 )

1 1 111 一于贵一= 针
一, +

00 9 二气苏 , ‘)

一 , 关于* 。是一致的
.

其中 , < 1 ,

几 一

李
, 。卜粤

.

.J O 毛1 0

.叨
,

1
.‘g

,I口l
户

‘
、产

‘
、

‘

了.、

(f
3

) F (二
, s
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J:
, (二
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t) d , 、于
X , S
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.

问题 (I )曾被很多作者研究过
,

可参

看 [l 〕〔3〕〔4〕〔6〕及其中的有关参考文献
.

在这 里我们借助 〔1] 发展起来的扰动方法
,

通过运

用调和分析和 M o rs e 理论获得了如下较为完善的多解性结果
.

定理 1 设a > o ,
b > o 为常数

.

9 (x
, s )满足 (9

1
)、 (g

:

)
.

f (x
, s
)满足 (f

l
)、 (j

:
)

.

p 满

. 1 9 9 3年n 月22 日收到初稿
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足 :

、 ;
~

_ _ L _ _

N + 4

N > 5时
: 1 < p < 架

护 i导一 ’

犷
“
川

“ ‘

、 尸 、 N 一 4

_

N + 2

N 一 3 , 4时
: ‘< p <翁士合

N 《 2时
: 1 < P< + OO

则问题 (I) 有无穷多个非平凡解
.

此结论包含了 [ l」【3 」【4〕中的相应结果
.

二
、

预 备 知 识

设州 x) > 0 ,

在这一节里我们考虑如下特征值问题
:

么
2 “一 ” (x )“二 几“

口“
“=

~

百不= o

(在口内)

(在口口上)

户
l‘‘

、.产一朋皿
产

叮了、

若以M (时表示问题 (I )在H 孟(口)中的非正特征值个数则我们可证得
:

定理2 存在仅依赖于口和 N 的正常数 c使得
:

刀

N 》5 , 。
(x )〔

,L下 (。) 时
:
M (。)《

C
I。 (x ) l约

‘(。)

万

万= 3
.

4 , ”
(x )〔乙了 (。)时

:
M (

。
)《

c
一
。
(x )l,岁

/ :
(D )

N 《 2 , 。
(: )〔L

,“ (口)时
:
M (

”
)《

c l” (‘) 11公草
.

(。)

为证明定理 2 ,

我们先给出如下一些引理
.

引理 1 ([ 6 ])

{

M (司等于如下特征值问题
:

A Z。= 加 (x )
。

(在D 内)

(在口口上)一一
助一耳口一d

一一幼

的不大于 1的特征值个数
.

引理 2 ([ 6 〕) 若N > 5 , ”
(x) 〔L丁 (口)

,

则存在常数
C> o 使得

材(
。
)《c 一

。
(x )lL{’l’

(。)
·

设M (
c ,

时表示特征值问题
:

一△“二 久。(x )
u

材二 0

(在口内)

(在口D 上 )

矛

褚
、

、

,
了

I
J矛.、

的不大于‘的特征值个数
,

则有
:

引理 3 存在常数
e 。
使得

:
M (

。
)《M (

c 。 , ”
)

.

证 明 由H 落(口)味H 毛(口)可知存在常数
c使得
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!△“】
:
d x

旦一一一一一- >
”
(x )

“Z
d x

}V u }
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d x

r

l拍一
”。J勺l

月

we儿

。
(x )

u Z
d x

确

!
J一产..,J

取 c 。一

告
,

贝。由引理 , 和特征值的极刁
·
极大性立即可知

:

引理 4 ([ 7〕
,

〔8 ]) 设几
,
表示 (I )的第 k个特征值

,

M (
。
)《M (

c 。 , v
)

.

Q
.

E
.

D

则存在常数c l> o使得

N > 2 , 。
(x )〔L 了 (。)时

: 寿《
c l 几公11。 (x ) ,}岁

/ ,
(。)

N 《 2 , 。
(x )〔L “

‘

(。)时
: “《

c , “梦
’

J,。 (X ) }I协华
。

(。 )

其 中
。
为任意正常数

.

定理 2的证明 由引理 2可知 :
我们仅须证N 《4 的情形

.

为此在引理 4中令朴《 ‘。 并取
:

c = m a x {“, ‘。了 , “1“。“
‘

}则有
:

M (c
。 , v

)《
c }}” (x ) 111

。

(。)
.

再由引理 3可得
:

M (”)《M (
c 。, ”

)

~
. 、

二 , , _
.

N
. _ 、 , . _

_ _ ~

《
c }}”(x ) }}王

。

(。。
·

其中当N 一 3
、 /

‘时q 一
百

, 当N 《2时q 一 ’+ “ .

Q
·

E
·

D
·

三
、

对a = b = 。情形的研究

当a = b = 0时定解问题 ( I) 变为
:

八
2 。= 夕(x

, 。) + f (x
, u ) (在口内)

(在口口上)n�

一一

“一月口一口
一一

“

r‘-.、.夕

万
了百、、

设 H ; (“) 为具有范数 }· 11一 〔
J
。 ,△· }

Z
d 二 :

1一的 S 。”。, e v 空间在 H : (“ ) 中定义泛函女口下
:

‘·‘
· , 一
合J

。 ‘A · ,
Zd X 一

L
G ‘X

, ·
) d / , G ‘X

, ·

卜J:
。 (x

, , ) d ,
.

‘(
·
) 一‘

·
(。) 一

L
F (X

·

。) d X , F (一卜
·

f, ( X
,

, ) d ,
.

令
:

S = {。〔H 丢(口 ) }】1。 !1~ 1 }

J 价
(
” ) ~ s u p l朴 (兄

。 )

J ( v ) = s u p l (几口 )

(之〔R
, v〔S )

(几〔R
, v〔S )

S 舌= {x 〔R 介+ ’

}】x }= 一}

刃一 笼A c= S }A 为对称紧集 }

M = {所有正整数 }

对任意的A〔万令
:

, + 了A 、= s u p {掩〔M , 使存在奇映射h〔C (S
舌 ,

A ) }

厂 (A ) = i n f {k〔M , 使存在奇映射h〔C (A
, S 七) }

厂一 {A任万】夕
+

(A ) > K }

厂卜 {月〔万 }?
一

(A )》 K }
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c 。= in f m a x J朴 (
“
)

A (r 为

b 。= in f m a x J 朴
(
“
)

A〔厂番、 。。 月

由 [ 1〕知
: c 。> o是J 赞(u )的临界值

,

且 lim c , = + co
台- , ‘心

令
:

J 。= {u〔5 IJ (
u
)> b } (b〔R )

J
。 = {。任S {J (。)簇

a } (a〔R )

则 由〔l] 有
:

引理 5 ‘『”
、

若泛函 J (
。)

,
J , (v )满足如下条件

:

( i ) J (。 )
,

J 怜 了。 )〔C (S R ) , J (。)〔C
‘
仁J

。 ,

R )
,

J 爷 (。 )任C
,

(了忿
,

R )

(11 ) J (
。)满足 (p

, s )
。

条件
,

J釜 (
v
)满足 (P

, s
)
。
条件

(iii ) J气 v) 是S 上下有界的偶泛函

(iv ) 存在k〔M
, 。> o , a 〔R 使得 : b《 c 。且 :

伙
+ 。

C= J
O

C= 几
+ ,

C= 峨
+ 1 一 。

则J在〔
a ,

+ co )内至少有一个临界值
.

为利用上述临界值摄动定理来证明我们的主要结论
,

一方面
,

我们需要如下
:

引理6 仁
‘’ 若 g (x

, u )满足 (g 、)、 (g
。

) ,
f (x

, 。)满足 (f
l )、 (f

3

)则 J (
。)满足 (p

.

s)
。

条件
,

J .
(
。
)满足沙

.

5 )。条件
,

并且J (u )〔C
,
(J

a , R )
,

J价 (
u
)〔C

‘

(J言
,

R )
.

另一方面我们需要一个关于C
。

的下界估计
.

为此注意到
:
由 (9

3

)
,

L , + ’
(口)叭L “

(口)和

H 6 ld e r 不等式我们有
:

1 .
(
u
)一妾一。一 { ‘(二

, 。
)、x >

一

粤
一

}l“一}
, 一
导{ }

。
,

, ·‘d x

其中

令
:

‘
为某一适当的正常数

.

。 (
。
)一粤一J

“ J一
2 一
粤{

_

l。一,
+ ‘、x

H (“)= s u p 中 (几。 ) (
“〔S )

d
。= in f m a x H (。)

A (厂. 。 ‘ ,

由〔1 1] 可知么是H (“) !,勺临界值
,

月
.

驾 寿充分大时d. > 。
.

由I州哟 与 小 (川之间的关系显然

有
:

d 。《饥

但由 B o r s u k 一 U la m 定理有
:

b 。《 c 。

因此有
:

c ,
> d

。

这一不等式表明
:
为估计几的下界我们只须估计d , 的下界

.

为此我们来证明如下关键性的引

理
:

引理了 对任意 的 壳〔M充分大
,

存在少 (川的临界点办使得
:

中 (
v 。
)= d 。 , a (

v ,
) ) k + l

其中 。 (儿)是中在
。 。

处的广义 M or se 指标
.

即 :

浏
” 。) = m a x {d im E , E C= H 乙(口)使巾

l, (。 , )(
e , e )《 o , 诊〔E 卜
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证明 由「2 ]或 [s1 的结果我们不妨可 以假设H ‘川在水平 d
。

处仅含有非退化的临界点
,

注意到万 (们 早偶逻函因此其临界点赓材出现
.

设d 。
对应的临界点为

: (。 , ,

一“ , ) , ⋯ , 佃 : ,

一。 :

)
.

。‘
是对应于

“‘的 M o r s e 指标
.

H
‘= {u‘夕IH (u、《d }

,

则由环柄 定理 (见〔9」
,

〔12 ] )

知 :
对充分小的

。
> 0有

:

H J。+ 。
二 H d 。一。

U (、·卜 1 )士F(D 二 ,

)
士

IU (
N · : 一 :

)
,

⋯ U 〔
: · i一 :

)
‘

[ (D , ,

)
士

]

其中 O (
s , 一,

)
士

表示 H J。一 。

通 过 (S , ‘一 1 )
士

与 (D , 。、士 相粘合 即 :
H J。一 。

n (D , ‘

)
士 =

渭 , , 一 1)
士 ,

因此我们有
:

H (。)《d 。 对
。‘(D , ‘

)
士

H (
。)《d , 一。

对
。〔(夕, 一 1)

士

又因为 H (
“
) 是偶泛函

,

因此收缩映射可选为奇映射
.

于是我们可设收 缩映 射 , : 〔o
,

1〕x

H J。+ 。

, H J。+ 。

满足
:

, (o
, 。) = “

, (t
,

一 : ) =

对
。百H d。+ 。

}
,

‘t 。、~ ,‘

一 ? (r
, “) 对 *〔[ 0

.

1〕
, 。‘H d 。+ 。

” ·‘Z 十一 H
。

, ‘一 U
「只

:

(D 二 , )
·

1

、.了、,尹

、

-1人-,二

巴l;
二.�.二

;且

矛.龟‘、产产f气

( i v ) , ( l
, 。
)〔Z

,
对

。〔H J。+ 。

由d 。

的定义我们可选取A〔厂贯使得
:

m a x H (
。、< d , + 。

. 口泥

记 A l = v ( 1
,

A 、
,

则 A , 仁 Z , ,

于是有
:

m a x H (
“
)《d 。

. ‘J i

因为 , 是奇映射
,

故 A l〔厂贯
,

现令
:

B 一 A l\
「

,

和帝〕
u
「

,

』
( S , , 一‘)

·

)
显然B 戌厂节早升称紧集

,

故可 知存存连续寄映射飞

h : B 今 S卜 l

令
: h ; = 几! ( s一

,
)
士

并假设
: 。u p {tn

‘

}< k

则由千S 舌一 ‘的阶数低于 秃一 1 的同伦群皆为平凡群
.

故 E ile n b er g 扩张定理 (见〔10 ]) 表

明
:
几吉可 以可张到D 言

‘

上
.

而且显然这种扩张可以按奇性的要求在公与 (D 二 ,

)
一

之间进行
,

因

此我们最终将得到奇连续映射
:

(D 。 , 、
·

!
, S ’一 ’

I
U曰

礴口

r...L

UB
r九

此即 万
:

A l, 夕扮一 ’这显然与A
,
〔厂贯相矛盾

.

故至少存在一个 1 ( l’0 ( l使得
:

洲
。

> 寿
.

最后注意到
:

若
。。
是巾口 ) 的非平凡临 界点则有

:

H
。

(俘气
.

、
一
枷

。
、咖帆、

、 {{“ o 】】I

其中 久(晰)是适 当的 L a g ra n g e 乘子
.

这表明
:

若M 佃
。

) 是H
“
(
。 0

/ l
。 。

}) 的非正特征空间
,

Nl1 中 I,
(
。。
)具有非正特征空间M (。

。

)¼R 。。 ,

因此对巾有
: 。 (几(。‘

。

) “i 。 ) > k + 1,

Q
.

E
.

D

引理8 存在仅依赖于日和N 的常数“
使得
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c ,
》

c (寿+ l )a 、

、二
、 ;

~
尸

、 4 P + l 、 ; 。
月

、 _ _ 2

县甲
‘ v

尹
o 口, , a 那 = 万 币二了 , ‘ ’ ~ “ ’“ “, ’ “ , 一 万

P + l

P 一 l

, N 《 2时
, a , ==

p + 1

P一 l + ￡

。> o为任意小的常数
.

证明 为证引理 8 ,

我们只须对d ,
给出相应的估计式

.

由引理 7知 : 当寿充分大时对 d .
存

在如使得
:

巾 (
” ,
) = d 。,

中
,

(v 。)= 0 , 口 (
”一
)> k + 1

.

山 由
, ‘”

‘
、= 。

,
.

「. A I, ‘

. 2泞 , 二 (。 、 , 、。 「l”
‘

I, . 1日二 幼右
.

匕」 M矛 1 口舌 ) 一
V l笼于2 1 { ‘二。含 I U 人一 、夕 门尸 1 ) ‘ 1 1 . 扮 l

一

“ 人 只人 了

曰 :

J 口 J 口

、一尊{ 一
。, 一,

· ’
d x > 0

又由a (v . )的定义可知。 (
。, )等于算子

1可知
:

* : c P (P十 l)
: _

二
。 一 , 。。 二卜

二 ‘二 * 、、 、 二 * ,
。 一

—
{U 今 1

.
卜U 刁F 上〔 沈寸1止 1且 ! 义凡 , 比长 l洲 川匕超巳

乙

、+ 1( 。 (v 。
)《

c }}Iv 。 J’
一 ‘

}}呈
·

(。)

其 中 N 》 5时
, 。一

仃
, N 一 3

,

4时
, 、一

譬
, N 、 2 时

, q 一 1 + 二 由此及嵌入 定 理 即 可得

至lJ:

I
。
‘二‘

·“d X李
·
‘“+ ‘, 二

于剔一夸I
。 .外 !一dx 笋 (“+ 1)â

.

其中·
为某适 当常数

,

、 与引理 8 的取值相同
·

Q
·

E
.

D
.

定理 3 若夕(x
, “)满足 (9 1

)、 (g
:

)
,

f (x
, 。)满足 (f

, )、 (f3、P满足
:

N > 5时 ,

N = 3
,

4 时 ,

1 < , <

恕
1< , <

将
N ( 2时 ; l< P< + OO

则问题 (万)有无穷多个非平凡解
.

证明 由于F (x
,

川关于 x
, 。一致有界

,

故对任意 的
c 。> 0都存在常数d 使得

:

德二 Jc* +d C 低
+ 2、

于是由引理5 , 6可知 :
为证定理 3只须证

:

c。十 , 一 c 。> Zd

对无穷多个相异 灼k成立
.

故仅有有限个掩使上式成立
,

则当秃充分大时总有
:

c 。 + l一 c ,
《Zd

于是存在常数d ; 使得对充分大的 k总有
:

c 。

《Z d寿+ d -

与定理 3 盯假设及引理 8 的结论相矛盾
.

Q
.

E
.

D

这
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四
、

对 a 斗。
、

b 今。的情形的研究

在本节中我们试图将定理 3 的结论推广到更一般的问题 (I )
.

沿 用 第三节 的 记 号
:

H 毛(口)
,

11
·

11
,

S
,

茗 , , +

(A ) , 下一

(A ) , 厂。, 厂贯, I 朴 (。 ), 巾 (
。
), c 。, b。 , d 。

等等
.

令
:

L ·
(
·

卜合
}』⋯

“
+

誉几
}v一d X +

含I
。一d X 一

L
G (X

, ·)d X

L ‘
·

, 一 L ·
‘
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