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非线性振动分析中的正交函数法
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�国防科技大学
,

长沙 � ��� � ��

�李骊推荐
,

� ���年�月�� 日收到 �

要 要

本文根据谐波平衡法假设周期解的基本思想
,

提出了一种分析非线性振动特性的正交函数法
�

将位移展开为谐波的级数形式
,

根据线性模态和三角级数的正交性导出了一组形式简单 的特征方

程
。

有效地解决了平方非线性系统存在漂移项的困难
�

算例表明
�

本文方法精度高
,

收 敛快
�

工

作量小
�

关扭词 正交函数 非线性 振动特性 特征方程

一
、

引 言

对于非线性振动特性的分析
,

国内外科技工作者已进行了大量而深入的研究
,

并取得了

许多重要成果
�

如文献〔�� 提出的 � �� � � �� �
一� �� � ��  ! 法

、

平均法
、

多尺度法等
,

这些方

法对分析单自由度系统弱非线性问题一般行之有效
�

对多自由系统问题
,

人们一般求助于数

值方法
,

但迄今为止的所有数值方法都忽略了高次谐波的影响
�

这样处理存在两个方面的缺

陷
�

一是对强非线性问题误差较大
,

二是根本不能处理带平方非线性项的系统
�

本文根据谐

波平衡法假设周期解的基本思想
,

将位移展开为谐波的级数形式
,

根据振动系统的物理意义

来确定谐波系数和振动频率
,

本文方法不但适用于任意振幅任意 系统
,

而且计算工作量小
,

精度高
�

谐波平衡法的回顾

对方程

毖� �
� 。� ,

� � ��
�

��

谐波平衡法的基本思想是
�
程方程 ��

�

�� 的周期解设为

� � � � � � � �。切 ��
�

��

的形式
,

将 ��
�

��式代入 ��
�

�� 式
,

并令最低的� 十 �次谐波的每一 系数为零
,

。 的� � � 个代数方程构成的方程组
,

将�
。 ,

� � ,

…
,

� 二 和 。 解为 � �
的函数

,

得到有关 � � 和

从而求得方程
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��
�

�� 的周期解和频率
�

这个解的精度依赖于 �
�
值和假定的解 ��

�

��中的谐波的个数
�

谐波平衡法实际上是一种纯数学方法
,

它存在如下缺点
�

�
�

月 �不能代表系统实际振幅 ,

�
�

谐波数越多
,

推导运算越复杂
�

�
�

正交函数法的引入

正交函数法是根据实际物理意义而得到的一种方法
�

对一实际非线性保守系统
,

给定一

初始振幅
,

必有一相应的模态和频率与之对应
�

根据线性模态和三角级数的正交性导出一组

形式简单的特征方程
,

将 求解系统幅频关系问题化为求矩阵特征值问题
�

与谐波平衡法相比

具有如下优点
�

�
�

所给振幅为实际振幅
�

�
�

精确考虑 了周期解中所设各项的影响 ,

�
�

免去了求解代数方程组的麻烦
,

�
�

有效地解决了多自由度系统问题
�

二
、

基本方程推导

�
�

单自由度系统

�
�

基本方程

设方程形式为

� � � , � � � �

�
“
� � ��

“� �

对 ��
�

�� 进行如下迭代

� ‘� � ’�� � �� ‘工 � ’
� ��

�
� ‘�

�

��
�� � ‘

� �
� �� ‘� ’“�� ‘� � ‘’� �

设

� �� ’� �� 〕��
�� �

其 中

�� 卜 �� � �  切 … � �  阴切�

�� 试 �, � 〔� 石龙 � ��
、

一 � 杀
� 〕

由 ��
�

� �式可得
� �

�
。

�厅�
,

�� ‘� 十 ’
� “ , �

‘� 十 ’
� 吸�

,
�

、� , � ‘� 十’、

� ��
�
� 盆 �

�� ‘� � ‘
’

“‘一 “

广� ‘

�
。

�万〕
, 戈� ‘� � ‘

� � �� ‘� 十 ‘
� ��

�
� ‘� ��

‘� 十‘
� ��

�
� 盆 �

�� ‘� 十“ ��切一 “

将 ��
�

��式代入 ��
�

��式
,

则 ��
�

��式可化为

一 。�

��
‘� ��� ‘� � ‘

少

�� � , �� 丢
� ’

〕�� ‘� � ‘’

�� � � �� �
�

’

〕�� ‘� � ‘,

�

� � �〔� 奋�
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式 中
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K
Z

打= 乙 艺 辫引 式x)
f.0 , 一0

J :

‘ 。o 。‘, C O“‘, “0 “r切“o “
·甲d 甲

(i
,

j = 0
,

1
,
…

,
m

)

记

[K 护
,

] = a :
[ K I

K ,
] +

a 。

[ K 玉
工 ,

]

K 沂卜 。州君+ aa K 渭

(2
.10)

将 (2
.
6)

、

(
2

.

(
i

,

j
= o

,
1

,
2

,

…
,

m
)

.

1
0) 代入 (2

.
5) 式

,

则(2
.
5)式可表示为

、十」+K

A(

、汀l“rlJ
o�o二10

.
0

一

旦I f

几}
“““’‘+ “ ‘

}
护刀 户 ‘

nU
一一

‘
‘,十K

A
‘峨.
.

、........夕K 盅 … K 流认

…
r (了)

_

占 ‘ 万价 l

(
2
.
1 1

)

K 六
.

旧柳�
。“

(K)
�

�K

:

K了.......耳..、

1一汀十

记

{月‘K + ’
}

,
= [ A 盛

K+ ‘’…刁盖
K+’ 、

〕

将 (2
.
11) 式按划线部分分块

,

计算其乘积得
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趟、
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耳 I
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2
.
1 2
)

+(s又
才Jt
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!

l

产

盒
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「 1 0
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} +

a l

、.r

-

.
..
.

1

一00�耐

六一10�
C�.1口J ..,‘.‘.L

aI吻
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( 犷(茸之 飞
少“ 刃 10 1

+

~

丝五竺兰} … }
兀 口 _ I

l r 万)
_
皿

、. 占 ‘ 万 ”. U J

K 货孟

K 君
:

… …

r 盆)
_

“万价 Z

1

0

K 浇认

K 君
。
}

{

一
‘2

·

‘3’
八万阳j

K

引�J

I

.

.

..

.

1一兀
+

由(2
.
12)式得

“ ;一
‘、

一
玉而轶韶

一

「

喘
…

瑞“〕‘,
(x+l ( 2

.
14)

将 (2
.
1叼式代入 (2

.
13)式得特征方程为

一。
2
[卫
(K)]{河(K + ‘) } + 〔叉(K ,〕{河(K +

, ,

} + [ K
万‘K ’

〕{河(K +
‘)
} =

0

式中

(2
.
15)

l

、.............
.
产

00
�耐00�1

[卫 (K)〕=

曰..............飞

a一一必叉

〔了护, 〕一生
兀

K 洁岌 K 优孟

K 探
,

K 胃
:
…

K 沂认

…

矿(了)J ‘
万价

”书

K 沂孟

二
(
a l二

+ K 舟苦丢)

{ 胃
。

!

〔K 流谧

一
于是求解 (2

.
1) 式频率问题就转化为求矩阵特征值问题

.

2
.
求解步骤

1
.
给初向量 {A (0) }

,

按给定振幅规范化,

2
.

求〔了扩
, 」

,

由(2
.
15)式求出矩阵基频特征值 。 及其对应的特征向量{又(l },

3
.

将{河
‘,

)
} 代入 (2

.
14)式求出A 盏

‘’;

4
.

将A 毛
‘’及特征向量网 “、

} 组成的 !句量规范化
,

检查特征值是否收敛
,

若收敛则停止

计算
,

否则
,

由基频所对应的特征 向量确定通几
(‘
+l

/

}
,

重新计算
,

直至收敛为止
.
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2
.
多由自度系统

1
.
基本方程

设方程为

[M 〕{6 }+ [K ] {d }+ [K
l]{占} + [K

:
〕{d }= o (2

.
16)

其中〔M 〕
、

〔K 〕为常系统矩阵
,

〔K l]为含{升一次方矩阵
,

〔K
Z
」为含 {升 二次方矩阵

.

对(2
.
16)进行如下迭代

[材 ]{占
‘K + ‘,

} + [ 尤」{己‘K +
‘,

} + [ 尤i{。(
‘ ) ,〕{d ‘K +

‘,
} + [ 尤2{。、

二 ,
} ] { d 体+

‘,

卜。

(2
.
1 7 )

由 〔M 〕
,

〔K 〕求出系统前 N , 阶线性主模态记为 【中」
,

及其对 应 的特征值记为 【幻=

【di a g 石 ]
,

将位移表达成前N , 阶线性主模态的组合
,

设

王d(K )}= [巾]{q ‘K ,
} (

2
.

1 5
)

将 (2
.
15) 式代入 (2

.
17)式

,

由线性模态对质量阵和线性刚度阵的正交性有

[I]{q(K +
, ’
} + 〔几」{g ‘K +

‘’
} + [ K I

K
] { g

‘K + , 、

} + 〔了羞
K ]{g‘K +

‘

}
= o

(
2

.

1 。)

式 中

[R 盔K ’] = [中〕,
[ K

i { J ( 、 )
}〕[中〕

[了盆K ’〕= [中〕,
[ K

z { 占(
二 )

} 〕[中〕

根据振动的周期性
,

{
q (K +l

·

} 可设成如下形式

{g ‘K +
‘’
} = { 且浑 +

‘)卜
。

+ 凌A (K +
‘’

}
l e o s 卿+ … + 王A (K +

‘’

}
. e o 。切梦

一
〔了〕。。·· … 〔了」。。

一
,

{

自[N 」{A
‘K + , ’

}

{ A (K + ‘’
}

。

谧A (K +
‘’
}
. }

(
2
.
2 0 )

由(2
.
19)式有

〔N 〕, ( [ I ] 笼q ‘K + ‘
、

} + [ 几]{q
‘K + ‘)

} + [刃盖K 〕{q (z +
, ,

圣

+ [X 盛K
,

] {
q
‘K + , ’

} ) d
切= o

万20r
.

‘J

(2
.
2 1)

将 (2
.
20)式代入 (2

.
2 1)式得

一。2〔卫」{A
‘K + ‘

} + [ 叉〕{A (K +
‘’卜+ 〔了二

K ]{A (K+
‘】

}

+ [ 了盛K
J
]{A ‘K + ‘、

} = o

式中
(2
.
22 )

uuu
1
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一
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=
.=
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K
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一
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!
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甲
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)
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{B }‘二 [巾〕{A (x ,
}
‘

(
‘= o
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l
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…
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记
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}
,
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} r
… {A ‘工+ , )
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[盆再
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1 ’〕
, 。

+ 〔了若
K , 〕

, .

将 (2
.
22)式 中矩阵按划线部分分块

,

计算其乘积得
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.
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,

24 ) 式可得特征方程为
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] + 〔K 井
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.
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[久]

[之〕

[几〕

[K 护
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… [K 护
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了.l
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sese

、

兀一一
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K

〔K 护
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[K 护
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〕
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{

了
l
eeIweL
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[ K 俨
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·〔又〕·〔K 、一〕

。。

, 一〔〔K 护
夕〕

。!… 〔K 护
), 。, ,产.......‘

一

于是求解多自由度系统非线性振动频率问题就已转化为求矩阵特征值问题
.

求解步骤
1. 给初向量{A

‘“,
}

,

按给定振幅规范化,

2
.

由(2
.
26)式求出所需特征值对

,

由基频所对应的特征向量确定{又“
)
h

3
.
将 {又(

‘)
} 代入 (2

.25)式求出{A “
’

}

。,

4

否则
,

将{A “
’
}
。

及{河
‘, ’

} 组成的向量规范化
,

由基频所对应的特征向量确定{孟(K +l }
,

检查特征值是否收敛
,

若收敛则停止计算
,

重新计算
,

直至收敛为止
.

三
、

算 例

1. 单自由度系统

考虑如下方程所控制的系统

打+ a IU + a
:U Z+ a :U “

= o

其解可设为

U 一 艺 山
co :神

…

一
一一圣、{竺…些l竺

一互士
~
旦士
.
竺兰生一{

竺已卫
{
冬驾冬

…圣望
{
冬卫生

}a= 0
·

0 5

}

0

·

9 9 8

{

0

·

9 9
8

{

0

·

9

99

U
+

U
+

U

Z

= 0

分别取m = 2和。二 3进行计算
,

计算时取
a ;~ 1 ,

所得结果列入表l中
.
其中a为振幅

.

对方程

U + U + U “= 0

a 一 0
·

1

{
0

·

9
9

2 一0
·

9
9

2

1

0

。

三9三巴』塑{,』四…,
“一0

·

0 5

!

0

·

9
9

8 8 一0
·

9
9 8 8 一u

“一0
·

1

1

0

·

9 9 5 7

{

0

·

9 9 5 ,
1
0

a
= o

·

5

{

0

·

9 6 0 0 一u
·

9 6 0 5
.
0

9 9 6

8
9 6

U
十 U + U

Z+ U
3
=

.
9 99 8

.
9 9 96

.
9 8 96

其频率精确解为 1
.
318 (参见文〔2])

,

该解
‘
万用正交函数法取四 个谐波计算所 得结果精确一

致
.
而当取三个谐波计算时

,

因为

eos”甲= o
.
7 5 e o s 甲+ 0

.
2 5 e o s ”3 切

未考虑co s 3切的影响
,

因而导致一定误差
.
表中文 〔1〕所列结果是根据多尺度法所得幅频关系

。一 、、
(

,

衬旦袋云}
卫丝一

2
)
+ O‘一)

计算所得
.
该式只适用于弱非线性系统

,

而且其振幅ea 为 co
s切 的振幅

,

并不能代表系统实

际振幅
,

而我们所取的
a
为系统实际振幅

,

因此
,

该结果仅用作参考
.
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2
.
多自由度系统

考虑长为L 的梁
,

如图 1所示
,

设梁横截面积为 4 ,

材料弹性模量为 E
,

O X 为梁的中性

轴
,

梁中性轴上任一一点的横向位移为牙
., . ) ,

忽略纵向位移
,

大挠度时应变能为 (参看文

献 [3]
,

第15页)

其动能为

U 一
扣《

牙冲
/+
韶(伽:

.
ax)

犷一

合
p“
犷
班乳d

/

用样条函数法离散
,

.

设

万+ l

平
(: , . , = 艺 切‘《x ) g ‘( . ) = [切〕{g }

‘。 一 l

由哈密顿原理可得离散型 的运动微分方程

。, r。〕{。}+ 二I [, 〕{。} +
擎乙 J“

[
c 〕{g }{g }, 〔c]{q }= o

其中〔切」
,

〔A 〕
,

〔B 〕
,

〔C 〕的表达式参考文献L4〕
.
因其为立方非线性

,

故笼时可设为

{g }= {
一

A
}

, c o s 甲+ … … + { A }. e o s (2 , 一 1) 切

计算时取两个谐波
.
分别对两端简支梁和两端固支梁进行计算

,

结果列于表 2 和表3中
。

。:是梁一阶线性频率
,

W

。

是梁 中心处最大位移
, r

是梁横截面回转半径
.

甭+ 1

i

—
.
一
.
一
-
卫点

一 -
-
-

一月

从表 中结果可以看出
:
其它方法因忽略了高阶谐波的影响

,

所以随着振幅的增大
,

其计

算结果与本法结果差异越大
; 又因为其它方法所取振幅大于系统实际振幅

,

所妙数值结果普

遍偏高
.
因此

,

本文结果更具有可信性
.

四
、

方 法 评 论

1. 该法不仅考虑了非线性振动频率和模态对振幅的依赖性 ,

响
,

因此计算精度 高
.

裹2 两端简支梁 衰3

还考虑 了 高 阶 谐波的影

两端固支梁

法金门辽伽口限条J有3空[时
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2 . 该法利用了振动的周期性
、

线性模态的正交交
、

三 角级数的正交性等优点
,

因此计

算时收敛快
,

计算工作量小
.

3

4

该法适 用范围广
,

适用于任意振幅和任意带平方和立方项非线性系统
.

因为振动系统中
,

一般都是低阶模态和低阶谐波起主要作用
,

因此计算时线性主模

态和谐波数取到 4 就够了
,

所以用该法编程时矩阵阶数少
,

带宽小
,

需要的计算机内存少
,

可在微机上计算
,
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