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摘 要

为了进一步了解裂纹尖端应力场的特性
,

本文对复合材料层合板的界面裂纹作了分 析
.

文 中

强调了能量释放率分量存在的条件
.

并给出能量释放率分量和应力强度因子间的关系式
.

结 合 经

典板理论的分析结果
,

根据外荷作用及某些几何参数和材料参数
,

导 出 了一般复合材料层合板的

应力强度因子的封闭形式解
.

为了得到在一般荷载条件下能量释放率灼分量
,

必须分别确 定 模型

混合参数口
,

文中讨论了确定参数口的方法
.

最后
.

应用本文方法于几种不同种类的复合材料层合

板
,

证明其结果可应用于工程实践
.

关越词 复合材料 层今板 裂纹尖端场 能录释放率 应力强度因子 界面裂纹

一
、

引 言

复合材料及某些其它材料 (如木材和有向聚合物材料 ) 的破坏状态由材料的各向异性和

不均匀性的特性所决定 (S u o 等 一9 9 1 ; O
‘
B r ie n , 2 9 5 7) 〔

’, 2 ’
.

大 家知道
,

通 常的均质各向

异性材料的裂纹尖端弹性应力场具有负二次方根奇异性 (H o e ni g , 19 8约〔“’.

对 非 均质材

料
,

只要弹性模量是空间坐标下的连续可微函数
,

这一负二次方根奇 异 性 依 然 普 遍 存 在

(Ei s c hen
, 1 9 8冲

‘, .

在小范围屈服条件下
,

具 负 二次方根奇异性的裂尖应力场
,

由三个

应力强度因子 (S IF )或三个能量释放率分量唯一确定
.

所有这些量都有适当的定义
.

最大的

困难和争议在于当裂纹尖端出现振荡奇异性时
.

不同固体弹性材料之间的开裂
,

就可能出现

振荡奇异性 (W fl h a m s
.

1 9 5 9 )
厂5 ’.

界面的开裂 已有许多学者进 行 了 研 究
,

例 如 G a。 等

(19 9 2 )
〔6 , ,

W
u (19 9 0

,
1 9 9 1) 〔

7 , 8 , ,

S u o (一9 9 0 )〔
. ’,

B a o s a n i 和 Q u (19 5 9 ) 【
’。, ,

Q u 和

B a s : a n i 。9 5 9 ) ‘” ’,

T in g (1 9 9 0
, 一9 8 6 ) ‘”

, ‘3 ,

W
a n g (1 9 8 3 ) 『

‘4 ’以及 W illi。(1 9 7 1 )
〔’6 ’
等

等
.

在传统的线弹性断裂力学中
,

应力强度因子的定义是唯一的
.

与此不同的是
,

这里提出

了界面间裂纹应力强度因子的几个定义
.

在定义应力强度因子时
,

用到了裂纹尖端附近界面

间的粘合力
.

H u 七e h in s o n 等 (19 8 7 )
‘’“’,

E n g la n d (1 9 6 5 )
〔‘7 ’以 及R ie e 和S ih (19 6 5 )

〔‘8 ’
对

两种各向同性材料间的裂纹定义了一个复应力强度因子K 一 K ; 十‘K
Z ,

从而裂尖前端接合线

的粘合力由下式给出 (见图 1)
.

. 19 9 4年 4 月11 日第一次收到
.
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(二
。3

+ 10 1 3 )。
_ 。

= K r ‘,

/ 斌 乏元于 (l一)

其中 巴
为双材料常数

,

称为振荡指数
.

尽管由

于振荡
,

在裂纹尖端附近存在某些相互渗透
,

R ie e (19 5 8 )
〔’日’
争辩说复应 力强度 因子K 仍可

表征裂纹尖端应力场
,

这是因 为 在一定 条 件

下
,

这一相互渗透的范围非常的小
.

S u o (19

9 0)
〔。’
将这类应力强度因子的定义 推 广到一般

各向异性材料界面上
.

但是
,

仍然存在着一些

重要的引起争议的问题
.

首先
,

K 显然没有物

)
工 ‘

\ \
、

\ 1 \

戈一

/

\

夕
//

/

\

份
\

、

\
、

一
,

一二一, 一
止七全‘

图 1 界面裂纹和坐标系

理意义
,

K
,和 K

Z

与 I型和 I型分量是不相同的 ; 其次
,

K 是与量纲有关的 ; 第三
,

当各向

异性双材料退化为非振荡的时
,

这样定义的应力强度因子不能归并为传统的应 力强 度 因子
.

W
u (1 9 9 0 , 1 9 9 1)

〔’ , , ,基于 W illis (19 7 一)
, ” ,和 R ie e (1 9 5 8 )“

日’
的工作

,

改 进了界面

裂纹尖端应力强度因子的表达式
.

沿裂纹尖端前端界面的粘合力 t , 一 (几
:
。

二 :

) 与应力强度

因子K的关 系由下式给 出

t =
一
二

土 R f(再丫
‘

IK

V Z汀 r L 、 r , 」

其 中
,

K
,
一 (K I K ,

) 为界而 I型和 I型应力强度因子矢量 (这里只考虑 了面内分 量) ;

R 〔 〕为实的无量纲矩阵函数
,

将在稍后给 出
; , 为长度参数

.

黑体字母表示矢量或矩阵
.

正

如 G a 。 等 (1 9 9 2 )t
‘,
所指出

,

将已知材料偶的试件作用不同的荷载并在不同的几 何 条件下

进行比较
,

只要 介保持确定
,

则 介是可以任意选取的
.

对于一般各向异性双材料 偶
,

K 取决

于尹
.

一旦尹确定
,

即可用K表征界面裂纹尖端应力场
.

这一应力强度因子的定 义与传统的应

力强度 因子的定义是一致的
,

从而可避免前面提到的这个争议问题
.

在本文中
,

我们也将使

用这一应力强度因子的定义
.

了解裂纹 尖端应力场的结构对
一

于理解应力强度因子和能量释放率的特征及其它们之间的

关系是有益的
.

Si h 等 (19 6 5 )[
2 。, 研究了具有弹性对称平面的均质各向异性体

,

并得 到应力

强度因子和能量释放率分量问的关系
.

H o e ni g (19 8 2 )
’3 ’
得到了最一般的各向异性材料的J

积分和应力强度因子间的关系
.

对于两种不同的各向 异 性 介 质 问 的 裂 纹
,

W
u (1 9 9 0,

一9 9 1)
【”” ,

G a o 等 (一0 9 2 )
【”和 S u o (1 9 9 0 )

‘“,
改进 了他们定义的应力强度因子和能量释放率

间的关系
.

然而
,

对一般不同的 各向异性介质间的裂纹
,

并不清 楚其能量释放率分量是否存

在
,

如果它们确实存在
,

则它们与对应的应力强度因子的关系又怎样
.

就宏观力学而 言
,

已经提 出了几种求解复合材料应力强度因子或能量释 放 率 的 模 型
.

W ill ia m s (1 9 88 )
〔2 ‘,利用经典梁理论

,

对于部分作用力和弯矩
,

给出了能 量 释放 率 的 简

单表达式
.

s u o 和 H u tc hi n so n (19 9 0) 〔2 2 ,

研究了在一般边缘荷载条件下
,

两 各向 同 性

弹性材料的层间界面裂纹问题
.

在经典梁理论的基础上
,

他们给出了与荷载无关的单一的实

标量表示的应力强度因子的解析表达式
,

这可以从一个特殊荷载组合的数值解导 出
.

S u 。 等

(l” 01
2 3] , 1 99 1 〔‘’)用同样的方法研究了均质正交各向异性材料的脱层问题

.

S C h a p e r y 和

D a v id s o n (1 9 9 0 )
‘2 4 ,
提出了用

“

裂纹尖端单元
”

研究裂纹扩展
,

在经典板理论 (C p T ) 的基

础上
,

象 8 u 0 和 H u 七c h in s o n (19 9 0) 〔2 2 ,研究应力强度因子一样
,

给出了能量释放率分量

的表达式
.

他们选择裂纹尖端的特征荷载作为荷载参数
,

而不是选用作用在物体边缘上的两

个外荷载参数
.

D a v id s o n 等 0 9 9 4 )t
’5 ,
进一步推广了这一裂纹尖端单元的概念

,

分析了具
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有非振荡或振荡奇异性的层合弹性板
.

本文的首要 目标是澄清在两个相当一般的各向异性介质 问裂纹的能量释放率分量的存在

性
.

然后讨论能量释放率分量和应力强度因子的关系
.

利用经典板理论求得能量释放率分量

的表达式
.

得到包含一个未知模型混合参数口的能量释放率分量的封闭形式解
.

还讨论 了确

定参数口的步骤
.

最后
,

给出几个实例
.

本文所得结果可应用于工 程实践
.

二
、

界 面 裂 纹 分 析

2
.

1 应力强度因子和能量释放率

已经发现
,

两个最一般的各向异性弹性固体户
:」的裂纹尖立制付近应力场

,

可能呈现一 个二

维振荡奇异性厂
‘z “+ “和一个一维奇异性

: 一 ” z ,

并且这两种类型的奇异性可能包含面内的和反

平面的变形 (S u 。 , 19 90)
〔。’.

现在我们考虑两个不同的弹性固体
,

它们带有如 图 l所示的裂

纹
.

设材料具有正交于
x Z

轴的轴对称平面
.

作这一假设
,

是为了使分析更为 简 便
,

另一方

面
,

它仍可包括多种具有实用意义的问题
.

已知讨于双材料系统位移
。2

与。 1 , 。3

是不藕合的
.

任何二维问题都可以化为一个面内变形问题和一个反平面的变形问题
.

其反平面变形问题很

容易分析并可求解 (例如 S u o (1 9 9 0) 〔’3)
.

其面内变形问题将在本文中讨论
.

一般线弹性各向异性材料的本构关系由 H o o k e 定律给 出为
:

: = S叮 (2
.

1)

其 中
。牙= (

。l , : 2 : 。。。 2 0 2 3 2 0 3 1 2 : , 2

)

仃 , = (a
1 1 a : : a 3 。 。 : 。 。 3 ; 二 , 2

)

S是 6 x 6常规的对称柔度矩阵
.

以、 , x 。

平面为 寸称平面的材料
,

其独立弹性常数的个 数将减

为少 1 3 ,

其柔度矩阵可化为

(2
.

2 )

、

11
广000场。鲡sls叭co=0蝙O

00044460sl姚赴凡。。sl孔孔。甸。S1旬510510
了

!
、.....、

带裂纹的双材料偶的能量释放率可表示为 (W u , 19 9 0)
〔” :

‘= 工 K , o
一 ‘K

4
(2

.

3 )

其 中O
一 ‘

为位错能量因子矩阵O 的逆
,

O由下式给 出
.

吃B l + 百
2

)
一 ‘
~ D 一 iw (2

.

4 )

其中下角标 1和 2分别表示材料 1和材料 2的矩阵
.

0 和W 为实矩阵
.

百
2

表示 B
Z

的复共扼矩阵
.

B (无论氏或B
Z
) 为正定 H er m ite 矩阵

,

由下式给出
:

“一

{
b , , Im (一

, l + 尽2

) 一 i(b
工!声: : , : : 一 b : 。

)

i(b l , 飞1厅
2 一 乙

1 3

) 一 b
3 :
Im (荞, 丁

‘ + 产乙万
(2

.

5 )

这里
, 拼} ,

脚为代数方程
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b , ,拼‘一 Z b , 5拼3 + (Zb
l3 + b

s。

)尽
2 一 Zb

: :
, : + b

3 :
~ o (2

.

6 )

的两个不同的具有正虚部的根
,

并且
‘ 凡 j 平面应力

气, 一谧 (f
,

j一 l
,

忍
,

钓 (2
_

7 )
、 : ‘, 一 : ‘: s , 2

/ : 2 。

平面应 变

本文 中
,

平面应力或平面应变除非特别指明
,

都是相对于
x :

(或刀) 轴的
.

将 (2
.

5 )式代

入 (2
.

4 )式
,

得到矩阵O 和W

。一 (、、d
3 一

二
; 一

: 。 2

)
(

d
: 一 d

Z

一 d
,

d l (d
, d

。一 d ; 一 。
“

) (

其 中
(2

.

8 )

拉瓷:摆公默丫澎溉黑孔
脚”

’

)

壮溉食或公丈;端 ;装森默君
万”〕

’

!
(2

.

9 )

R e( )和lm ( ) 分别表示 复变量的实部和虚部
.

我们引进一个 各向异性双材料 偶 的广义

D u n d u r s 参数 刀(D u n d u r s , 1 9 6 9 )〔
2 6 , :

刀~ 侧以己i--d 升
一

砒
一

(2
.

10 )

由于矩阵 O是可逆的
,

d ld
3 一武 手 0

.

刀为一实的无量纲量
.

对各向同性双材料偶
,

可求得 !川

< 0
.

5
.

R 可由下式求得

R

[(劲
”

〕
一 R e

((专)
’‘

)
, + ‘m

((专)
’‘

)
W D

一 ’

刀
(2

.

1 1 )

其中l为单位矩阵
.

将 (2
.

1 1) 式反代入 (!
.

2 )式
,

沿裂尖前端界而的粘合力 t 就完全 由应力强

度 因子K确定
.

能量释放率 (2
.

3) 式又变为

G _ 上卫艺(da K ; 十 Z d
Z

K
,

K ,

+d
,

州
4

这就是二维各向异性双材料偶 由应力强度 因子表示的能量释放率的一般表达式
.

立于 ( 1
.

2) 式 中的 长度参数介
.

振荡指数
: 与刀有关

:

(2

注意
,

1 2 )

‘独

二一上 ln 华冀2 厅 1 十 P
(2

.

13 )

显然
, 。一 o的必要和充分条件是刀一 0或二 ~ 0

.

2
.

2 能量释放率分量及其与应力强度 因子的关系

方程 (2
.

1 2) 为总的能量释放率表达式
,

如果可能的话
,

我们希望求得能量释放率的各

分量
.

与有争议的应力强度因子的定义相比
,

能量释放率分量很好定 义
.

G : 和 G :
定义如

下 :

‘ 1一 2

成
。

: :

(八一 )△
·:

(:
)、

,

‘ : 一

讼J:
a

二 :

(八一 )八
· :

(·)、
:

(2
.

24 )

其中△为裂纹扩展增量
.

积分沿裂纹线进行
.

裂纹面相对位移△u , = (△
。,
么u :

)为
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其中函数 R 〔

八
一了万一

h (二· )o 一 R

!
1、头

、
(

一

乐)
“

〕
K ‘2

·

‘5 ,

」见 (2
.

1 1 )式
.

将 (1
.

2 )式和(2
.

1 5 )式代入(2
.

14 )式
,

可得 (参见附录 )

‘ 1 一 C O S 。(二

誓
)、

~
(“

。
‘1
兀 ; 十 ,

Z

K : K , + 己1 ,
3

K 、)

‘ ! 二
~

己6百h丈五;
)示。、、

2
一

(“
。

“K ; + ‘
s

K : K , 十、1 ,
。

K ; ){ (2
.

16 )

其 中积分 1 1
到几在附录中给出

.

将上式 中的G , 和 G : 相加并与(2
.

1 2 )式 比较
,

可导出如下的

重要数学结果
:

I;丫平(
·。8

(
·‘n

丫)
+ 2

一‘n

(
·‘n

均)
“‘- 二( 1 + 4 0 2

)
Z e o s h (二

。 )
(2

.

1 7 )

一般说来
,

这些I的值取决于长度参数呀口△
.

当八逼近裂纹尖端时
,
了l
到 I 。的值将 发生

振荡
.

因而
,

当么继续趋近于。时
,

G l和G I也将产生振荡
.

从物理上说
, e正是两种相互粘合

材料的不同弹性特 性的度量
.

当。笋 。时
,

在两种材料间存在一个界面
.

在裂纹尖端应力场
,

存在着每一种材料对另一种材料的作用
.

因此
,

为了使‘
: 和G ,

存在
,

振荡指数就必须消失
.

这就是能量释放率分量存在的必要充分条件
.

取
: 一 。

,

可求得I , 一几一 1 / 4 ,

I
:
~ 几= 山 / 4

,
1

3
二 I

‘
= o ,

且 (2
.

1 6 )式简化为
:

G 王一

含
K l

(、
3

K I + d
Z

K !
)

,
G ! 一

专
K !

(d
1K · + d

Z

‘
1
) (2

.

18 )

两种材料相同时
,

上式变成了 Si h 等 (19 6 5 )
『“。’给出的均质材料问题的方程

.

当整个材

料同质
,

或异质但其弹性模量是空间坐标的连续可微函数
,

或是材料性质满足田一 0的双材料

偶
,

都可能 出现
。= 0

. 。一 。意味着两种类型面内裂纹的裂纹尖端应力场是解藕的
.

从(2
.

1 5)

式看到
,

K l和 K l的交叉乘积项仍然出现在G : 和 G , 的表达式中
.

这是由于各向异性特性所

致
.

各向异性将导致变形的交互影响
.

G : 与K ,
藕合

,

‘ . 和K ;
藕合正是这一各向异性的结

果
.

参数d
Z

为
。= o时各向异性强度的度量

.

d
Z

一o时
,

方程 (2
.

18 )将进一步简化为

‘ 1一

奋
d 3 K ;

,
‘ , 一

;
“IK ; (2

.

19 )

导出上式的必要充分条件是
。~ o且d

: 二 0
.

这第一个条件前面已经讨论了
,

至于第二个条件
,

一则需要考察 4次代数方程(2
.

6) 的根
,

二则要看(2
.

9) 式中 d
:

是否消失
.

然而
,

若两材料是

正交各向异性的且其材料主轴与坐标轴重合
,

或者材料是各向同性的
,

则d
Z

总是为零 的
.

三
、

经典板理论时的能量释放率

本问题的物理模型乐于图 2
.

整体笛卡尔坐标系选择以中平面为
x 以 (或xl x 。

) 面
.

裂纹长

度为
a ,

未裂部分长度为b
.

设
a ,

b都远大于整个板厚
.

面内力N
,

N l ,

N
:

和弯矩 M
,

M
, ,

M
Z

定义为每单位宽度上的值
,

且相对于刀轴 (或 x Z

轴 ) 而言的
.

这一模型既可以是平面应力

的也可以是平面应变的
.

这一模型可代表多种物理问题
:

当材料 1和材料2 具有不同特 性时
,

该模型就是界面裂纹问题
; 当tl 《 t: 时

,

又成了薄膜问题
; 如果裂纹平面以

_

卜部分 1和另一部

分 2 组成一般叠层板
,

则又成为一般复合材料层合板的脱层问题模型
.
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N
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-
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、 · - - 一 一一 占
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一
-

—
{

!支

图2 模型的几何条件和荷载情况

利 用 Ir w in 经典板理论的虚拟裂纹闭台技术 (V C C T )
,

一般线弹性材料带裂纹层合

板的能量释放率由下式给出 (S e h a p e r y 率日 D a v id s o n , 1 9 9 0 )
「z ‘’:

G 一{(
: , N : 十 ‘ :

M ; + : ‘ , ZN
。
; ‘

。

) 3 l)

其 中
,

N
。

和M
。

为裂纹尖端处面内力和弯矩的待征荷载
,

万
。

= 一 八不i + a 1 IN + aj
o

M

它 们可用外荷载表示为

} (3
.

2 )
M

。

= 一 N , 才l/ 2 月
一

(a , l才, / 2 一 a 。: 、N + M
, + (

a : : f, / 2 一 a : :
)M

‘: , ‘: 和‘ , :

为板的特征参数
,

c l = A { + A 里+ B {t
, 一 B 二t

, + D : t子/ 4 十刀打 ; / 4

c Z
= D ; + D 墓

, c 上: = D ; t
Z

/ 2 一 D ; r: / 2 一 B ; 一 B ;

这里 t , 和 t: 分别为子层 1和子层 2的板厚
, a ‘J由下式给出

:

(3
.

3 )

a , ; = A IA
‘
+ (B

: 一 A l(t
Z

/ 2 ))B
, , a ; : = A ; B

,
+ (B : 一 A , (t

Z

/ 2 ))D
,

a Z 、二 B , A
,
+ (D

l一 B I
(t

Z

/ 2 ) )B
, , a : : 二 B , B

’
+ (D , 一 B , (t

Z
/ 2 ) )D

‘}
‘3

·

‘,

其中
,

A : ,
月

: ,
B , ,

B
: ,
刀 : ,

D
Z

分别为子层 1和子层 2 传统的附加 刚度
、

藕合刚度和弯 曲刚

度 , A
‘ ,

B
‘

和 D
‘

为整个层合板相应的柔度 (J o n e s , 19 了5 )
〔: 7 」.

四
、

能量释放率分量的解

4
.

1 应 力强度因子的一般方程

首先
,

考虑一个一般的层合板
.

层据经典板理论
,

板的应力叽
3 ,

a1
3 ,

几
3

与 。 , , ,

叽
: ,

山
:

相比很小
.

因此
,

可设为关于凡轴的近似平面应力状态
.

为了适合界面裂纹分析
,

设紧挨

裂纹平面的上
、

下面材料具有如 (2
.

2 )式类似的柔度矩阵
.

因此本构关系可化为

5 1 一 ‘z : 0

5 1 2 5 2 : 0

0 O S e。

(4
.

1 )

、
‘,
.,‘..J

,玉O山6bbb
r....万、.‘‘
、

、.leses,�f..细...�

一一

、...t了恤..J
,12内n巴e忍

!
z
、....‘

这说明
,

层合板的两种材料必须是正交各向异性的
,

他们的主轴彼此可能并不共线
,

但却必

须和参考坐标轴共线
.

对 整个层合板而言
,

这一条件仅限于与裂纹平面直接接触的两层
,

而

其余 各层可以有不同的取 向
.

能量释放率 ( 3
.

1) 可改 写为

G 一

告
!‘、 : N

·

+ e x p 〔‘,
一

:、 : M一 ( 4
.

2 )

其 中
5 in r 二 ‘ ; 2 / 斌 示 ; ( 4

.

3 )
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另一方面
,

能量释放率表达式 (2
.

1 2 )在d Z = o时
,

也可重写为

1一 刀
2

4

令(4
.

2 )和(4
.

4 )相等
,

巳
.

用。代替口
,

得

ll’斌万万K : + 双
~

刁丁K l
}
2

(4
.

4 )

就得到两个大小相等的复变量
.

这两个复变量可能仅 是 相 角 不同而

、米
)

一

(*、。
一

N
·

+ 。X p 〔*r 〕、、。
。

) (食)
“

扩口 一‘斌买K
, 十斌砚K :

(4
.

5 )

其中h 为长度参数
,

引入这一参数是为了使 介/h 项无量纲化
.

它可以是几何特征尺寸
,

例如

裂纹长度
.

口是无量纲量
,

作为模型混合参数
,

它与荷载无关
,

是层合板的特征参数
.

从而

应力强度 因子可表示 为
:

/万
, 、

「 一
, 二 .

1 ~
. 、

护、
.

一
: 厂

_ _

1 0
.
。

, , _ 介、〕
‘

“ ‘一v
王

CO s n (’“’仁一“
‘’“

“
s ’n
气
‘“十“‘n 万’十 可

‘2 “性
“ c 。 “
、“十

’ 十 ““ ‘
下,」
}

/ 2
,

,
、

「
.

_
、 ,

/ ~
.

,

户、
. 一 , , .

2 ~
.

0
. 1 _ _

尹 、〕 l
八 , = 丫矶C o s h (兀 ￡)L材

“ , Z V
·
c 。“
气
‘J + “ ‘n 、)+ 材

‘ : 了以
·
“’n
气
‘才一’ 丁““‘

下 )」 J

(4
.

6 )

上式是应力强度 因子的一般方程
.

由(4
.

5 )式可知
,

加权的K值的大小并不取决于 介,

而其相

角取决于介
.

介确定时
,

K可表征裂纹 尖端应力场 的强度
.

根据本构关系(4
.

1) 式
,

(4
.

6 )式仅

对紧接裂纹平面上下的材料是正交各向异性或各向同性的层合板是有效 的
.

最一般 的 层 合

板
,

也可导得类似的表达式
.

由(2
.

1 5 )式
,

可求得裂纹面相对位移和应力强度因子之间的关系
:

/刁
一

,

二 / r

V 矶△“
·

十 △“

一 V
一

丽
2 d l

(一+ 2 1。 )e o s h (二 : )
(丫;:凡

+ *、 ,

)(令)
“

(4
.

7 )

这一结果与 s u 。 (199 0) 〔。’利用不同方法导得的相应解一致
.

唯一的不同点是应力强度

因子的定义不同
.

将 (4
.

5 )式代入 (2
.

15 )式
,

根据外荷载和模型棍合参数 口
,

得到裂纹 表面

相对位移为
/ d

,

二
_ .

/丽丁
2

v 砚△
“·

十 ‘△ “:

一v
下 而丽叹孟

~

反 万而
, 一 (i双叮N

。
+ e x P [￡厂〕

·

e x p 〔s(口一 t a n 一 ‘
(2

。
)+

。In (尹/ h ) )〕

这一方程对于由△
。:

(或八
。二

) 确定口是有用的
.

斌丙M
。

)

(4
.

8 )

4
.

2 振荡指数消失的条件

振荡指数的值通常很小
,

对各向同性材料界面
,

其 值 为一 0
.

1 75 < 。< 0
.

1 7 5
.

事实上
,

对于实际的金属和非金属的不同材料界面组合
, 。
的值相当小 (R ic e , 1 9 8 8 )

〔’。’.

一般 复合

材料界面也同样如此 (G a o 等
, 1 9 9 2 )〔

6 ’.

因此
,

H e 和 H u te h in s o n (19 5 9 , 1 9 9 0 )
〔2吕’么。’

建议
,

在工程应用 中
,

可忽略各向同性材料界面的振荡效应
.

只要在这些情况下
,

振荡影响

与外荷载和几何条件的影响相比是非常小的
.

D a v id s o n (x 9 9 3 )
〔3 。’
建议了一个

“

刀二 o法
”

来

消除一般复合材料中的振荡影响
,

并应用此法于石墨一环氧层合板的边缘脱层分 析
.

R u ju

等(1 9 8 8 )
‘3 ”在边缘脱层分析中引入了一个薄粘合夹层的概念

.

D a v id s o n 和 H u ( 19 9 3 )
〔3 2 ’

研究了这一夹层模式
,

并发现对某一模式比的 已知界面裂纹问题
,

总存在两种荷载组合
.

在

夹层的模量的某一范围内
,

模式比对各向同性材料粘合夹层的模量非常敏感
,

而总能量释放
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率无此现象
.

在某种荷载作用下
,

模式比总是随夹层模量的增加而增加
,

而 在 另一种 荷 载

下
,

又是减小的
.

用刀= 0 法预测的模式比
,

即使不重合
,

也总是在夹层模型两种不同荷载组

合预计的两条曲线的交点附近
.

因此对于消除振荡影响
,

刀一 。法似乎较夹层模型更好
.

对两种正交各向异性材料界面裂纹问题
,

振荡指数为零的条件
,

可用工程常数表示为

、......、
了

!
变应面平

、rL少刁...J

l、扮(丫哥一
3

)]
1 一

[
一

、
卜(了哥一

1 3

)]
:

{公[了会
一

(卜
·‘

2

会)(
‘
一 :

3

会)
一 (一

3
+ 一

2
一

3

)]}
,

。 l r / E
l ,

/
. ,

E
Z , 、1

. ,

E
3 3
、

一之

一
l
、
/ 书兰 ! l一 v 蓄

,

共竺 . 1 1 一 ”孟
3

~

居竺 , 一 (v l。

+ , 一: , : ,

)
一 IE

ll L,V E
3 3 、

‘ 一

“ E , , I、
- 一 ‘ ’

E
Z :

/

对各向同性材料
,

一

可写为

「J了1
_

一J
一

牛月 平面应力 〕
【 乙 」 l

一
、

、

{
「(

一

1 士11巴迎
二 ; 兰) 1 一「(

‘+ ”

架
: 妙 )

一

! 平面应变 J
L Z二 」 I L 乙 」2

(4
.

9 )

(4
.

1 0 )

4
.

3 能量释 放率分量方程

在消除振荡后
,

裂纹尖端应 力场去藕为经典形式
,

能量释放率分量也可得到了
.

将 (4
.

6 )

式回代入 (2
.

1 9 )式得

。 : 一
夸: 一 心‘、

。5 in 。 + 、‘、
。 。o 。 (。 + r )〕

2

G , 一
乡
仁、 : I N

·
e o s “+ 、· :

M
。

s‘n (“、r ):
2 } (4

.

1 1)

这就是带裂纹层合板能量释放率分量的封闭形式解
.

由此可见
,

一旦口 已知
,

在如图 2

所示的任何荷载组合下的能量释放率分量就可以解析确定了
.

现在讨论一些特殊情况
.

对正

交各向异性双材料偶
,

d : 和叭可化为

d l一 2 〔“1 1 ] 1 [ (
”‘

一 ’“)
1 + 刃 (

”凡
一 l“)

’

〕下
d
。
= 2 [b 1 1〕IL(

n几
一 “, ‘

), + 刃(
”元

一 “/ 各

)
,

]
护

(4
.

1 2 )

其中下角标 1和 2分别代表材料 l和 2
.

万~ 〔b , 1〕
:

/ 〔b , 1 ] 1
为两种材料的折合刚度比

. n , p和 久为

无量纲材料参数
,

定义如下

bll一bas
/万干万

! Z

Zb一
,

+ b
。 ,

尸一
万
几气一

言一 一

z V b l lb o 3

几= (4
.

1 3)

e : , c : , c , 2

为
一

尹兴
(1 + 万。)

,

一
‘2

贵
‘

卫 (, + 万。
3

)
,

一呼
“一 “, 2

,

(4
.

14 )
其中粉一 t , /t

:

为厚度 比
.

将 (4
.

1 2 )和 (4
.

1 4 )代入 (4
.

5 )
,

并注意到
。一 0 ,

则

Ze x 。〔*。 :
(了

1 + 万冲
、 :

一于I
一 工v

。

一 ‘e X 。。‘r 〕
了玉下硒

M
·

)
~ iK : [ (。几

一 ‘/ ‘

)
工
+ 万 (n 几

一 ‘/ ‘

)
,

]
‘/ “

+ K
l [ (。几

一 3 ‘落

) 1 + 茗 (
n凡

一 3 1 4 )
:

〕
‘了2

(4
.

1 5 )
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根据 量纲分析
,

口可能是无量纲量 叮,

万
, 户 l ,

几
,

几, 和 元
:

的函数
.

如前所述
,

当振荡

指数消失时
,

每种材料的裂纹尖端应力场 与另一种材料的性质无关
.

也就是说
,

每种材料的

裂纹尖端应力场等同于相应均质正交各向异性材料的裂纹性质
.

均 质正交各向异 性材 料 的

汇
‘j8 K , 和汇

3 /8 K l 与几无关 (S u 。 , 1 9 9 。)〔
2 3 3 .

因此
,

g 仅是刃
,

万
, 户l

和 户 2

的函数
.

其应力

强度 因子可由 (4
.

15 )式确定
,

其对应的能量释放率分量由 (2
.

19) 式给出为

、,尹八匕
自�..
,

.

J
斗l

、

l
厂.... .少

。 : 一 : :。1 1 : ,

(
一

丫犯梦
”、

。 ·、n 。 +

丫
3 ( ‘

弋弃
刃3 ) M

一
、日 + 厂 )

)
。 , 一 : : 。, 1

: l

(丫孕
、

。

一
。 +

丫
3 ( 1 + 万刃

3

) M
· s ‘n (g + 厂 ) )

其 中
,

b ll = l / E , 1 ( 平面应力 )
,

b〕
;
二 ( x 一 v :

:

E
2 2 、百 1 1 ) /

‘

百 1 , (平 J菌应 变 )
.

当两种材料相同时
,

万一 ! ,

月则为刃和户的函数
.

对各向同性双材料偶
,

由于尸
,
一 p :

一 1 ,

则口仅是刀和刃的函数
.

若整个材料都是均质各向同性的
,

则口又仅是刁的函数
.

4
.

4 确定模型混合参数的方法

在上一小节
,

我们得到 J
一

用N
。

和刀
。

,

丧示的能量释枚率分量的某些封闭形式解
.

在这些

表达式中
,

模型混合参数口是未知的
.

一旦 口 已知
,

就可利用此封闭形式解求得在任意荷载

组合下的能量释放率分量
.

经典板理论才; 身并未提供确定口的充分依据
,

只能通过数 值分析

或实验确定口
.

已有一些确定模型混合参数的不同方法
,

如 S u o 和 H u t e h i n s o n ( 1 , , o )
L2 2 ’〔2 3 ’

利用

积分方 程法确定了这一参数 (在他门的工作
: ! :

,

是用稍 有不同的参数。来替代口 )
.

S c h a p e r y

和 D a v i s o n ( 一9 9 0 )〔
2 ‘’,

D a v i s o n 等 ( 一9 0 4 ) 〔
2 5 ’利 用有 {;良元法确定了这一参数

,

并指出有

限元解足够精确而且很容易求解
.

本文也利用有限元法求解
.

确定口的步骤如下
:
首先对一给定层合板选择荷载组合

,

使

M
。
~ o ,

N
。
午 0

.

然后在这一具体荷载下进行有限元计算
.

最后利用 虚 拟 裂 纹 封 闭 技 术

( V C CT )求得 G : ,

而口由下式确定

si n 口~ 士斌云梦F/斌‘N
。

(4
.

1 7 )

口的符号可根据其物理意义确定
.

口的符号 与 厂 的符号有关
.

迄今为止各种研究结果中得出

的日都在一 90
“

和90
。

之间
,

井且当r < o (或 ‘ , : < 0) 时
,

月> 外 当 厂> o (或 ‘1 : > 0) 时
,

口< 0
.

五
、

数 值 结 果

本文研究了几种层合板
.

对一些简单的层合板
,

如均质 各向同性板
,

口可表达为某些几

何参数和材料参数的函数
.

已知口后
,

就可预测在一般荷载条件下具有相同口 值的同类层合

板的能量释放率分量
.

对于更一般 的层合板
,

由于问题的复杂性
,

则很难求得能够预测另一

层合板能量释放率分量的口值
.

因此
,

对每一层合板都必须求其口 值
,

并用其预测这种层合

板在一般荷载组合下的能量释放率分量
.

本文 万面给出的某些结果也同其他研究论文 中的结

果进行了比较
.
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5
.

1 均质各 向同性板

考虑一个由均质 各向同性材料组成的裂纹板
.

在此日一口 (哟
.

9 的数值结果列于表 1
.

可

以看出
,

口是以 1 0 9 叮反讨称的
.

这就是说
,

如当叮~ t , / tZ时的日已知
,

则刃~ 才幻 t , 的 日 值就

等于 一口
.

均质各向同性材料的口 (帕值

111 / 刀刀 1
.

000 2
.

000 3
.

000 4
.

000 5
.

000 6
.

000 8
.

000 1 0
.

000 2 0
.

000 4 0
.

000

口口(
。

))) 0
.

0 000 7
.

0 222 10
.

6 000 1 2
.

7 444 1 4
.

2 333 1 5
.

3 111 1 6
.

7 666 1 7
.

6 888 1 9
.

7 111 2 0
.

8 222

0
.

0 2 5簇刃( 4 0 的有限元结果刚好满足下歹}JS次代数方程 (D
a v id s o n 等

, 1 9 9 4 )〔
2 5 ’,

口 - 一 2 3
.

几2 0 10 9 叮+ 6
.

8 4 0 6 (10 9 口)
“一 !

.

0 了0 6 (10 9 刃)
5

(5
.

1 )

5
.

2 各向同性双材料偶

各同同性双材料偶的 g 为刃和万的函数
.

我们引进与刃有关的 D u n d u rS 参数
a ,

a = (万 一 1 )/ (万 + l) (5
.

2 )

则口 = 口伪
, a 、

.

图 3示 出了本文结果与 S u o 和 H u 七e h in s o n (1 9 9 0 )〔
2 ; ’结果的比较

.

由图

中可看出
, 刃一 1时

,
S d 。 和 H u t c lli n S 0 n 的结果和有限元解非常接近

.

刃增大 (或减小 )
,

其误差都会增大
.

5
.

3 均质正交异性板

材料主轴与参考坐标轴共线的均质正交异性板的口一口叻
,

即
.

计算结果示于图 4
.

由图

中可看出
,

口随刁和户的增大而增大
.

口对于叮比户更敏感
.

对较大的刃
,
月对心良不敏感

.

作为

较好的近似
,

可设口一幻(的
.

力/\l

/og(/ l

夕户

/
厂

/

/

又
刃
二二

- - - - - - - -

一 、咬

\\\\

—
, I一 l (〕

一
’ 一

” 一
’

粉一 0
.

5

一 一一
一

材一0 1

. 厂
_ _

1 o s u () & H u t e l飞一11 : o n 门 9 9 (〕1 2 2 1) 、
_

了l.n 二
.

⋯
1 tj 0

.

6 一 () 2 tj 艺 奄j b 沃 1 0

圈 3 各向同性双材料偶的模型混合参数 图 4 均质正交各向异性材料的模型混合参数

4 两种各向同性材料叠合的层合板

本文考虑三种层合板
.

其 中一种是 各向同性材料
,

其它 两种为石墨 /环氧材料
.

首先求出

每一种的口
.

然后利用它预测 出不同荷载下的能量释放率分量
,

并将所得结果与对应的有限
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元结果进行比较
.

考虑一在中平面有一边缘脱层的 [ 1厂2 / 2
了

1/ 裂纹 / 2八 / ! / 2 ]层合板
.

两种材料的弹性模数

为E l~ 6 8 9 5 P a , v , = 0
.

3 ,

E
Z
二 1 3 2 5 9 P a

, 1 , 2 二二 0
.

每一层的厚度为2
.

5 选义 1 0
一 ‘

m
.

求得 口 为

6
.

1 3
0 .

其结果在表 2 中给出
.

表 2 t1/ 2 /2 /1 / 裂纹 / 2/ 1 /l / 2] 层合板经典板理论

(Cp T )结果与有限元分析(F E A )结果的比较

NNN
。

伽 / m ))) 几了
。

(N口 / m ))) G (CPT )(J/ m
Z))) G (FE A ) (J/ 二

2 ))) G l
/ G (C PT ))) G .

/ G (FE A )))

一一 214
.

5 3 4222 0
.

001 333 1 8 0 3 3
.

111 1 80 2 6
.

111 0
.

01 444 0
.

0 1 444

一一 4 59
.

7 16222 0
.

1 05 000 1 066 12
.

111 1 06弓2 1
.

111 0
.

19 111 0
.

1 9 111

一一 2 1 8
.

9 1 2 555 0
.

11 0 888 3 8 54 2
.

666 3 848 1
.

333 0
.

4 5 888 0
.

4 5 888

一一 1 4 2
.

2 93 111 0
.

2 7 9 888 1 0 7 12 5
.

333 1 0 6 9 7 4
.

777 0
.

8 8777 0
.

88888

一一8
.

7 56 555 0
.

1 7 7 000 36 3 27
.

222 3 6 2 3 2
.

666 0
.

9 9000 0
.

9 9 111

5
.

5 石墨 / 环氧层合板1

两种石墨 /环氧层合板的材料性质分别列于表 3和表 心
.

通过调整裂纹平面 卜 (或下 ) 层

的
v : 3值

,

它对材料断裂问题影响很小
,

使 : ~ 0 的条件得 到保证
.

第一种层合板为 仁。
8

/ 9 0 ‘】
, ,

在其较上面的。/ 9 0界面有一脱层
.

求得口~ } 。
.

5 :
。 .

裂纹 尖端单元结果与有限元计算的结果

的比较列于表 5
.

表 3 【05/ 90
名

]
.

石 . / 环权层合板的单向材料性质

E
二 二

= 1 3 7
.

9 G Pa

马
) = 1 4

.

5 G P a

E
一z
= 1 4

.

5 G Pa

飞, , 夕~ 0
.

2 5

1
, 二 。

= 0
.

2 5

1 , ,

= 0
.

2弓

G 夕 = 5
.

9 0 G Pa

G
、 ,

一 5
.

8 0 G Pa

G , :
= 5

.

8 0 G Pa

单层厚度
: 1 40

.

0 x 1 0一 m

表 4 【。/ 士35 / 9。]
,

石. /环权层合板的单向材料性质

E
, 二

= 1 34
.

4 G Pa

Ey
, = 1 0

.

2 G Pa

Ez
:
= 1 0

.

2 G P a

梦
、
y= 0

.

3 0

飞
, 、之

= 0
.

3 0

1
,

y :
= 0

.

4 9

G
二 , = 5

.

5 2 G Pa

G
、 :

= 5
.

5 2 G Pa

G , :

= 3
.

4 3 G Pa

单层厚度
:

1 37
.

2 x 1 0 , m

表 5 【。
。

/ 的小层合板经典板理论 (c PT) 结果与有限元分析(F E A) 结果的比较

NNN
。

(N / m ))) M
。

(N tn / m ))) G (C PT ) (J/ m
Z))) G (FE A )(J/ m

Z
))) G / G (C PT ))) G ,

/ G (F E A )))

一一 92
.

2 3 5 777 0
.

0 58 666 3 8 4 9
.

777 3 8 5 0
.

666 0
.

2 5 000 0
.

2 5 000

一一 2 2
.

0 1 2 111 0
.

0 9 2444 3 31 3
.

666 3 3 0 9
.

666 0
.

5 0 000 0
.

4 9 999

444 7
.

9 1 3 777 0
.

1 38 000 4 1 0 0
.

888 4 0 89
.

333 0
.

7 5 000 0
.

7 5 000

5
.

6 石墨 / 环氧层合板 2

第二种石墨 /环氧层合板的叠合顺序为 「0/ 士 35 /9 。]
, .

边缘脱层在较 上 的一 3 5 / 9 0 界面

上
.

裂纹平面上的 + 35
。

层和 一 35
。

层结合为一层
,

以使其主轴与坐标轴 重 合
.

求得 的 口~

1 0
.

7 3
0 .

其结果列于表 6
.
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表 6 〔D/ 士3 5 / 9。]
,

层合板经典板理论 (CpT) 结果与有限元分析(FE A) 结果的比较

n”n�nU��Jnll�J自行时Jt
汀」

N
。

( N / m )

一 8 3
.

8 3 6 5

一 31
.

4 892

4
.

0 7 7 7

M
e

( N m / tn ) I G (CPT ) ( J/ m
Z
) IC (F EA ) (J/ 。

,
) I G :

/ G (C p T ) } G ,
/ G ( FE A )

nn八11lllLJ曰jnll�之」口曰尸j附I0
.

0 1 1 9

0
.

0 1 5 7

0
.

0 2 3 1

4 0弓6

2 4 0 6

2 8 7 3

4 0 弓5
.

3

24 02
.

4

2 86 4
.

1

六
、

结 论

本文分析界面裂纹问题
.

讨论了能量释放率分量的存在条件
,

并给出了能量释放率分量

与应力强度 因子间的关 系式
.

根据材料的弹性常数给出了能量释放率的显式表达式
.

结合经

典板理论的分析结果
,

给 出了几种不同层合板能量释放率的封闭形式解
.

在这些公式中有一

个称谓模型混合参数的未知参数口
.

文 中讨论了确定口的步骤
,

给 出了几种层合板的口值一
些较简单的层合板

,

其口可表示为层合板几何参数和材料参数的函数
.

本文得出的结果与现

有文献 中得到的结果进行 了比较
.

对于更一般的层合板
,

首先求出其口
,

然后利用封 闭形式

解预测能量释放率分量
,

最后将结果与对应的有限元计算结果相比较
.

所得数值结果表明
,

本文提 出的方法
,

对于分析复合材料断裂问题是有效 的
.

数值分析结果可概述如下
:

( l ) 均质各向同性板的口为厚度比刃的非线性函数
.

它可以表示为 10 9 , 的 5 次奇函

数
.

( 2 ) 各向同性双材料偶的口取决于刃和材料参数
a .

有限元解与 S u 。 和 H u 七c hi n s o n

( 1 9 9 0) 〔2 2 〕
解的误差随叮和 a 的增加而增大

.

( 3) 均质正交异性板的口取决于刃和材料参数户
.

9 对叮比对p 更敏感
.

作为近似
,

可以

考虑口仅为刃的函数
.

( 4 ) 对于三种叠合板实例
,

本文提 出的能量释放率分量的理论预测值与有限元分析结

果非常接近
.
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