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摘 要

本文采用计算机代数一摄动法讨论一个非线性波动方程的� � � � � � 问题高阶渐近解
,

将特征坐

标变形与重整化方法相结合
,

消除直接展开解的长期项
,

并利用计算机代数软件进行符号 运 算
,

得到该问题的 四项摄动解
,

所得的渐近解与数值解的比较表明
�

对较小的
。 ,

两者相吻合
�

对较大

的 。 �如 。� �
�

� ��
,

两者也相当符合
�

关艘词 非线性波动 摄动 计算机代数 重整化法 近似解析特征线法

一
、

引 言

摄 动法作为解决非线性问题的一个有力工具
,

已得到了广泛的应用 �参看文献〔�、 �」�
,

但是
,

为了得到更为准确的高阶解
,

随着摄动阶数的提高
,

计算过程的繁重程度陡增
,

传统

的手工推导已难以胜任
,

且无法保证结果的正确性
�

于是
,

一种将摄动技巧与计算机代数相

结合的近似解析方法便应运而生 �参看文献 ��
, �〕�

�

计算机代数
,

又称符号运算
,

是计算机科学的分支学科
,

研究使用计算机进 行 公 式 推

演
,

包括推演的算法
、

语言和系统二“二�

利用计算机代数系统
,

可使人们从摄动计算的繁冗劳

动中解放出来
,

因此前途无量
�

我们尝试求得 了 � � �� �� � 方 程的十五阶计算机代数一摄动

解
二’“,

并进而编制了� � � � � � � 程序求得了八十二阶渐近解
二‘二,

且用 � � � �一� � � � 。 图证

明了渐近级数解的收敛半径为 �
�

而后
,

又用计算机代数系统� � � � � � � � �� � 分析了较

为困难的界面孤立波解的高阶近似
,

得到了令人满意的四阶渐近解
二“二�

实践中
,

我们发现
,

由于利用了计算机
,

公式推导和数值计算的准确性得到了保证
,

而且从理论上讲
,

只要内存

和时间允许
,

可以得经任意阶数的摄动解
�

当然
,

实际倩况是
,

计算机容量不可 能 是 无 限

的
�

正如 �
�

� � � � � � � 教授所指出的 仁‘。
一 ,

计算机代数求解的最少
、

困难在于所谓
“

中间表

达式膨胀
” ,

即对于并不十分复杂的问题
,

中间推导
、

计算过程过于庞杂
,

造成计算机 运 算

时的溢出
,

对于复杂问题更是如此
�

本文将问题的求解过程适当地分解成若干步骤
,

前一步

运行的结果存入文件
,

作为下一步推导计算的输入文件
,

依此类推
,

有效地减少了参与运算

的中间表达式
,

基本 上解决了因内存不足而产生的溢出问题
�

�

国家自然科学基金和上海市自然科学基金资助的课题
�
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本文中
,

考虑非线性波动方程的� � � � � � 问题

� , 。

一“ 。 。

一 ￡“ �“ 。 �

〔�灯￡玄 �、

封‘�
。

� � � � � � � � � 卜 � �
�

� �

“ ‘又尤 , � �一 �

引进特征坐标
�

占� � 一 � , , � � � � ��
�

��

��
�

�� 式化为

�
� ‘, � 一 � 己了卫

�

、 �右刁占

“�君
,

占�� ��� � �占

。 � �占
,

占�� “ ,

�省
,

省�

口 �

�
而 �又

“‘� “”
‘

�
�
�

��
�

��

我们采用 由林家翘和 �
�

�
�

� � � 的近似解析特征线法 �参看〔� �〕� 确定问题 ��
�

��的两族

特征线的近似形式和相应的高阶渐近解
�

然而
,

如果通过特征线变形来直接解方程
,

其推导

过程十分繁杂
,

这里采用�
�

小 � � � � � �� 。和 �
�

�
�

� � � �� 提出的重整化步骤
〔“ � , 即先求出

问题 ��
�

��的正则摄动解
,

然后代入经变形的特征坐标并作� � � �� �展开
,

消去长期项
,

最终

得到所要求 的解
�

我们采用计算机代数系统 � � � � � � � � ��  作符号运算
,

求得了四项

渐近解的解析表达式
,

并对
。一 �

�

� , �
�

�� 这两种情况给出了特征线族和不同时刻 的波 形 曲

线
,

为了验证渐近解的正确性
,

采用有限差分法对 问题 ��
�

��作了数值计算
,

并将渐近解与

数值解作 了比较
,

其符合情况令人满意
�

二
、

方 法 概 述

将方程 ��
�

��的解
。�省

,

哟作摄动展开

� � � 。

�占
, 刀� � 。� , 咬若

, 刀�� 。�� � �咨
, 叮�� …

得 到如下递推方程
�

� 。, �, � � , 。。

�占
,

省�� ��� � �占
, 。 。 , � �占

,

占��
� 。, ,

�占
,

占�

��
�

��

代入 ��
�

� �式
,

��
�

��

� 口
““ , ‘’一气亚

�

。� �省
,

��� �
,

七 一 �

�
。二 一 � 犷

‘

吕
篙

� 、
� ,

� 。。 �月
“ ,

�左一 �
,

� , � ,
‘

”

� 。 ,
�仁占

,

占��
� 。 , , �占

,

占�

��
�

��

、

�
�

�� ! �

‘、�才

其中 �“
‘, �� � ‘ , ,

���
。� � � ‘,

� � � , � � � ‘, ,

� ��
�

��

容 易得 到
,

��
�

��的解为
� 。� 七� � �占� �� � � ,

而 ��
�

��的解为

��
�

� �

一丁�
�

·

��
� , 。, “‘� �

丁�
�

·
咬“

,

“, “”
�

‘“

于是我们可以递推地求得直接展开解��
�

�� 的各项
。。�占

,

哟
,

项
,

必须予以消除
�

作为例证
,

我们给出第二项解
�

� �
,
�

,

�
,

… � 咬�
�

� �

但是
,

它们的表达式中含有长期
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“ �一告��
一 。��。� � �

‘�一 。� � �
‘。�

�

� 粤�
, � � �

,

�一 � � � �
,。��。� � � �一 �� � � 。�

伙

上式中右端第一项即为长期项
,

因为舀一刀� 一 ��
�

为了消除长期项
,

对特征坐标君
,

变形
�’‘, �

��
�

��

刀作如下

占= ,
+
。舀:(

r , s

)
+

: 2

占
:
(
r , s

) +
。a宜
:
(r

, s

)
+ …

刀= s +
。, :

(
r , s

)
+

。2 , : (
: , s

) +
。3刁3 仁r

, s

) + …
}

( 2
.
8 )

其中
, , :

为新的特征坐标
,

占
。 , 粉。

(

。一 1 ,
2

,
3

,

… ) 为待定函数
,

由消除长期项的条件确定
.

将 (2
.
5) 式代入 已确定的直接展开解(2

.1)
,

(
2

.

5
)

,

(
2

.

6
)

,

在 (
r , :

) 邻近作T ay lo r展开
,

由

消除长期项的要求求出舀
, ,

刀
, ,

从而得到各阶摄动解
.
仍以一 阶解为例

,

由 (2
.
5 )

,

(
2

.

7
)

,

(
2

.

5
) 式

,

经T ay lo r展开
,

有

u = 七an h :+ 七a n h : + 。〔占l(r
, :

)

s e e
h

“r
+ 习1(

r , s

)
s e e

h

“:

+

认(
:
一)(
sech‘r 一 “e c h

‘“
,

+
含(
seehZ一 。e e h

Z·
) (‘
a n h一‘a n h ·) : + O 、￡

2
)

(
2
.
9
)

从而求得

;1一
着(卜

:)seehZ· , 。1

一么
(卜 ·

, 。e c h
Z·

(
2
.
1 0

)

于是有如下形式的一阶解

、.,
JJ

.且Q白
Z厅、

、.‘t‘、.1声“一‘an h : + ‘an h :+

专(
。e o h

Z

一
。e e h

Z·
) (‘a n h一 ‘a n h · ) + O ( 一)

; 一
:
+

奋
。
(卜
:)sechZ犷+ O (一)

,

。

一;
·
(一)
seehZ· + O (

: 2
)

经反演运算
,

并利用 (1
.
2 )式

,

可得

r一 x 一 ‘一
备
‘ s e c h

“

(

x 一 ‘, + 。(
“2 ,

, “一 ‘
+ ‘+

遏
‘ “e c

h
Z
(
“
+ ‘) + O (

“2

) (
2

·

‘2 )

而:二 c o n s七和: = c o n s七即为两族经变形后的一 阶近似特征线
.

三
、

计算机代数
一

摄动解

根据上节的解法和思路
,

我们利用计算机代数系统 M A T H E M A T IC A
,

先 求 得三阶

近似直接展开解
,

而后经里整化后得到一致有效的三阶渐近解
,

具体结果如下
:

一‘an h ,
+ ‘an h ·+

迄
·
(
s e c h

Z

一
sech’·) ( ‘a n h一‘a n h

·
,

+
矗
一(。e e h

Z

一
seeh Z￡) 〔22 (‘an h ,

·

+ ‘an h :) + s
oee h

Z;‘a n h r

+ 3se e h
Zrtan h :一 s s e n h

Zs t a n h r 一 s s e e h
Zs七a n h s三

+ 。

;

、￡3
(
‘e c h

艺!

一 sec h
Z·

) : 一 ; 2 、‘
a n h一 、a n h ·)
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一 1o 4 s e e h
“r 七an h r+ 68s ee h

“r
t
a n

h
‘一 6 8 s e e h

Zst a n h
r

+ 1o 4 s e e h
Zst a n h s + 2 4 s e e h

4r t a n h r 一 8 5 s e e h
4rt a n h s

+ s s s e e h
‘s

t
a n

h
r 一 2 4 s e e h

‘s
t
a n

h
s

+ 2 7 s
e e

h
Z r s e e

h
“s

(七a n h
r 一 七a n h s)] + O (

。5
)

式中 , 和s为经变形的特征坐标
,

其表达式如下
:

(3
.1)

, 一 x 一 t 一工
。t s e e h

:
(
二一 r )

4

+
一

忘
。2 ,、24s e ch

Z
(x 一 , ) 〔卜 ‘a n h (二一 ,

) ‘
a n h (

x + 才) :

一 4 s e e h
‘

(
x 一才) [ 7 + 9 七an h (

x 一 t)〕

一 3 s e e h
“

(
x
+ t

) [
s e e

h
Z

(

x 一 r ) +
s e e h

Z
(
x + t)口}

+ 一513 6 己3t { 一 17 6 5 e e h
Z
(
x 一t ) + 7 2 s e e h

4
(
X 一 t) + 2 3 2 s e e h

。

(
x 一i )

一 了Z s e e h
4
(
x + t) + 9 2 s e e h

“

(
x

+ r
)

+
s e e

h
z

(
x 一 t )

s e e h
“

(
x
+

t
) [

2 4 一 2 4 s e e h
Z
(x 一才) 一 3 l

s e e h
“

(
x
+
才
) J

+ 4 t a n h (
x 一r )七a n h (x + t) [44 se e h

Z
(
x 一 t) + 4 s e e h

‘

(
x 一 t)

一 丁s e e h
Z
(
x 一 t) s e e h

Z
(
x + t ) 一 5 8 e e h

4
(
x + t) 〕

+ ts e e h “
(

x 一 t )七an h (
x 一t )仁Zsss ee h

Z
(x 一 t )

一 4 8 8 s e e h
4
(
x 一 t) 一 3 o

s e e h
“

(
x 一 t )

s e e h
Z
(x + t) 一 6 o

s e e h
‘

(
x
+ t

) 〕

一 7 2 ts e e h
4
(x 一r ) t a n h (x + t ) [4 一 s s e e h

“

(

x 一t )〕

一 3 5 2tZs e e h
6
(
x 一 r ) + 4 o s t

Zs e e h
“

(
x 一 t ) } + O (

。4
) ( 3

.
2
)

一
+‘+

;

·, 。e o h
Z
(
x
+ ‘

)

+

枯、
￡Z‘、一 2 4 s e c h

“

(
x
+ ‘, 仁

1一‘a n h (X 一 ‘)‘a n h (
x + 才) 」

+ 4se eh ‘

(
x
+ t

) [
; 一 9七an h (

x + t)口

一 3 s e e h
Z
(
x 一 t) [s e e h

Z
(
x 一 t) + s e e h

Z
(x + t)习于

一

赢
一才、一 、: 6 8 e c h

Z
(
X
+ ,

) + ; 2 、e c h
4
(
X
+ 才) +

2 3 2 、e c h
6
(
x
+ ,

)

一 72 8 e e h
4
(
x 一 t) + g Z

s e e h
“

(
x 一t )

+ 。e e h
Z
(
x
+ ,

)
s e e

h
Z
(
x 一 t) [2 4 一 2 4

s e e h
Z
(
x + 才) 一 3一

s e e h
Z
(x 一 t)〕

+ 4七a n h (x + t)tan h (x 一t ) [ 4 4 s e e h
Z
(x + 才) + 4 s e e h

4
(
x + 才)

一 7o e e h
Z
(x + t) s e e h

Z
(
x 一 t) 一 s o e e h

‘

(
x 一 r)〕

一 t s e e h
“

(

x
+ t

) t
a n

h (
x
+

t
) [

2 8 8 s e e
h
Z

(

x
+ t

)
一 4 s 8 8 e e h

4
(x + t )

一 3 o s e e h
“

(
x
+ t

)
s e e

h
Z

(
x 一 t) 一 6 o s

e e h
4
(x 一 才)〕

+ 了2 rs e e h
4
(
x + t) t a n h (x 一 t) [4 一 s s

e e h
Z
(
x + t )〕

一 3 5 2 tZo e C h
6
(
x + t ) + 4 O 8 tZs e c h

吕

(
x
+

t
) } + O (

: ‘
) (

3

.
3
)

令(3
.
2)

、

(
3

.

3
) 式中的:一 C O n 就和

:一 C O n s t ,

就得 到了三阶近似下
,

问题 (1
.
1) 的两 族特征

线的解析表达式
.

上述结果在微机上通过利用 M A T H E M A T IC A 系统求得
,

在符号运算过程中
,

我们

充分调用了该系统的微分
、

积分运算的功能
.
由于 问题涉及双曲函数的积分

,

我叮编制了有
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关运算的子程序
,

尽可能减少运算步骤
.
为了避免出现 M

.
v an D y k e 指 出的

“

中间表达式

膨胀
”

问题
,

我们采取了一系列特殊的措施
:

( l) 将求解过程分为三个步骤
,

即求直接展开解
; 通过T ay lo r 展开消除长期项

,

确

定占(
r , :

) 与, (
: , :

) 的渐近表达式
;
求反函数

r
(叠

,

川与
。
(雪

,

哟 的渐近表达式
,

(
2 ) 逐项求解

,

例如
,

求第三项解时
,

将前两项解存入文件
,

待 需要时再 调 用 该 文

件
,

而且暂时不列出具体的中间表达式
,

定义一些微分
、

积分的函数表达式
,

只是到最后 阶

段才利用已定义的双曲函数微积分性质
.

采用了这些做法之后
,

我们有效地解决 了内存问题
,

避免 了运算过程中的溢出
.

四
、

结 果 析 分

为了检验所得到的渐近解的准确性
,

我们用有限差分法对问题 (1
.
1) 进行了数值计算

,

采

用了迎风格式
,

为了保证计算精度
,

采取了预测一
校正步骤

, 。取值为。
.
1和 0

.
25
.
在图 1、4

中
,

我们画出了摄动解与数值解给出的特征 曲线和波形
.
图 1

,
3对应于

。 = 0
.
1 的情形

,

由图

可见
,

两者吻合 , 图2
,

4 对应于
。二 0

.
25 的情形

,

尽管这时小参数
。 的值较大

,

两者也相当符

!
‘

万二
摄 动解特征曲线

数值解特 证曲线

一 10 一 8 一 6 一4 一 2
一 10 一 8 一 6 一 4 一 2 8 1 0

圈1 特征线的比较(
。
= 0

.

1) 图2 特征线的比较(。= 0
.
2 5)

{:

一 1 2 一 8 一 4 汇

_

摄动解

…
, .

数值解

竺二厂
.
一 2 0

}

一

爹
‘ 6 8 ‘o ‘,

圈3 波形的比较(
。
= 0

.
1

,

才二 5) 图4 波形的比较(e = 。
.
25

,

t = 5)

五
、

结 束 语

本文采用重整化解析特征线法与计算代数相结合的技巧
,

成功地求解了一个非线性波动

模型方程
,

结果表明
,

符号运算与摄动分析相结合是解决数学物理 问题的有效工具
.
我们正

在探索用微机进行符号运算
、

解决复杂问题的途径
,

_

}
几述工作只是其中的初步尝试

,

有关算

法还有待于系统化
、

完整化
.

致谢 北京大学力学系陈耀松教授允许作者使用他们 引进的 M A T H E M A T IC A 系统

(2
.
0版本)

,

并鼓励作者进行探索
,

谨向他表示深切的谢意
,
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