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摘 要

文章研究了在纯弯矩 �
。

作用下
,

具双曲线边界的各向异性介质的二维变形问题
,

求 得了介

质内部的应力应变场的具体形式
�

在此基础上
,

以单晶铝板 �立方晶系介质� 为例
,

我们 求得了

沿双曲线边界的环向应力及二 � � 。面上的应力分布
�

当双曲线退化成一双边裂纹时
,

文章也求得了

相应的应力强度因子���
,

机
,

掩� �
,

并且也发现
,

� �与材料的弹性性质无关
�

关幼词 ��  ! �方法 双边裂纹 应力强度因子

�
�

才卜 获刀
、 � � 二曰

通常
,

对各向同性弹性材料做应力分析时都采用双调和函数法或 � �� � 应力函数法
,

但

这个方法对各向异性材料不适用
二‘, “二� � � � � �� 七� �� �

〔“’曾引入双应力函数来研究一般 的各向

异性材料
,

他的方法后来被� � � � 及 � � �� 二‘’用在研究层状复合材料交界面的热应力问题
,

但由于 目前还没找到足够的恒等式能将其给出的弹性场的复形式解答转化成实数解
,

因此限

制了它的进一步应用
�

因为现今复合材料的迅速发展
,

各向异性弹性理论就显得 更重要了
,

这就迫使人们去寻求更为有效的解决 各向异性问题的力学 方 法
�

在 � �  ! 年 至 �� �� 年 间
,

�七� � �仔细研究了� � � �� �� 等人
二� ’在 ����年分析位错时所采用的方法

,

系统地提出了一个新

的特征值法
,

即 � 七� � � 方法
,

其特征就是通过引入一应力矢量 � 代替应力张量 伪� ,

将问题

的一般解通过方程的特征值函数形式表示 出来
�

最近�七� � �方法已在材料科学和表面波领域

取得了很多进展
二“一 ‘。’,

并月
�

也已证明� 七� � � 方法是研究广义平面变形问题的最有效最优美

的方法
。

本文利用� � � � �方法研究在纯弯矩 �
。

作用下
,

具双曲线边界的各向异性弹性介质的二

维变形 问题
,

并求出它的一般解
,

以单晶铝材料 �立方晶系介质� 为例
,

求得了沿双曲线边

界的环 向应力及 � �一。面上的应力分布
�

最后讨论在双 曲线退化成双边裂 纹时介质 内的应力

应 变场
,

并求解裂纹尖端的应力强度因子
�

�� � 年�月�� 日收到初稿
,
��� �年�� 月� 日收到修改稿

�
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二
、

基 本 方 程

在一直角坐标系�
‘

�‘� � , � , ��中
,

取脚
,

氏 , 及 匀 , 分别表示位移
,

应力及应变
,

那么应

力应变关系及平衡方程为
� 。, � � ‘, , ‘“一 , ‘ ��

�

��

� ‘
川� � ��

�

� �

式 中

� ‘, 。‘一� , ‘。‘� �
‘, ‘,
� � 。

�‘, ��
�

��

是材料的弹性系数
�

以后除非特殊声明
,

重复指标总是哑标
,

逗号表示求偏导
�

变形的平面特征就要求
。 ‘及� 。, 与�

�

无关
,

则��
�

��可化为
�

。 �‘, � � �
� ‘, �
二 � ��� 一, � , �� ��

�

��

我们可以构造一应力矢量 � ��
� , � � �

『� ,
”

,
‘

�二 � , � ��一

丁
口� ‘�‘

, “ �’“‘一

丁� , 。�� �
, 叮��叮

其中 � � ,

仇为两任意实矢址
�

们之间存在下列关系

� 一‘� 一 �‘
, �

联合 ��
�

�� 与��
�

��
,

可得

从 ��
�

��及 ��
�

� �
,

容易发现
�

��
�

��

应 力张量内
�可 以用 � 取代

,

它

� � ,

� �
‘, �

��
�

��

� �。�。
, � 一 �
�侄�

� , �
� ‘

, �一 。

一� ���。
, �一 �
�晋�

� , � 一 ‘, �
一 。

��
�

��

式中

� ‘, �� �� � ‘, , , , 。‘,

���
一 �

‘� , �

��
�

� �

�
‘夕�� �� 一�

� � , � ,

引入一新的六维矢量

�
‘,

�侄�
一 �

�� !∀� � ��
,

��
,

它 由位移失 量 与应 力矢量构成
,

右上标� 表示转置
�

� �� ��
, , 一�

, �
� 。

协�� �

将 ��
�

�� 写成整体形 戈

��
�

� ��

其中
、���

,�
,

�
�

�� 〕 �
,

�
‘
��

、

�
�

�
�� � � 丁���

�
�

�
�〕。

一
� 一

�艺�
� ,

���

�
� 【���一 �

一 ‘

�号�
一 � ��

‘、。

�
� � �。一 �

�号�
�

一 ‘

�答�
� �

�雪�
一 � 、。, 一 � �丈。�

��
�

�一�
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由 �� �。�
,

可求得 各向异性弹性力学平面问题的一般解为

� � � �
。

�� , � 户
。

�� ��
�

�乙
。

��
�

� ��

其 中 �
。

���
,

乙
。

分别为 � �� 的特征值及特征矢量
,

且

乙
�

� ��
。 ,

瓦�
, , � 。 ,

�
。

是两个三维矢量
�

�
。

�� �代表任意的函数形式
�

��
�

���是二维各向异性弹性力学问题的�七� � � 解
�

工程应用中
,

我们可以根 据给定的边

界条件来确定�
。

�
·

�的具体形式
�

为了后面运算的需要
,

引入下列三个矩阵

� �� ��
� , � � , � �

�

� �  !
∀,

b
: ,

b
3

)

《
f
。

(

z
。

) >> = d i
a

g { f

l

(

2 1

)

,

f

:

(

2 2

)

,

f

3

(

2 3

) }

z 口
二x l+ P

。

(
o
)
x
:

(
a
=

1
,

2
,

3
)

通常
,

f

。

(

二 。

)都具有相同的形式
,

即

f
。

f
:

。

) = q
a

f (

z 。

) (

a 不求和)

式中 : q
。

(a 一 】,
2

,
3 ) 是任意复常数

,

为了方便将q 分解成

q = A
r
g 十B rh

g 和h 是两三维实矢量
,

q = (
q

: ,
q

: ,
q

3

)

r ,

于是 (2
,

.

, 2
) 可与成

u 二 ZR e{ A 《
f (
z 。

) 》 A
r
}g + Z R e{ A 《 f (石)>> B

r}h 、

t一 ZR e {B 《
f (
z 。

)
>>

A

T

} g + Z R
e

{ B
<<

f (

z 。

)
》 B

,
} 人 J

容易证明
,

下面三个矩阵

H = ZIA A
T ,

L 一 一 Z fB B
, ,

S 一 i(Z A B
, 一 I )

是纯实的
,

其中I为三维单位阵
,

i 一材 一 1 ,

且H 和 L 是对称正定的
,

还存在下列关系

(2
.13 )

(2
.14 )

(2
.
15)

(2
.16)

(2
.
17 )

在这三个实矩阵之 间

L S ,
+ S

,
L 一 。,

H
S

,
+ S

H
= o

,

II
L 一5

2
= I ( 2 一8)

三
、

双曲线边界问题

如图 1所示
,

双曲线口的方程为

x ,
= 士ae h功 xZ= 不bsh 劝

式中 a 、

b 为两常实矢量
,

势为一实参数
,

[
3

]

,

我们选择解函数f
。

(

z
。

) 为

f
。

(
z 。

)
~ 泣/

a〔z
。 一 (

z二一 a
Z
+ P 乙b

Z
)
’产 2

]

(
3

(
3

.
1
)

由 口 听包围的介质承受纯弯矩 M
。

的作用
,

参照

明显的
,

在双曲线边界口上
,

应 力矢 量玄可以

由 (2
.
16)求得

t= l/a { [a (e h叻一 s h功)S
,

+ b (
e h 功

+ s h劝) (N 了(o)S
,

+ N

,

(
o

) H ] g

+ [
一 a (

e h 功一 s h 劝)L + b (e h沪+ sh 叻)
·

( N

3

(

o

)

S
一 N r (o )L ]人} (3

.
3)

二 , 乙 妇卜I’,

圈1 双曲线边界
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因为口上没有外力作用
,

因此沿口将有

t= o (3
.4)

由(3
.
3)及 (3

.
4)

,

可以得到

[N T (o)S
,

+ N

,

(
o )

H ] g + 〔N
,

(
o

) S 一 N T (o )L 〕人= o 、

S
,

g 一 L h = o J

为了得到非平凡解g和h
,

必须其系数行列式为。,

即

de tD == 0

其中

(3
.
5)

(3
.
6)

n _ /
一一 \

N 丁(o)S
,

+ N
3

(
o

) H N

3

(
o

) S 一 N r (o ) L

S
, 一 L

(3
.
7 )

、、、
/
尹

由附录 I可知
,

(
3

.

6) 是自然满足的
,

并且D 的秩降为5
.
即ra n k D ~ 5

.
所以方程 (3

.
5)

能提供关于g和h 的五个独立的方程
.
为了唯一 地决定g和h

,

必须寻找补充条件
.
假设将物

仅体从x
Z~ o面上切开

,

则x
Z
~ o面上的合力F 及合力矩tn 必须符合条件

F 一0
, 。= M

。

(
3

.

5
)

从 (3
.
5)中第二个方程可以发现

,

上述第一个方程 自然满足
,

所以仅有合力矩方程 提 供

必须的补充条件
.

为了运算方便
,

引入一新的矢量

r 一

卫
。 。:

(
X l , “)

X ld

一I{
。
‘

, 1

‘X
l,

O ,一d一

式 中 。:
= (

a : l,
a

: : , 。:3
)

, ,

从附录 I得

f = {一 b [N 了(o)S
,

+ N
3

(
o

) H ] + (
二
/ 2 )

a
[ 么L (0

。

) H
一 △S

,

( 口
。

) S
r 】

一 (
二
/ Z
a
) b
Z
[ N {

“’, 一 N 聋
“’
S L

一 ‘

)
一 (△L (0

。

) H
一 △S ,

( 乡
。

)
S

,
)

一N 聋
“’
L

一 ‘
A S

(
0
。

) 〕一 (二/ 2 )
a
l + (

二
/ Z
a
) b
Z
N {

“) ,
} g

+ { 一b〔N
3
(o)S 一 N T (o ) L 〕+ (二/ 2 )

a
[ 么L (0

。

)
S + △S ,

( 0
。

)
L ]

一 (
二
/ Z
a
) b
Z
[ N 圣

“、, 一 N I
“’
S L

一 ‘

) (
A L

(
0
。

)
S + A S

,
( 0

。

)
L )

+
N 石
2’
L

一 ‘
△L ( 0

。

) 〕+ (二 / Z
a
) b
Z
N 蛋

“’
} It

式中 夕
。

= 七an
一 ‘

( 6 /
a
)

,
△S 沪

。

)
= 反(o

。

) 一f (一夕
。

)

,
A 无归

。

)
二工归

。

)
一万(一口

。

)

△月(口
。

) = 厅 (口
。

)
一厅(一e

。

)

反 (夕
。

)

,

艺(e
。

)

,

方(夕
。

) 和N 圣
2」

(

i =
一

,
2

,

3
)

上面这些量可见附录 I

联合 (3
.
8 )及 (3

.
9 )

,

且让

f
Z= M

。

(
3

.

5
) 及 (3

.
10) 就是求解g 和h 的基本方程组

.
一旦确定了g 和 人

,

那么通过 (2
.
6)

,

(
3

.

3
) 就可求得图 l所示的介质内的弹性场

.

(3
.
9 )

(3
.
20)

(3
.
2 )及

四
、

单 晶 铝 板

为了说明上面的过程
,

取图 1所示介质为单晶铝 (属立方 晶系介质)
,

其弹性系数为
〔‘和

C
1 1
~ 1 0

.
5 x 1 0

‘。

N m

一 2

C
l :

= 6 一3 x lo
’O
N m

一 ,

(
4

.

1
)
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C
‘

一 2
.55x 10, o

N m

一 2

当a = b时
,

由(3
.
5)及 (3

.
10 )可得

g = 一 0
.
5 0 3 2 (M

。

/
a

) (
o

,
x

,
o

)

,

卜= 一 4
.
7 0 5 x 1 0

一
”
( M

。

/
a

) (
一,

o
,

o
)

,

取边界口上的单位切向量及法向量分别为” (0) 和m (0)
,

图 1
.

” ,
( 0 ) = (

e o s o
,

s
i

n
o

,
o

) tn

,
( 0 ) = ( 一。i n s

,
e o s 口

,
o

)
,

t
a n 夕= 一 e 七h功

所以
,

由〔3〕得
,

在垂直边界口的单位面上的应 力矢量t
,

为

t。 == s
i
n

o t
, 1 一 e o s s t

, :

式中 t , 1及t
, : 可以由(2

.
16)确定

.

沿口的环向应力a
,

为

a 二

=
” ,

( 口)t
:
= 一 (t

, :

)

, e o s “口+ [ (t
, l

)

1 一 (t
, 2

)

:

〕s in 夕e o s乡+ (t
, :

)

:
s

i
n
“
0

其分布可见图2示
.

(4
.
2)

(4
.
3 )

(4
.
4 )

(4
.
5)

(4
.
6 )

l昌, M
‘

日

1 3 9 M
-

圈2 环向应力分布图 图3 x := 。面上的应力分布

类似砌
,

也可以求得x
Z= o面

.
上的应力分布

,

结果见图 3
.

从上两图可以发现
,

所计算的结果都 以x
l轴为对称轴

,

而反对称于朴轴
,

并 且从计算结

果发现
,

在冼= o面上
,

剪应力为。
.

五
、

双 边 裂 纹

若 (3
.
1) 中的b”。

,

那么双曲线边界将退化成一 双边裂纹
,

它的两裂纹尖端 (月与A
‘

) 之间

相距 2a
,

由此可以确定它的应力强度因子 (儿
1 ,

k

Z ,

k

3

)

.

因为b= o
,

(
3

.

9
) 变为

f
:二 一 (

二
/ 2 )

a夕: (5
.
1
)

联合(3
.
10)及 (5

.
1)

,

就有

g:= 一 2M
0
/二

a
(
5
.
2 )

为了后面运算的方便
,

引入两个新的矢 最

K := lim 澎万叔砂
二
)

Z we 卜O 一

K
I
= l i m 以 2二 (

a 一 二
) t

, :

(
5

.

3
)

(
5

.

4

)

将(2
.
16)代入 (5

.
3)及 (5

.
4 )

,

得
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K :~ 一双卸云g

K , 二斌 二于a [N T (o)公+ N
:
(o )人〕

所以
,

A 点的应 力强度因子如下
:

(5
.
5)

a
.
第一类应力强度因子旬

k ,
= l i n 斌乏元和一

z
)a
22
(
2
) = (K 小2一争 a 一

从上式可 以发现
,

及:与材料的弹性性质无关
.

应力强度因子
‘’犷

.

= 2 / (
a
斌
~
元d

一

) M

。

(
5

.

6
)

并且它恒等于各向同性弹性材料的第一类

第二类应力强度因子从

左
2
~ lim 斌2元(

a‘刁a
;:(2)= (K ;)1== (K :):= 一 斌牙夕百夕

1
( 5
.
7 )

c
.
第三类应力强度因子气

掩
3
= lim 斌 丽(五二刁

a , 3

(
“
) 二 (K

:
)
。

(
5

.

8
)

下面
, 我们讨论立方晶系介质的三类应力强度因子

,

C
‘, 。‘

= C
1 2
d
‘,

d
。‘
+ C “ (占

‘。占, ‘
+ 占‘: d , 。

)

+ ( C
, , 一 C ;

, 一 Z C “ )艺 占
, ‘
6
一 ,

d
r 。占

, ‘

立方晶系的弹性系数为

(5
.
9)

它的基本弹性系数矩阵

N (0 )= l/ C
44

C {
:一 C l

;

C 11

01一
-别oC一Co

�C |
�|

一

i
一C..
000川一00。

Clz一Cll
。

一

(5 一。)

0 0 一 C
一‘

0

由附录 !
,

立方晶系介质的弹性矩阵H
,

L 及S 分别为

_

二
、

厂
‘ 。 。

、
”一 。 ‘

1
“’一 g ”,

}

0 “ ‘,

}
\ 0 () q

l /

! ,

一 厂
“ 。 。

‘一川 “ ‘!

{

0 己 。

\ (〕 0 q
Z

( 5
.
1 1
)

JI|1
..

口儿
gS =

其 中 g ,

h

,

S {

飞,
e ,

q

。

(

a 一 1
.
2)见附录 班

.
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所以
,

由(5
.
11)

,

(
3

.

5
) 和 (3

.
5 )

,

即得

夕l= o , 夕: = 一 Z M
。

/ (
二a

)
, 夕3 = o

h
l= 一 2 9 5 二;M

。

/ (
二 a

)
,

h
:

= o
,

h
3

= o

则A 点的应力强度因子为

(5
.
12)

kl-
ZM

。

a 斌
一

而正
(5
.
13)

掩
:
= k:= o

、
~

/ \
、 结 论

文章通过5 七r o h 方法研究了各向异性弹性材料的双曲线边值问题
,

求解了介质的应力应

变场
,

并以单晶铝材料为例作了详细的说明
,

最后还分析了双边裂纹问题
,

确定了它的三类

应力强度因子
,

并且发现第三类应力强度因子与材料的弹性系数无关
.

附 录

从【2
.12、2

.
16 〕

,

可以得到下列恒等式

才 《户:》汉
T = 1/ 2 (N 玉

, ,
M 一 iN ;

“ ,
)万

通 《户:》 B T = 1 /2 (N ;

. ,
N

一 , + ‘N 护
,

) 乙

a 礴户:》汉T二 i /2 (万;
.,材一 f万;

, ,
) 万

B 《户:》 B T二 1/ 2( N ;
, ,

M
一 ’+ ‘N ;

, , r
) L

2汉 < in g
一》才T , 一宕( In r )H + 。

{万(0)一 f[了(8 )H + 万(8)S
T
]}

2才 《In 亡
一》B r = ( In r )(I 一 15 )+ 二

{了(口)+ i[万(夕)L 一了(夕)S ]}

Z B < In 亡
。》通T二 (In

r
)(I 一 泣S T) + 二

{万
T(6)+ i[不(口)H + 万T(0 )S

,

] }

Z
B 《In雪

一》 B T二‘(In r)L + 兀
{一不(0)+ i[工(6)S + 万

r(0)L ]}

B 才一 l 二 (S T + ‘I )H
一1

= 一 H
一 几
( S 一 11 )

(A l
.
1 )

( A l
.
2 )

(A 1
.
3 )

通B
一 几二一 (S + ‘I )L

一 l
= L

一 1
( S

T 一 fl )

式中

,

N {

, , 万护
, 、

M
二 H

一 ,
( I + ‘S )= ( I 一 is r )H

一 ,

(
一

、= N :
“
刃生
.,

万i
, , T /

M

一l 二 L 一 ,
( I + i S

T
) = ( I 一 ‘S )L

一 ,

乙
。

, ‘ i+ 夕
一‘: , “ : , r oo s s

,
x Z

=

r s
i

n
e

,
r

= 了石
‘千二2 ,

,

0 二 t an 一‘二 :
/
二 ,

*
( “)一 ;/

兀

l :

N
:
(班 )‘二

,

:
(
”)一
1/兀

l :

,
3
(二)‘W

,

、(。)一 1/
兀

l :

二
1(W )‘二

N
l
(叨 ) = 一 T

一1
(
口)R

T
(附) N

:(口 )= T
一 1

(
功) N

3
(功 )= R (切)T

一 l
(
切) R

T
(二) 一 Q (脚 )

Q
‘。
(切 )= C i

,一I” ,
(

w
)
。:
(切)

,

R
‘。
(切 ) 二 C

‘, 。, 。 ,
(
切 )。

:
(切 )

,

T
; ‘
( 二 )二 C ‘, , 1。 ,

( w )
。 ,

(
切 )

”
( w ) “ (eo s切

,
5

i
n

w
,

o
)

T
,
。(脚 )= ( 一 5 in 口

,
e o s 切

,

0 )

T

{

( A 1

.

4
)

!

对于适当选择的一组基矢量(。
,

b

,

c) 及其倒易基矢量(创
,

bl

,

已)

示成谱形式

S = s(0¼ b ‘一 6 À 0
’

)

H
= “(

0公“+ b ¼ b ) + 刀eo e

L = “一 I F (
0

’

À
a

’

+ b

‘

O b

’

) + 刀
一 l e

‘

因e
’

L
一 l

= “F
一
l
(
a 它a + b @ b )+ 刀eÀ ‘

式中 s ,

“
,

刀及F 是实参数
.

,

我们可将矩阵S
,

H

,

L 及L
一1 表

(A 1
.5 )
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附 录 I

资今
(0)ST+N3(0)H
S7’

N
3
( o ) S 一 N 百(o)L

一 L

得N

/
、

\

法=方D阵用矩利

一

俨
:
‘。’H + N

3
‘。’“乙

一 , S 丁
y
3
s 一 N 百
一 L

(A 2
.
1 )

所以
,

刀的秩为
rank D 一rank 【N

3
H (I 一夕T H

一 I
L
一 I

S
T
) ]

+
r a n

k L

由附录 I 及〔14]
,

容易得到

I一 S T H
一I

L
一 I

S
T 二 z/ ( l 一

52)( 。
,

º
0

+ b
,
Á b ) +

c ,
Á

e

式中

(A 2
.2)

(A 2
.3 )

N
,

(
0

) 二 (A 2
.
4 )

.
号表示非零因子

.

将(A 2
.
3) 和(A 2

.
4) 代入(A 2

.
2)

,

有

ran kD = 5 (A 2
.
5 )

附 录 l

对单斜晶系材料「19 」中已表示出了B ar ne tt一L ot he 张量S
,

H
及L 的形式

,

为一四次方程与二次方程的乘积
,

所以特征值 P可很容易地以这两个方程中求出
.

中具正虚部的两个根
,

且

P i+ P:= a + b云 P
z
P
Z二 el+ d i

很容易证明【19 ]

由于他们的代 数方程可化

设P
:
和P
:
分别是四次方程

(A 3
.1)

、、....
1

、
产‘

!

、、、|一
0oqld

eo

厂“

H , S 厂
,

(
1 一 g h ) I d

: 一/::
1

)
乌
0

一 d

、、

!

|

0000

{

d

s 一 “h

!

“

\ 0

一 b

一 d

( A 3
.
2 )

其中
e= ad一 b e) 0

.
9 = S {

:
/ S {

l一 C ,
)

0

h = ( b
e 一 d ’

)
一 ‘
>
1

,

q
=

(
C

‘;
C

, , 一 C 二
:)’/ ’

g
,

=
[

S
;

:
(

1 一 夕h ) g ]
一 ’

,

9
2 二 。S {

:h
一’

上式中
,

C

‘,

是C
:
川的缩并形式

S 二
了
= S

‘

一(S
‘3 5

3 ,
) / 5

3 3

C
‘,及S ‘*可从[17]中查到

(A 3
.
3)

(A 3
.
4)

由〔1们
,

我们也可得到
a ,

b

.

cl

,

d 及剐
,

之间的如下关系

a = S ;
。

/
5
1
:

,

Z
c ,

+
a ’

+ b
’
= ( S 孟

6+ 25 岌
:)/ S ;:

(A 3
.5 )

l
、

l

a c :
+ b d = S

;

。

/ S ;
:

, e

;

+ d

,
= S

;

2

/
S

;

:
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