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摘 要

实验观察到塑性变形中的旋转现象
.

这种塑性旋转是由旋错
,

位错的特殊排列和微观结 构 上

缺陷滑动所产生的非均匀性
.

本文基于塑性旋转的微观机制
,

建立 了缺陷 (位错和旋错 ) 运 动 所

满足的守恒方程
.

基于非对称连续介质力学理论
.

导出了缺陷运动所满足的扩散方程
.

利用 塑 性

功的最大耗散过程和尺度不变性
,

推出了C o s s “r “t塑性力学中的各种模型
.

关扭词 塑性旋转 微观结构 旋错 位错

一
、

简 介

塑性变形是取决于微观缺陷的运动
,

例如
,

位错
,

旋错和空穴等
.

至今
,

已假设了多种

模型来描述微观缺陷的运动和宏观塑性变形之 间的关系
.

在它们中一 个较好的连续体的模型

是由A ifa n tis 发展的
厂‘’仁“屯.

这种模型能够描述各种尺度 卜的位错现象
,

位错密度 p 的守恒运

动方程描述了位错的扩散运动
.

然后
,

由尺度的不变性可以导出塑性变形的微观机制和宏观

塑性理论的关系
.

众所周知
,

位错表示微观尺度 仁的位移间的非协调度
.

在晶体材料中
,

存

在着另一种缺陷
一旋错

.

旋错描述了晶格旋转的非协调度
万3 ’二毛〕

.

旋转的对偶变量是偶应力和非

对称应力
.

因此
,

在非经典连续体力学的框架上建立塑性力学的物理学模型是非常必要的
.

相对于位错的P a七te r ni n g 模型
,

我们首先要讨论旋错的微观运动
.

二
、

旋 错 动 力 学

如果一个晶体是具有晶格曲率A
,

我们称晶格方位的不连续度。之为 F ra n k矢量
,

并且

由下述方程描述它们的关系
〔毛’ “’:

。一

手
。 , ·d : 一

上
, X A

’
d ,

(2
.

1 )

这里 C是晶格中的一个封闭路径
.

因此
,

旋错密度张量巾可由下述方程来定义
:

巾= v 只 A (2
.

2 )

旋转角速度矢量的梯度v中冲是旋转角速度矢 量 ) 是取决于旋错的运动和晶格曲率的变化
.

我

们考虑这样一个微元体
,

在微元体 内旋错密度 不随时卜
}l而发生变化 (或者说旋错 的 个 数 不
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变 )
。

此时

v中=

如果旋错运动
,

, 中~

口A

口才

旋错密度随时间而变
,

必须添加描述旋错运动的额外项

口A
. ~ .

召斗 + e
T

口t
’

U

(2
.

3 )

(2
.

4 )

这里 e , 是旋错流张量的转置
.

方程 (2
.

4 )和 (2
.

2 )的协凋条件产生出张量形式的旋错运动的守恒方程

面S
,

巾 + v x e T 一 。 (2
.

5 )

事实上
,

我们考虑介质 中某一稳定的封闭曲线C
.

在方程 (2
.

1) 中取由C所生成的任一曲

由方程 (2
.

5 )我们可以得到

d o f
一

万兀一 ~ 一 ¹ e
·

d .
口 不 J C

( 2
.

6 )

从方程 (2
.

6 ) 的物理意义
,

我们可以得到
:
方程右边的积分确定出单位时间内由旋错运动产

生的流入和流出C域 内的 F ra n k矢 量的度量
.

因此
,

张量 e 自然地称之为旋错流密度张量
.

现在
,

我们考虑这样的情况
:
一个旋错线刀

,

它的方向矢量是 t 。 ,

F ra n k矢量是 。。 .

正

如图1所示
.

对于这条旋错线
,

我们定义
.

中
。
一 t。À 。。 (2

.

7 )

如果晶体中所有方向的F r a n k矢量具有一个确定的数
,

平均旋错密度张量中能够写作
:

, 一

鑫
、, ·À二 , 一J

。

‘, À · ,‘“·

(2
.

8 )

这里 J是F r a n k矢量分布的标量密度 , t是方向矢量
,

取作所有可能的方向, 叔 t ,

幻山表示

通过由方向矢量 t生成的立体角中垂直于 t的面积ds 的旋错的数量
,

旋错具有F ra n k矢量。
.

从旋错流密度的物理意义中
,

我们可以考虑具有一个F ra n k矢量。的旋错线 D ,

旋错线

中每一 点以 速度 v~ , (x) 运动
.

因此
,

我们能够计算由通过曲线C的旋错所产生的 F ra n k流

矢量
.

如果dl 是曲线C
.

上的一个弧元
, t是位错线与曲线C相交点的位错线D 上的切矢量

.

越过

曲线C的旋错线发生在垂直于dI 和 t的 , 的分量
.

显然
,

由平行的旋错线单位时间超过 dl 的量

是 由下述方程给出

N 又d 1x t) v ( 2
.

9 )

这里N 是通过垂直于t的单位面积上的旋错数
.

因此
,

通过曲线C的F ra n k矢量流是等于

币
_

e 、一 币、〔(、. x t ) , 〕。一小
_

N [。À ( , x , )〕d ,

J C J C J U
(2

.

10 )

我们得 到

G , = N [ ( t x v )因。」 (2
.

11)

由求旋错的平均密度 J的类似过程
,

我们可以得 到

e一上
‘, 、 , )。。d · (2

.

12 )

这里J是旋错流的矢量分布函数
,

或称之为旋错流矢量
.

我们考虑一族旋错沿着它们的滑动系统运动
.

这个滑动系统可以 由帅
,

v) 来描述
. n表示

垂直于滑动面阴法矢
, , 是滑动方向上的单位矢量

.

如图2所示
.

在下一段
,

主安考虑楔形旋
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错 (W
e d g e d is e lin a 七io n )

,

楔形旋错的F r a n k矢量平行于方向矢髯 t二” 几‘’.

将方程 (2
.

1 2 )和 (2
.

5) 代入方程 (2
.

5 )
,

我们得到

J
,

(‘+ “‘v ”‘’À 。, “一 。
(2

.

13)

如朱考虑到旋错的湮灭和生成
,

一个源项应该添加到局部化的旋错运动的守恒方程
:

咨+ d i v J ~ 。 (2
.

14)

旋错运动的守恒方程是类似于 A i fa n ti s 给出的位错方程
.

位错运动的守恒方程
:

户+ d i v j= 亡

这里 p表示位错密度 , 」表示位错流矢量
; 。是位错源项

,

它描述了位 错湮灭和生成
.

三
、

在变形带中的位错和旋错形图

塑性变形的非稳定性 (例如剪切带和旋转带 ) 来自于缺陷的不稳定运动
.

它们是自由位

错的滑移通道和晶格重新生成的方位带等
二。’.

A i fa n ti s 已建立一个位错运动的连续化模型
.

这里
,

我们基于非对称连续体力学和已建立的旋错动力学米建立位错
—

旋错运动的连续化

模型
.

材料态是指原子在它们的平衡位置受到高扰动的状态
.

当原子偏离原子晶格中的正常位

置
,

形成了材料中的位错和旋错
.

我们定义这样的状态为缺陷态
.

在晶格正常位置的状态为

晶格态
.

因此
,

我们能分解材料态为晶格态和缺陷态 (位错一旋错态 )
.

与此相对应的应力和

偶应力被分解为由上标L 标志的晶格态应力
,

偶应力和由上标 D 标志的缺陷态的应力
、

偶应

力

S= T 石+ T D ,

卜一 卜L + 卜D

( 3
.

la ,

b )

这里 S表示总应力
,
卜表示总偶应力

.

对于位错一旋错态
,

线动量
,

动量矩的守恒定律分别表示为
:

d i v T D ~ 子D (3
.

2 )

d iv 协D + e
·

T D = g
”

(3
.

3 )
这里 于”和 g

”

是由晶格态和缺陷态之间动量和动量矩的交换所产 生的力和力矩
. e 是E d d in g

-

七。n 张量
.

相应于晶格态的守恒方程
,

可用
“ L

”

替代方程 (3
.

2 )
、

(3
.

3) 中的上标
“

D
” .

但是
,

总应力

和偶应力一定满足总的守恒定律
,

这要求
:

子D + 子L = o
,

g D + g L = o (3
.
4a , b )

在C o s o e r a 、理论 中
,

应力是习。刘称的
.

分解应力为两部分
:
对称应力 ‘: 一 ; “

·+ ‘二 )

和反对、; 应力 ‘, 一么(‘一‘“
了

)
.

对于位错和旋错沿着它。: 的滑移系统运动所形成的变形

带
,

本构变量可以选为

{p ,
口

,

j
, J , T于

, T于
,
卜气n , v} (3

.

5 )

为方便起见
,

响应的本构函数可以表示为下列形式
:

魂T D ,
林D ,

子D ,

g
D , 。, 。} (3

.

6 )

根据备向同性函数的表示定理
,

方程 (3
.

5 )的合适 的变童可以重写为下列形式 :
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{p
,

J
,

j
,

j
。 , r 。 , r 。 , r 。 ,

J
,

J
。 , 拼 , 拼

。

} (3
.

7 )

这里 j= j
v ,

j
c

= j
n , r ,

~ v
·

(T全n )
, r 。

= v
·

(T吉n )
, 了。

= v
·

(T
石 n ) ; J = Jv ,

J
。
= Jn 沪= n

·

(卜石t)
,

拼
c

= v
·

(林
石t )

.

楔形旋错的变形机制是沿
v方向的旋错流的发展

.

这个发展 是由作用在垂直
, 于上方向

的平面上的偶应力激发的
.

本构函数可以展开成下列形式
:

T
D
= t

。 ,

(vÀ v ) + t
。 ,

(vÀ n ) + t
, 。

( n À v ) + t
, 。
、n凶 n ) (3

.

sa )

林D = “, : (n À t ) + 拼
。 : (v À t ) (3

.

sb )

子D = ‘a 一 丫: + 刀j+ 占J 一亡拼) v+ ( a 。

一 夕
c r 。

+ 刀
c

j。+ 乙
e

J
。

一 亡
。拼

c

) n ( 3
.

s e )

O
刀 = i (a 一 b r + d j+ e J 一 f拼) + (a

。

一 b
e r 。+ d c j。+ 。c

J 。 一 f 。“c ) ] t (3
.

sd )

。= 。(p , J ) (3
.

s e )
“一 ”(p ,

浮) (3
·

sf)

这里
, : 一 : ,

十二
。 , H是p 和沙的函数

.

V la d i m i r o 和R o m a n o v 。’, A i fa n t i s 和R o m a n o v
一

’。’曾指出
,

旋转带的微 观机制
.

即

是旋转带中塑性变形主要是由于楔型旋错极子
,

位错的第二滑移运动系统在楔型旋错运动平

面的运动
.

函数亡和 a描述了位错和旋错的生成或湮灭
.

楔型旋错可由位错墙的对 称分布来描

述
.

而作用于楔型旋错极子上的力是与在缺陷态上的尸
一K 力的非均匀分布有关

.

系数 ( a ,

ac ) 和 ( a , ac )是描述位错
,

旋错运动对塑性屈服的响应
,

系数 ( , , 夕。)和 (亡,

亡
。) 是

度量P-- K 力均匀作用在位错和旋错的效果
.

而系数 (b , b。)和 (j
,

f
。

) 是度量 尸一K 力非均匀作

用在位错和旋错上的效果
.

这种非均匀性是由于材料的特征尺度
,

例如
,

位错极子和旋错极

子的特征长度
,

原子间的距离 , 与这些缺陷有关的内力沿着这些特征面的分布一般是非均匀

的
.

系数 (刀
,

刀
。) 和 (占,

占
。

) 是度量位错和旋错沿直线运动所 系数的拖曳
.

而 (d , d 。)和 (。 , e 。) 是

度量晶格的错排方位的拖曳
. 、描述对称应力和非对

一

称应力对位错和旋错的作用的差别
.

所有系数均是p 和J的函数
.

把方程 (3
.

8 )代入方程式 (3
.

2 )不「} ( 3
.

3 )和比较方程两端 ,

得至IJ:

D 了
” v 。

户 + D 忿
,

v
,

J + D 巴
。v 。

p + D 君
。

v
。

J = a 一 v : +刀j+ 占J 一止拼 ( 3
.

g a )

D 言
: v ,

户 + D 君
,

v
。

沙+ D 二
。v “

户 + D 黑
。

v
。

J = a 。

一 丫
。 r 。

+ 刀
e j

。

+ 占e J 。一亡
c 拼。

(3
.

g b )
C乳v

o
p + C穿

。

v
。

口+ D !,,
, : p + D 凡

。 J口= a 一 b : + d j+ e J一 f拼 (3
.

g e )

C几v
。p + C九v

,

吞 + D 尸
。。 」p + D 尹

。, 〕J二 a 。一 b o r 。+ d oj。+ e c J 。一 f
e拼。

(3
.

o d )

这里符号V ,

和 V
。

表示方 向系数
,

V
。 = v

·

g r a d , V 。 = n
·

g r a d (3
.

10 )

和

J一力U拼一
�口

�司以一

一一
咨寸
」

C汀P即一口
一一C

,

。”
。 , : 一

; 〔
D :

。

一 D “
·

月月“。必
口

"
脚

�D
.月一D

p洲
,

D
汀
一

户叭一己
12口一

⋯
p汀pJDD

方程 ( 3
.

9) 可以看作 度量 (j
,

J )和 (j
。 ,

J
。

) 的线性代数方程
,

方程的解可以给出缺陷流矢
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j二 jv + j
c n

,

J= Jv + J
o n

将方程 (3
.

9 )和 (3
.

11 )得到的缺陷流矢量代入方程 (2
.

1 4 )和 (2
.

1 5 )

和旋错运动的守恒方程 (类似于弥散一反应方程) :

(3
.

1 一)

我们可以得到位错

口P

口t
= [月

。 。
V :

。

+ A
, 。

V 总
.

+ 且
一。

V 二
。

+ A
。

V
。

+ 月
。
V

,

〕p

+ [B
. 。

V 乙
。

+ B
一”

V 乙
.

+ B
: 。

V 二
.

+ B
o

V
.

+ B
o
V

。

]沙+ 亡

= [C
, .

V 二
。

+ C
。

刀 二
.

+ C
. 。

v 二
,

+ C
o

V
,

+ C
o

V
。

] p

+ [D
。 。

V 愁
。

+ D
。 ,

V 忍
.

+ D
, ,

V 二
.

+ D
o

V
,

+ D
,

V
。

]沙+ 。

(5
.

1 Z a )

aJ

口t

(3
.

1Zb )

这里 v二
.

= t r {v À v g r a d
Z } , v J一 t r {v º n g r a d

’

卜
, v 二

。

= t r {v º v g r a d }
.

由这样假设
“

在缺陷态的应力和偶应力是 (p 内的线性函数
” ,

上述方程的系数是常数
.

如

果我们定义
, A = A

o v + A
, n , B = B

o v + B
o n , C = C

o v + C
o n 和D = D

。v+ D
, n , 矢量 A , B , C和

O 描述了位错和旋错的对流运动
.

这种运动类似于流体中化学反应的非线性反应
—

扩散方

程中溶解速度
.

让坐标系的x , , x : 坐标分别与 , 和 n方向一致
.

作用在 晶体
_

L的应力和偶应力都是常数
.

对

于一维系统的运动守恒方程成为

器
一 A

器
+ ,

餐
+ , ( 。) 一 , p Z

。

臀
一 c

器
+ 。
臀

一 : (。) + : , 。
2

,
( 3

.

13)

这 里 f (玛 是位错生成项 , P澎沙是由于旋错的存在而使位错湮灭
,

或位错转化为旋错
. 9 (句

是旋错的沉陷项
.

蜜p川浮是旋错的生成项
二‘。’, 系数占簇 1是考虑到

,

不是所有湮灭的位错都转

换成旋错
.

在方程的右边有两项位错或旋错的梯度项
.

二阶梯度项表示了扩散 , 一阶导数项

表示了缺陷的对流
.

四
、

缺陷的微观运动和塑性变形的宏观描述

缺陷的微观运动可由方程 (2
.

14 ) , (2
.

15 ) , ( 3
.

2 ) , ( 3
.

3)来描述
.

而宏观的塑性变形取

决于缺陷的微观运动
.

为了证明微观模型和塑性宏观理论的同一性
,

我们首先区分一下它们

的不同特征
.

在塑性的宏观理论模型中
,

变量表示了大尺度上材料的力学状态的平均度量
,

而忽略了

微观的不均匀性
,

这种不均匀性的特征尺度可以是由材料中原子的距离等
.

因此
,

忽略微观

运动方程中的扩散项是合理的
.

另外
,

宏观的塑性理论是基于塑性的不可压缩性
.

位错的攀移过程引起晶体 的 体 积 变

化
.

因此可以忽略位错流的攀移分量j。和忽略与位错攀移有关的旋错流的分量S 。 .

采用以上的简化
,

用于证明同一性的微分方程具有下述形式
:

户= 。(p , J) (4
.

1)

手一 a (p , J) (4
.

2)

子D = ( a 一 夕r +刀j+ d J一亡拼) v 二 o (4
.

3)

g ” = (a 一 br + d j+ e J 一 f拼) n = o (4
.

4 )
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S = T 乙 + T D ,

林二 卜‘ + 抖
D

从方程 (4
.

3 )和 (4
.

4 )
,

我们能够解 出
r = h

。
+ h、j+ h

。
J

拼= k
。
+ k , j+ k

Z
J

(4
.

sa ,

b )

(4
.

6 )

(4
.

下)

这里

{h
。 ,

h
,

h }一 : ,

几
、 {f

。 一‘。
,

朋 一夕
,

那 一‘。}
尸J 一 口S

事实上
,

当j一 J 一 。时
,

可以得到微观屈服条件 :

r = h
。 , 仔= k

。

(4
.

sa ,

b )

变形带一种典型表现是晶格相川
一

于周围介质旋转的不稳定性
.

变形带的微观物理机制是不全

楔型旋错极子的运动和累积
.

因此
,

引入塑性旋转矢侵护表示相对于周围介质的独立的塑性

转对
.

在变形带中的几何变形 己可以表示为
:

L
, = 价(

vÀ n ) 一班
, Q ,

八
, 一污

, (n À t ) (4
.

g a ,

b )

或

D , = 宁
, M

,

M = 。 (v À n + n À v ) (4
.

1 oa )

三
, 一 (宁

, 一踌
, )。 ,

。一 : ( , À n 一 n À , ) ( 4
.

1 o b )

八
, = 占, K , K = n À t (4

.

1 1)

这里 v, = , ,

(p
, J , I , L ) ,

功
, = 功

,

(p
, J

,

I
,

L ) ,

占
, = 占, (p ,

口
, I , L ) , 占

,

是旋转 角必
,

的梯度
.

1和L

分别是位错和旋错的内特征尺度参数
.

当缺陷处于运动状态
,

它们可以是
“

平均运动距离
” .

事实上
,
三,是两种塑性转动之差

.

首先
,

是晶体中的单滑移产生的塑性转运W p = 俨Q
.

另一

塑性转动 W 二= 尸Q 可以看作相对于周围介质的独立转动
.

事实上
,

双滑移系统可以由方程

(4
.

9 )来描述
.

如果双滑移系统是
:

L盆= 宁全(n À v )
, L全= 穿( vÀ n ) (4

.

g a , b ) /

我们可以看到 尸二 价犷+ 渭 和书
’ = 2讨

.

当三, 一 。 时
,

我们可以推出
,

少犷= 讨
.

在这种情况

下
,

塑性变形是纯剪切
.

当
’

犷= 。时
,

塑性变形是简单剪切
.

。, 一

平
户+ 解 侈+ 弩竺

‘+
架巴L

一 。: 户+b
,
手+ 。 , j+ 几 ,

U P (7 U u . u ‘
(4

.

二2 )

‘一嘿
户十 口必

;

口口

‘ _
口j p 二 日占p

。‘ ~ 刁万 p 十 口J

一谬+

侈+

等
‘+

器
L
一

户+ “2

”+ a Z
‘+”

Z J

餐巴
‘+

器
L
一

”+ “
3

‘+
a 3
‘+ ”

3J

(4
.

13)

( 4
.

14 )

方程 (4
.

12)
,

( 4
.

13)和 (4
.

14 )清楚地表明
,

塑性流动速率取决于位错和旋错的生成和运

动速率
.

如果我们建议
, a ‘= b‘一 o (‘= 1 , 2 , 3) , 塑性流是p和浮的隐函数

,

亦即
, , p = 下, [l(p )

,

L 归) 〕
,

功
, = 功

,

仁l( p )
,

乙脚)卫,

己
p
一占

,

〔I (p )
,

L脚) 卫
.

因此
,

少’= a lj+ 刀
I J ,

乙
p = a Z j+ 刀

Z J ,

和 沙一 a 3 ) + 刀
3J

.

如果我们假设
, 、-

a l一 a Z

a 1

刀
, 一刀

2

刀
,
和从: 和拼的定义

,

塑性功成为

七r {T丁D p + T于三力
T + 卜“A户

下

}= (a
, : + a 3拼) j+ (刀1: + 刀

3拼) J ) o ( 4
.

25 )

方程 (4
.

15 )表明
,

微观结沟 巨的塑性
,

耗散功等价于宏 观塑性变形的塑性功
.

在这样的

假设下
,

最大嫡增定理等价于宏观塑性理论中的最大塑性功耗散定律
.

由 最大塑 性 功 耗散
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定律的实现可以确定出塑性变形速率张量或方位张量M
,

Q和K
.

上述讨论建议下述的最大值问题
:

m a x 笼t r [T 吞D
, + T否三力

’

+ 林
乙
A户

刃

卫}

或

m a x {t r [T否M+ p T于Q+ q 卜乙K〕卜

(4
.

16 a )

(4
.

1 eb)

这里 P~

心, 一磷
,

价,

q ~ 加/尸
.

和约束条件

七r M= 七r Q= t r K = 0

、r (MM)一 :
,

tr (。Q , ) 一粤
,

t r
(K K

·

)一 )

利用拉格朗日乘子法
,

得到

(4
.

1 7a )

(4
.

1 7b )

箭
一。·‘, 一几

1 , 一 2 “
:
“一 0

器
一 (、

, 一‘
·

, T , 一 “
3
, 一 2“

4
“一。

毙
一“

·。
“一 “

5
, 一 2“

。
K 一 。

(4
.

1sa )

(4 一 sb )

(斗一 se )

其次 从方程 (4
.

几1 :

16 )(4
.

17) 给出的约束条件
,

得到

丝
一

七r T 乙

几
3
~ 几

。
= 0 (4 一 g a ,

b )

和流动规律

M=

; : 一、,

、
。 ,

、
。
一

头。
,

几
‘
~ (价

, 一 书
,
)斌了云

命
‘于

’
一

命
(, 卜 叨

’

)或 。一

众
针

’
一

载

(4 一 g e ,

d )

(4
.

1 9 e )

(s二一 下夕
‘

)

(4
.

Z o a ,
b )

Q二
T否

2双J
。
一
二气

一

(s
。一 T黔 或 三p 二

乙
习 J a

咬, 一声
,

2斌J
。

T否
价, 一护
2材J

。 (S
。 一 T母)

(4
.

2 la ,
b )

K一 不

共
一
。: -

~

书台 (。一 。
”)或^

, 二

习 Z J 声
丫 乙J 产

6 p

斌百兀
卜L =

占
D

澎ZJ
(朴一卜

”
)

这里
,

J一冬t r : T于
’

: 于
r

:
,

,
。
一
粤

t r [ : : : 于
’

乙 ‘

(4
.

2 2 a ,

b )

,
。

一之
一

七r [。: ; : ·

]
,

: ; 一 s
。

一

去
t r s

。 .

乙 O

至此
,

宏观塑性流动规律 已从塑性功最大耗散过程推出
.

从方程 (4
.

5 )和 (4
.

6 )给出的微

观屈服 条件
,

得到

r = m a x {T于
’

M + 、T吉Q
, }= 斌兀 + 、材万

~

= 人
。

(4
.

2 3 )

斌可万一 m a x {卜L K r

卜为
。

(4
.

2 4 )

如果我们把 材 J 和斌J
。

看作两个独立变吐
,

屈服条件 (4
.

2 2 )可 以分解为下列两个独立的屈 服

条件
:
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斌 J ~ 砚 和 斌
一

J
a

一峨 (4
.

25 a ,

b )

这三个独立的屈服条件把塑性变形区分为部分塑性变形和总塑性变形
.

从微观分析中所得 到的结果
,

能够推出C o s se ra 七塑性力学中的各种宏观的本构理论
.

当三, = 0 ,

我们得到 W ’~ W 享
.

在这种情况下
,

我们可以得到两种可能性
:
一是部分塑

性变形
,

反对称应力处于弹性变形 (双
.

不
一 < h急)

.

另一是升~ 0 和本构模型退化为 C os “e r a t

塑性力学中的对称模型
.

如果偶应力被忽略
,

本构模型退化为经典的塑性力学
.

我们考虑这

样的情形
,

即微转动角消失
.

总偶应力卜和反对称应力To 一定消失
.

塑性旋W , 可以表示为
:

W
’~ 少, Q二 一少,

T分
2斌 J

。 (4
.

2 6 )

在上述关系中
,

我们必须补充关于残余应力 (b a c k s tr e s s) 的
“

本构方程
” .

在经典理

论中
,

仅定义了关于对 称残余应力的几何硬化方程
.

当反对称残余应力张量也能够由对称残

余应力和塑性应 变率张量描述时
,

T分
2斌 J

。

一

赤
[T ; D , 一 D ’‘“〕

(4
.

2 7 )

由位错的单滑移所产生的塑性旋能够由下列方程来确定
.

w

一
,

:
「T , D一 D , T , 〕

(4
.

2 5 )

由方程 (4
.

28 )和 (4
.

26 )
,

推出 t
。

~ △斌 了舀
.

因为斌 7 石
~

是一种
“

特殊的流动应力
” ,

本构常

数 t
,

是与塑性变形有关的函数
.

五
、

各种 C os ser at 塑性力学的本构模型的微观机制

屈服条件在宏观塑性力学理论中起着十分重要的作用
.

在宏观 C os s e r a t 塑性力学的理

论框架中
,

响应于独立的几何变形存在有独立的屈服条件
.

L IP p m a n 认为在 C 。朋 e r at 介

质中的屈服条件是 18 个
,

和建议使用两个独立的屈服条件
.

一个屈服条件是关于应力的和另

一个是关于偶 应力
〔“ ’.

根据应变能的考虑
,

O le si a k 认为有两个独立的屈服条件
:
剪 切屈

服条件和旋转屈服条件
’‘”

.

根据微观分析
,

存在三个独立的屈服条件
,

这三个屈服条 件 响

应于独立的几何变形
,

旋转角
,

旋转角梯度和剪应变
.

这三个独立屈服条件塑性变形 化分为

部分塑性变形和总塑性变形
.

为简便起见
,

人们习 股于使用一个统一的屈服条件
,

而 不是独

立的屈服条件来描述总的塑性变形
.

事实 土
,

这两种模型是等价的
.

由方程 (4
.

1 0) 和 (4
.

1 1) 暗含着这样的关系
:

答
一、卜之;

‘·〔D
·
D ’〕

枷一切一、
二

一

大
‘r :三·三。

答
一 、

下
一

之;
‘·〔A·A ”

’

〕

勺此 : 方程 (4
.

1的 ~ (4
.

2 1) 能够写作下述形式
:

(5
.

1 )

(5
.

2 )

(5
.

3 )

, 一兴
‘合

’

(5
.

4 2
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= 理二互亘下
M J

。 (5
.

5 )

A , =
斌

一

石
~

斌 J
,

在总的塑性变形状态
,

V a r d o u la k i。
,

M u hlh a u s 和 B e o d o

塑性流是
【‘“, I “” ‘5 ’:

(5
.

6 )

假设同一的有 效 应 力和

一之合而
一

了T于万于i
+

众
‘· (T : T于

丁

) +

盗
一

、· (。
· , : 7

)〕

‘
:

一

之合
。‘r (D

·D · ) + m ‘r (w ·w 二) + · t r (, ·。, ·

)

(5
.

7 )

了音l粤
+
粤石一‘

, ,
“
+ ·‘, ’

」 (5
.

8 )

在总的塑性状态
,

得到这样的关系
:

价,

一一二 二一 二二二 尺 , .

2几
:

俨 一革
,

2几
:

k砂
,

(5
.

g a ,

b
, e )

斌 J
,

刚 J
。

_
一 J ‘ ,

—
刚 J

。

J
a ,

—
~

r 留
f

, (5
.

1 Oa ,

b
, e )

T ‘

这里f
‘

和k ,
(i=

; , a 小, j~ ? ,

功
,

句是比例系数
.

将方程 (5
.

9 )和 (5
.

1 0 )代入方程 (4
.

2 Ob )、 (4
.

2 2 b )
,

得到 :

D , -
k , 又

:

下
L 护

口 (5
.

1 1 )

_
_

k
‘

几
,

二二 ,

一 -
二

_

乙
卜

月Z�名丁;
,

.

一犷
一 一 f

“

k
,

八F
~ 一矛竺

J 户

T于 ( 5
.

1 2 )

( 5
.

13 )

塑性功满足下述关系
:

[T登D
p + T吞三, r + 卜乙A , T

〕~ 2 : :

兄
:

(5 一 4 )

刀
一一

一朋月U

�

矛
.

一
‘

左

阴一一

j

子J一
J

向

一一
8
一y

尸才
口

一
,

左

当且仅 当

因此
,

流动规律可以写成下述形式
:

。一食
一

: ;
’

二 p
_ 二1 升

( 5
.

1 5 )

( 5
.

1 6 )

几
, ,

八
通 少

-
-

一 卜山
r 名

显然
,

与上述流动规律相对应的屈服条件可由微观屈服条件来确 定
.

扭一 )和 ( 5 一 5 )、 ( 5
.

1 7 )
,

得到
:

(5
.

1 7 )

由 方 程 ( 4
.

10) 、

· :

一

了{〔
‘· (T令

‘

T于
尸

) +

鑫
L· ( T于T “; ) + 么

‘·‘卜“卜
· r

,
」 ( 5

.

1 8 )
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一粤(: + 、。)一、:
S

这里 乙
,

几
,

创是描述塑性变形的临界状态的常数
.

由类似的方法
,

也可 以证明 L ip p m a n 建议的两个独立的屈服条件的 Cos se ra t 塑性模

型
.

等价于三个独立的屈 服条件的塑性模型
.

至此
,

使用连续化模型建立了非对称塑性力学的物理学模型理论
.

事实上
,

这一新理论

是 由 A if a n 七is 建立的塑性变形的物理学的进一步扩展到非对称塑性力学
.

这一 新的工作给

我们能有一个简单物理学模型来理解涉及到塑性旋转的复杂的力学现象
.

因此
,

在经典连续

介质力学的框架中不可能求解的旋转带等问题
,

可以利用本文所建议 的新理论来求解
.

致谢 作者非 常感谢他们的导师杨桂通教授对此研究工作的大力岁持和帮助
.

一
、

一

李十
一

杯
一

于
一书火 二丁么

曰

、 一一~ 一~ 一二)物一 一 一 一

_ _

一 ‘丁丁、 一一

圈2 变形带

附 录

附录 I

从方程(3
.

9)
,

得到解为
:

1 _ 。 _
。

J = 万诬一‘占(“口 百
t

I

v
,
p + “D :

, 1

v
.
d + (

“D 犷
,

一 6 c 了
·

) v
,

p + (e D 里一 己C吧
.

)v
,

浮

·

乃(D 厂
U : 〕p + D 犷

,

。 」吞) (一 (e a 一 6 a
)) + (e 下一各b )r + (e亡一乙f )料 1 (A l

.

1 )

1

d 6 一刀e {(d D 忍
二

一刀C C
:

)V
。
z
〕

+ (d D 厂
。

一 刀C 气
.

)V
。

d + d D :
。

V
o
p + d D 二

。

V
,

沙

一刀(D 厂
。 : 〕p + D 犷

。 , }J ) + (一 (d a 一刀
a
) )+ (d y一刀b )

: + (d 或一刀f )环}

1

“下
‘。。

一 dc 瓦 [
e 。

D 汽
,

V
口
p + e 。

D 月
,

V
。

吞+ (
e ‘D 品 一 乃

c

C 忍
‘
) V

o
p

+ (e 。刀月
,

一 各
。

C 巴
.

)v
o

J
·

6
。

(D 广
。。 :p + D r

、 , :汐)(一 (e o a ‘

一 己
。a 。

))

+ (e e
夕
。

一 6
。

b
。

)
二。 + (

e 。

亡
‘

一乃
e

f
。

)拼
。

」

1

d
e

乃
。

一刀
。e : f(d

。

D 品 一 刀
‘

C众)V
一
p + (dc D 君

。

一 刀
。

C 具
。

)V
,

沙

+ d
。

(D 扩
,

v
。
; 〕+ D 望

. ,

v
。

口卜刀
。

(D 厂
。 . ; 户+ D r

, 。〕沙) + (一 (d
‘ a 。

一刀
‘ a 。

))

+ (氏 ,
。

一刀
‘

b
。

)
r 。

+ (d
。

g
。
一刀

。

f
。

)“
e

当采用塑性变形不可压缩的条件
,

得到
:



非对称塑性力学的物理理论 4 6 9

e 。护。一 各
c

b
。

二 o
, e e

亡
。

一各
e

f
。

二 o
,

d
e
下
。

一刀
。

6
。

= o
,

dc 乙
‘

一刀
e

f
‘

二 o
(A l

.

2 )

附录亚

从方程 (3
.

n )给出的流矢量的定义
,

得到
:

d i, j = V
。

j+ v
.

j
。
= 一 [A

, 。

V 乙
、,

+ 月
, ”

v孟
。

+ 月
, 一

V 孟
。

+ 月
,

v
。

+ A
.

V
:

」p

一 [B
, ,

V 子
,

+ B
, ,

V 孟 + B
”,

V 孟
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