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摘 要

本文证明了具有不依赖千时间灼不变量 沟三维常微分方程组所描述的动力系统 相 对于一广义

Poi ss on 括号可以改写为H a m ilt o n 系统
,

并且这些不变量就是 H a m ilton 量
.

做为例子
,

我 们讨

论了K o r m a e k 一M
e k e n d r i e k传染病模型

,

所得结果推广了Y
.

N u t k u
的结果

.

关键词 P o is s o n 括号 H a m ilt o n 结构 b i一H a m ilt o n 结构 不变量 K e r m a e k-

M ek e n d r ie k传染病模型

一
、

引 言

生物学中的许多现象都可用动力系统作为模型来 描述
,

如描述传染病流行的 K e r m a c k
-

M c k e n d ri c k模型 【”
.

由于其中一些系统容许有 b i
一

H a m il 七。n 结构
,

从数学的观点来 看它

们是很有意义 的
.

此外
,

常微分方程组的H a m ilt o n 系统在经典力学和量子力学的理论 中有

相 当的重要性
.

能识别 出一动力系统中H a m il to n 结构的存在性是有许多好处的
.

特别地
,

我们有可能利用能量
一

C a s im ir 方法 : “’来讨论相对平衡点的稳定性
.

L
.

A n d r e y在〔3」中指出
:
动力系统

毖二 X (x )
, x ,

X 〔R
”

(l一 )

是H a m il 切 n 的一个必要条件是

d iv X = E
口X

口x (1
.

2 )

后来
,

F
.

G o n za le z 一
G as c 6 n 指出条件 (1 2) 并不是充分的

,

这是由于 L
.

A n d r e y 仅考

虑辛形式是由。一 d xl 八d 扩 + ⋯ + d x ” 一 ‘

八d x ”

给出的 H a m ilt o n 系统 ‘弓’.

近来
,

Y
.

N u tk u 给

出了两个不满足条件 (1
.

2) 时具有H a m il t o n 结构的例 子
,

他指出 L ot k a 一V ol t e r r a 方程

组 〔”和K e r m a e k 一M e k e n d r ie k传染病模型
t”都具有b i一H a m il七o n 结构

.

本文将证 明每一

具有不依赖于时间的不变量的
,

由常微分方程组描述的三维动力系统 (俄记作 3 D O D E )
,

相对于一广义 P oi s o o n 括号可以改写成一 H a m il切 n 系统
,

并且这个不变量就是 H a m il七o n
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函数
.

我们知道
,

每一 3 D O D E 至多 有两个不依赖于时间的不变量
.

如果我们找到了两个这

样的不变量
,

那么我们就可以确定两个不等价的H a m ilt o n 结构
,

并进而 可以 判定该系统是

否具有 bi 一H a m il切 n 结构
.

此外
,

对于具有两个不变量的动力系统
,

我们利用这些不变量就

很容易确定所需的广义 P oi s s o n 括号的结构函数
〔日’.

1)] 卜这些都可在所要讨论的K er m a c k -

M c k e n d ri c k传染病模型中得到充分体现
.

二
、

定 理 的 证 明

为证 明本文的主要结果
,

我们先引述关于P oi s s o n 括号的结构矩阵的结论
.

命题 (〔6〕中第3汉页的命题 6
.

5) 设M g R 优
为一开子集

, x = (分
,
⋯

, x哟 〔M
,

且J (x)

= (J
‘’
(x )) 是元素定义在M上的函数的。 只 。矩阵

.

则J (劝是M 上P oi s s o n 括号

{F
,

H } = V 尸
·

J V H (2
.

1)

的结构矩阵的充分必要条件是J (劝具有以下性质
:

(a ) 反对称性

J
‘, 又火 )二 一 J , ‘(义

, 、‘
,

。b ) J a e o b i
」

匣等式

(2
.

2 )

乙 [J ‘·J柔
“
+ J

沁·

J攀J + J , ,

J季
‘

] =
; ) 又i

,

j
,

k = 济 ) (2
.

3 )

对所有 x 任M成立 (在本节中
,

所有下标都表示相应变量的偏导数
,

例 如
,

J }
2 = 万

‘“

/ 口分)
.

很容易验证 当。 = 3时
,

J ac o hi 恒等式 (2
.

3) 可化为恒等式

J
‘Z
J孟

3

+ J
, 3

J里
3 一 J

‘3
J互

2 一 J
2 3
) 岌

2
+ J

, Z
J I

“一 J
2 3
) 聋

“
= o (2

.

4 )

上面利用了J (x) 的反对称比
.

有了关系式 (2
.

4 )
,

我们就可以证 明如下定理
.

定理 任何具 有一个不依赖于时间的不变量的
,

由常微分方程组描述的三维系统都可以

写成H a m il 七o n 系统的形式
,

且 H a m il七。n 量就是这个不变量
.

证明 考虑以下的 3 D O D E
,

分,
= f咬

二 ‘, x Z , 、3 ,
t) (2

.

sa )

, ‘= 夕(、
‘, 、2 , 二 3 ,

t) (2
.

sb )

分3 = h (x
‘ , 、 2 , 二 3 ,

才) (2
.

se )

并且假定I (x
, ,

扩
,

尸 )是以上 3 D O D E 的一不依赖于时间的不变量
.

我们 的 目的是寻求一

结构矩阵J (劝使得系统 (2
.

5) 可以写成H a m il 七。n 系统的形式
:

(2
.

6 )

.
子了g

不失一般性
,

我们假设1
3
铸 。

.

J ‘2
1

:

+ J ‘3
1
。= f

一 J
‘“
1 1 + J

“”
1

3 一 g

一 J
‘81 1 一 J

“31 : = h

h

(2
.

6 )等价于 以下方程组

rjr
�,
J

了!l
几、\

J一一

\、l
es

j
.

劣
。

X
。

X
,

!l
气、、

(2
.

7 a )

( 2
.

7 b )

(2
.

7 c )
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在假设1
3
专 。及I是系统 (2

,

幼的不依赖于时间的不变哥的条件下
,

很容易观察到方程组 (2
.

7)

等价于 由 (2
.

7 a ) 及 (2
.

7 b ) 构成的方程组
,

且 由 (2
.

7 a ) 及 (2
.

7 b ) 可以得到

J
‘“

= (f一 J
’“
I

:

) / 1
3

J
2 5
二 。夕 + J

‘2
1 , ) / 1

3

(2
.

8 )

(2
.

9 )

将 (2
.

8) 及 (2
.

9) 两式代入恒等式 ‘2 4 )
,

经过一系列的简化就得到一阶半 线 性偏微分方

程

fJ兰
“
+ g J 盖

“ + hJ 鑫
“

一 “
2

恤
‘

1一

知
3 一

会
头
)
一

赞
+

伙 (2
.

1 0 )

如果我们考虑与偏微分方程 (2
.

1的有关的C a u c h y 问题
,

则理论 上就可以得 到 解
‘7 ’ J ‘2 ,

从

而我们完成了定理的证明
.

三
、

K e r m a e k 一

M e k e n d rie k 传染病模型

作为上述一般结果的一个应用
,

我们来考虑口〕中曾 经 考 虑 过 的 K e r m a C k 一M C k e n -

r di c k传染病模型
.

这个模型是由以下 常微分方程组描述的
,

泞二 一 : 5 1
,

I = : 5 1 一 a l
,

左= a l (3
.

1

其中 S
,

I
,

R 分 别 表示可 被感染者的数 目
,

被感染者的数目和被感染者中迁出的数目
.

常

数
。 , r 则分别确定 了被感染者的感染率和迁出率

.

很显然系统 又3
.

1) 具有两个独立的不依赖

于时间的不变量

万
1二 S + I + R (3

.

2 )

和

“
2 一

了
‘0 9 5 + R ‘3

.

3 ,

通过直接计算 (注意到口厅
,
口R = 盯 f

Z

//d R 一 l 午。 可以看到
,

分别以汀 l和汀
2

为 H a m il
-

加 n 函数的H a m ilt o n 系统的P oi SS o n 括号的结构矩阵J l和J
,

的元素J I
’

和J 鑫
’

满足同一偏微

分方程
.

这个偏微分方程是
一 : : ,呀犷

十 、r : , 一 。 , )

口O

口J
‘“ 十 · ,

豁
一‘

1 2

〔rs
一、 (3

.

4 )

由于盯了
, / 口R = 口月

:

/ 口R 年 o ,

我们可以假设C a u Ch y 问题的初值为

J
‘2
(S

,

I
,

o ) = P (S
,

I。 (3
.

5 )

下面我们求解 C a u c h y 问题 咬3
.

4 )与 叱3
.

5 )
,

这一 问题 的解可通过求解如下常微分方程组

得到
.

贫一
r“‘

炭
一 rs ‘一 “‘

贫
一 “‘

一

奈一
、r“

一
rI ’

(3
.

6 a )

(3
.

6 b )

(3
.

6 e )

(3
.

6d )



S (o ) = s ,

I (o ) = 5 2

R 又。) = 0

z (o )二 夕(
5 1 , s : 、

利用不变量万
; 和万

2

知
,

S + I + R 二 5 1 + s :

(3
.

6 e )

(3
.

6 f)

(3
.

6 9 )

(3
.

6h )

R 月 竺 1 0 9 5 口 ,

二一 1 0 9 占l

r

(3
.

7 )

(3
.

8 )

由 (3
.

7 )及 (3
.

8 )知
-

S = s : e x p [一 (: / a )R 〕

I = s ; + 5 2
一 R 一 5 le x p [一 (r / a )R 〕

以及
5 1 = S e x p 红(r / a

)R 」

s :
= S + I + R 一 S e x p [ (r / a

)R 〕

另一方面
,

利用关系式 (3
.

9 )及 (3
.

1 0 )
,

由 (3
.

6 c )及 (3
.

6 d )得到
,

(3
.

9 )

(3
.

10 )

(3
.

1 1 )

(3 一 2 )

省
星 一

(
一

补今a)d
“

一

卜二
一“

{
-

+ 二二

“ 《
.

r : le x p 〔一 (r / a )R 〕一 a

(5 1 + s :
一 R 一 s ,e x P〔一 (r / a )R 〕J

““

二
R + ‘0 9 : ·、一 +一

R
一

e x p 仁一 (
·/ a

)R 〕)〕} (3
.

13 )

考虑到初值 (3
.

6 9 、及 娜
.

oh) 就可以得到以 上常微分方程 (3
.

1 3 )的解为
:

: 二 p (5 1 , : 2

)(
5 1 + 5 2

一 R 一 s le x P L一 (
r / a

)R 〕)e x p 〔一 (
r / a )R 〕/ a Z

将 (3
.

11 )及 (3
.

1 2 )两式代入上式就得到C a u Ch y 问题的解为
:

(3
.

x 4 )

J
‘2

(S
,

I
,

R ) ~
夕(S e x p [ (: / a )R 丑

,
S + I + R 一 S e x p 〔(r /

a )R 〕)Ie x p [一 (r / a )R 」
S + I + R 一 S e x P [ (r / a )R 〕

这样
,

系统 、3
.

1) 就可以写成以下的H a m il七。n 形式
,

(3
.

15 )

(3
.

16 )

�If、JJ一rl门1一r八创
一
口浏一口创一d汀

矛l!1
.

!
,、、

J一�

、
、、...

⋯
.

.

.

j
J

飒
�

好践
一盯飒
一

胡了,.!1
L

.
。
r

‘
.‘

趁
‘

、

J一一

、、.
...

互l

!
;E
-

.
es,;

{泞

(
”

其中
J ;

“

八

一 J 子
3

0 六
一 J ;

“ 。

(i = 1
,

2 ) ( 3
.

17 )

以不J r

一一

J口......、
、

夕
l ( S e x p [咬r / a ) R 〕

,

S + I + R 一 S e x p [ (
r / a

)R 〕) I e x p [ 一 (
, / a

)R 〕
S + I + R 一 S e x p 〔(

r / a
) R 〕

J ;
3
。 一 : 5 1一 J }

(3
.

lsa )

(3
.

18 b )
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结构

J {
“
二 一 : 5 1 一 a l + J ;

2

八
2 二 九口 e x P[ (r/’川卿

,

s 十 I + R 一决
X p 巨‘: a 、

凡 飞Ie x p 卜 川山卿
S 十I + R 一泞c x p 扛r // 己 R 」)

J ;
3 - 一 : 5 1

‘,
3 一 rs‘一 a‘+

毛
‘;

2

(3
.

1 8 e 飞

、
.

3
.

1 匀a )

3
.

1 9 b )

戈3 lg e )

如果取力
1 - 一 p

Z
二 P

,

则 易见J
l

和J
Z

的仁企意线性组合仍为一 P oi 邪
o n 结构的结构矩阵

.

事 实

上
,

令

J = 几J z + 沪IJ
2 ,

V 几
,

沪,〔R 、 3
.

2 。)

则有

,
! 2

等
3

+ ,
1 3

蕊
3 一 ,

1 3

豁
“ 一 ,

之3

聪
2
+ ,

1 全

认
’“一 了

2 3

冬买
“

一
‘矛一。

2

,
l
一
rSI 甜

艺
十 二SI 一‘夕

份
2
十aI豁

之

〕

十 (尸一 川 )J孟
’
沙S 一 a 一 r

匀 一 。

上面最后一个等号成立利用了J孟
2

满足关系式 (3
.

、)
.

这就说明了J这一 3 x 3 反对称矩阵满足

恒等式 (2
.

4 夕
,

所以 J为一 P oi s阳n 括号的结构矩阵
,

也就是说系统 3
二

,

具有bi 一H a m il t o n

嗓构
.

特别地
,

如果取p ; (S
,

I) 二 一 p
Z {S

,

六 ~ 一 r S I
,

此时有
-

一 r S I O

一 。I

0

l 一 l

0 l

一 1 0

了二

n口nUlx

一、
l
、、

\ O

J
: 二 r S I

还有

J IV 汀
: ~ J

:
V 汀

, 一 。

成立
,

即汀
,

和 厅
2

分别为J
:

和J l的C a 滋m ir 函数
.

易见这些结米就是Y 入 u tk u
川 中所得到

的结果
.

在这节里
,

我们利用第二节所得到的一般结论详细地讨论
一

f K e r m ac k 一M c k e n d r沁 k

传染病模型
,

得到了 比Y
,

N u 七k u 更一般 的结果
.

值得一提的是
,

我们在 第二节所得到的一

般结论不仅从理论上证明了具有不依赖于时间的不变量的 3 D O D E 的 H a m il 七o n 结 构 的存

在性
,

统一了现有文献中有关 3 D O D E 的H a m ilt o n 结构的结果
,

而且 也
一

可以 由此得到比文

献 中结果更一般性的结论
.

这样从一般性结果中就可以选择一些更适 当的P oi s s o n 结构 (譬

如
,

上例所做的具有C a叭 m ir 函数的 P oi s s o n 结构) 来进行更进一步的讨论
,

这 里 不再多

说
.

此外
,

如果系统具有依赖于时间的不变量
,

但可以通过重新标化独立坐标变量而变成不

依赖于时间的不变量
,

则该系统仍可以改写成一 H a m il七o n 形式
.

关于这一结果我们 将 另文

报道
.
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