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摘 要

在本文中
,

功的互等定理法(R T M )被推广于求解基于 R e is s n 。 r 理论的厚矩形板弯 曲问题
.

首先
,

本文给出了厚矩形板弯曲的基本解
;
其次

:

给出了三边固定一边自由在均布载荷 作 用

下厚矩形板弯 曲的精确解析解
;

最后
,

我们分析了本文解的 数值结果
.

关健词 功的互等定理法 基本解 厚矩形板的弯 曲 R e i ss n e r

理论

一
、

引 言

在 1 9 81 年
,

我们首先应用功的互等定理于求解薄悬臂矩形板的弯曲
.

之后
,

我们继续应

用该定理于求解板的振动
、

稳定和弹性力学中的二维和三维问题
,

因此
,

形 成了 一 个 求解

板
、

壳和弹性力学 问题的系统方法
,

我们称为功的互等定理法 (R T M )
.

本文
,

我们将推广该法于求解厚矩形板的弯曲
.

对于考虑横向切变形影响的板 的 弯 曲
,

有 很 多 理 论
,

诸 如 R e is o n e r ,

H e n k e y
,

K ro m n ,

M in dl in 和 D o n el 卜P a n c 等理论
.

木文将采用最早期著 名的并得到广泛采用的

R e is o n e r 理论
.

对于 求解厚板弯曲的方法
,

有叠加法
、

变分法
、

有限层法和初始函数等方法
.

在这些方

法中
,

叠加法获得 了广泛的应用而且也是较好的方法
.

叠加法能被应用于 求解某些复杂边界条件的问题
.

但
.

是
,

它有二个缺点
.

其一是
,

把一

个复杂边界条件的问题分解为若干简单边界条件的问题并把它们叠加起来并 不 是件 容 易的

事
.

例如
,

叠加法是 由T im o s h e n k o 在 1 0 3 8年提出的
,

但是应用该法于求解悬臂薄矩形板的

弯曲却是在 1 9 80 年完成 的
.

其次
,

从头到尾的求解所有被叠加的边值问题过于烦琐
.

与益加法比较
,

功的互等定理法没有这些缺点
.

二
、

基 本 方 程

对于 R ei s s n er 理论
,

控制方程为
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边界条件 由简支边
、

自由边和固定边组成
.

如图 1所示
,

对于简支边 x 一 。,

边界条件为

附 = 听 ~ M
,

二 0

对于自由边 x 二 a ,

我们有

Q
,

= M
, , = M

:

~ O
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三
、

基 本 解

如图 2所示
,

我们取只受单位横向二维 D i ra c k 一 d el 恤函数 占( x 一雪
, g 一功 作用的简支矩

形板为基本系统
.

在这种情况下
,

控制方程 ( 2
.

1) 成为

D V 4

研
, = 乙(x 一占

, y 一刀) ( 3
.

x )

我们称该基本系统的解为基本解
.

易于知道
,

该基本解为

.戈�
皿.。.,.....几

l卜口
,.昌,..五

OOOOOOO OOO



求解厚矩形板弯曲问题的功的互等定理法 3 69

研
1 (%

, , , 省
, 刁) =

5 in a 。占s in 刀
。

叮

口乏+ 六 )
“

s in a o x s in 刀
”

夕 (3
.

2 )一
甘

O

4一)a

或

才
1
(
x , 刀; a 一雪

, 粉) = 品
一

息
2

仁(1 + 刀⋯‘h刀二 )一刀
·

‘一睿)。‘h刀
·

‘一“’

一刀
二
x e 七h刀

, 二」s h刀
,
x s 11刀

s h

,

(a 一占)
5 in 刀

。

刃s in 刀
”

夕 , 。《 x 《占 (3
.

3 )

不厂
,

(a 一 x 。

夕 ; 占
.

刃少=
D a 云

n ‘ 1 , 之

[ (l 弓
一

刀
。 a e th刀

。 a ) 一刀
,

占e 七h刀
。

省一刀
,

(a 一二 )

,

e 七h刀
。

又a 一 x )〕
S h刀

, . ; a 一 x )s h月
。

雪

刀君s h刀
。 a

5 in刀
,

刃s in 刀
,

夕
,

占(
x
《

a
(3

.

4 )

或

研
l (%

,

, ; 宜
,

b 一刁) - 去、该
:

〔、l + 一“
·‘h一“卜一

“一
、·‘h
一

“一 ,

一
“

。、h。 二 , : s h恤默盆里跪
一”

s in a , 占s in a 二 % , o簇夕《刁 (3
.

5 )

附
1 (x

,

b 一刀; 蜜
, 刁) =

D a 乙 〔(1 + a o be t h a o b )一 a 。。e 七h a 。。一 a 。 (b 一刀)
价 一 l 一2

一加一
a一

·

e 七h a 二 (b 一 , )〕
s h a 。

(b 一 , )s h a 。冲

S h a o b
5 in a 。占s in a o x

,

勺《夕《 b (3
.

6 )

其中
用汀

a 仍 =

—a

刀
,

一

粤口
从式 (3

.

2 )、 (3
.

6 )可以看出
,

厚板基本解的形式和薄板的完全相同
.

这一相 同形 式的发

现奠定 了求解厚板问题的理论墓础
.

但是我们必须指出
,

对于薄板 问题
,

方程 (3
.

1) 的右端

项代表单位集中载荷
,

而对于厚板它没有任何力学意义
.

为计算厚板方便
,

我们称d (x 一氛

刀一 亏)为拟单位集中载荷
.

为计算实际系统的挠曲方程
,

把基本解的边界值放在附录中
.

四
、

在均布载荷作用 下的简支厚矩形板

如图 3所示
,

把在均载作用
一

F的简支厚矩形板看作实际系统
.

在图 2 基本系统与图 3 实际系统之
{
、

}{应用功的互等定 理
,

并 且 把 q 一 (h
“

/ 1 。)〔(2 一
, )/

(1 一 ; )〕V
Z q看作为实际系统的等效载荷

,
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1) 中并将q展成双三角级数
,

我们得到
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易于验证应 力函数 甲 = 。
.

前述结果与仁5」的完全相同
.

这就证明了功 的互等定理法的正确性
.

但是与〔5 〕比较
,

功

的互等定理法是极其简单的
.

我们愿 意指出
,

在 [ 4 〕中处理控制方程 (2
.

1) 右端项的过程中存在着一些问题
,

因此 〔4 〕

中结果 的误差较大
,

特别是 当h/ a 增加时
,

该误差就更大
.

在表 1中
,

我们给出了本 文与 〔4 」

结果 的比较
.
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五
、

在均布载荷作用下三边固定一边 自由的厚矩形板

1
.

理论与计算

在本节
,

我们将应用功的互等定理法求解如图 4 所示在均布载荷作用下三边固定一边自

表1 图3板中点的挠度附
.
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子每一方程我们只能取有限个未知数
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表 3 图 4中沿X , 。的奄矩材
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