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摘 要

经典弹性板理论采用了著名的克希霍夫(K ir o h hof f) ‘l‘拉甫(L o ve )
『” 的经典基本假定

.

在

卡氏张量坐标二
‘
(‘= 。

,
1

,
2 )中

,

这些基本假定是
:

(1) 略去横向即翔轴向正应变
,

即假定 e0 。= 0 ;

(2) 略去横向剪应变
,

即假定e0
。

二。
,

其中“二 1
,

2 ,
(3) 略去横向正应力

,

即假定 a0
。= 。

.

人们

利用这些假定
,

建立了应变位移关系和应力位移关系
,

再利用应力平衡的三维方程
,

通过跨 厚 度

的积分
,

找到弹性板中面上的各待定量所应满足的经典理论方程
.

前文‘3
,’, 幻

,

曾在不用克希霍夫
-

拉甫经典假定的弹性板三维理论中建立了一种近似理论
,

但并未证明这种近似理论的唯 一 性
,

也

没有研究相应的近似边界条件
.

本文将用三维弹性体的广义变分原理
〔‘」研究相同的问题

.

本文通过

变分驻值条件
,

求得唯一的近似方程和相应的近似边界条件
.

本文详细研究了一级近似的平 衡 方

程和近似边界条件
.

关 . 词 三维弹性板 克希苗夫一拉甫假定 卡氏张量坐标

一
、

三维的弹性板理论及其边界条件

设x .
(‘= 0 , 1 , 2 )为弹性板中各点的卡氏坐标

,

其中 x 。

(a 一 l , 2 ) 为弹性板 中面上的一对正

交坐标轴O x
。

的坐标
, x 。

为垂直于中面的坐标轴O x 。

的坐标 (图 1 )
.

在下文中我们用小写英文

字母角标‘
,

j
,

k
,

l⋯等代表 (o , 1 , 2 )三个三维 角标
,

而用小写希腊字母 角标a ,

刀
, v , 。⋯ 等代表

ooo(h
点)

///// I,

(x 。 ,

x 1 .

x :
) U

:

(x 。,
x , . 二 ·

\

图 1 弹性板的中面卡氏坐标(二
‘

)
,

以及板内任愈点尸(x 。 , x : , 戈 :
)的变形位移矢工 U ‘

. 1 9 9 4年5月 1 5 日收到
.
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1 9 。 钱 伟 长

(1 , 2 )两个平面角标
.

用伪 ,
代表应力张量

,

用‘ , 代表应变张量
,

它们都是对称张量
.

用 U .
代

表变形的位移矢量
,

它们都是x ‘的场函数
,

并在板内各任意 x ‘

上满足下列关系
:

1
.

应变位移关系 (限于小应变或小位移)

。‘, 一

合(U ‘, , + U , , ‘
) (‘

,

, 一。
, ; , 2 )

(1
.

1 )

其 中(⋯ )
, .
代表 (⋯ )对x ‘的导数

,

即

0 (⋯ )
, . _ _ 、

。 一
=

- - - - , 石, - - 一 I t = U
一 l 。

Z j
口X ‘

(1
.

2 )

在下文
,

我们对任一式的自由角标‘而言
,

将不再重复 (i二 o , 1 , 2 ) 的说明
,

只要某式有自由

角标
,

即表示该式在该自由角标取值 o , 1 , 2时分别代表三个相似的表达式
.

2
.

应力应变关系

E e。, 二 (1 + v
)a ‘, 一 v a . , d‘, (‘

,

j= o , 1 , 2 ) (1
.

3 )

其中 ‘,

j都是自由角标
, J , 。中的 k是哑标

,

几
。
代表 k逐一取值。, l , 2 时所得三项 。。。, 。; 1 ,

几 : 的

代数和
,

在下文
,

凡张量项的角标中有两个相同时
,

都代表该张量项逐一取值 o , l , 2 时所得

三项的代数和
,

这一对角标不论用kk 表示
,

或用“表示都是三项相加
,

和 k 或‘表达无关
,

所

以称为哑标
,

于是
,

我们有
e

一
e

一
e 。。+ e : : + e : : , a一 == 口“ = a 。。+ a : 1 + a : :

(2
.

4 )

U , , 。= U ‘, ‘=

另外
, 山,为克氏占符号

塑
+

些
+

粪口X o 口X l
’

口X :

(i= j)

(i特 j)
(1

.

5 )

,且八曰

Jr.、

一一
叭

O

(1
.

3 )式中E 为杨氏模量
, v
为泊桑比

.

(1
.

3 )式也可 以写成应变应力关系

a ‘J
E 1

l 一梦

一

{ (l一 v ,
)

e‘I + v le . , 占‘I } (1
.

6 )

其中 E I和 , 1
分别为平面应变问题中的折合杨氏模量和折合泊松比

,

它们分别是

E 1 E
f二沪

,
v1

V

l一 p (1
.

7 )

而且还有关系

E

l + v

E 1

l + v l
(1

.

8 )

、J.J

、夕、.刀.
。‘a

.‘L
-�“甘�门�

‘.‘,且,几
J

‘
、

:

J.二‘.几
‘了.、了.、

3
.

应力平衡方程

a ‘

川 = 一 p了
:

其中 p为弹性材料的重量密度
,

了
‘
为单位重量上所受的体积力矢量

.

4
.

板上下表面 ( x
。= 干h / 2 )上 的表面受力状态

a0
。
~ 尹

十

(在 x 。
一 h/ 2 上

,

乡
+

> 。为拉力
,

,
+
< 0为压力)

a0 。= 矛
一

(在 x 。, 一h/ 2上
,

p
一

> O为拉力
, 万

一

< o为压力)
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a 。。

= o (在 x 。
= 干h/ 2 上

, a = l或2 ) (1
.

10 e )

上式的自由角标a代表 1 , 2 两值
,
尹

, ,

尹
_

为表面所受外向拉力
,

而外加剪力在表面上都等于

零
,

这对大多数受力状态而言
,

都是满足的
.

当然
,

本文推导也很易推广到表面上外加剪力

不等于零的情况
.

5
.

板的边界面上的边界条件

我们将假定板的边界面一般都垂直于板的中面
,

在边界面上
,

称边 界位移已给的区域为

口
。 ,

称边界外力已给的区域为口
。 ,

于是有边界条件
:

U ‘一打.
(在口

.

上) (1
.

1 la )

a ‘. ”。‘ 云
. ‘ (在口

。

上) (1
.

1 l b )

其件 口
。

+ 口
。

等于边界面的总面积口
,

即

口
.

+ 口
,
二口 (1

.

1 2 )

”。 为边界面外向法线在二维平面内的 方 向 余

弦
.

口
。

和 口
,

可以有各种分布情况
,

有时可 以

很复杂
,

图2绘出了一些简单倩况
.

在以中面边界上的单元弧段d s
为基础的边

界面单元 hds 上
,

一般是由位移已给的几个层

段和外力已给的几个层段相间组成
,

我们将称

位移已给的层段为

h
: , 一” < x o

< h孟
忽, , (j= x

,

2
,

⋯
,

J )

(l
.

1 3 ) 圈2 边界面上各种。
“

和。
a

的分布情况举例

而称外力巳给的层段为

h梦一
‘、

< x 。

< h了
今’

(k = x , 2 ,
⋯

,

K ) (1
.

2 4 )

我们在下文将采用下列各简化积分符号

{ (..
’

)“x0 -

J 七

⋯ )d xo (1
.

1 5 a )

心几

|
|日几

- J月
werJ...

二

)d x 。
=

动监
‘ ’ rh

+ J, :
3 )

+ ”
‘

+ J*
( 2 , , 1 ) }

‘⋯’“x 。

(1
.

1 5 b )

⋯ )dx
。
一

畔 :
十

麟
十 ⋯ +

丁
丢

2 ‘’

h咨
, 丘一 ” }

‘二
‘

’“x 。

(1
.

1 5 e )

够口

.

|灿f九

由于边界面单元hds 是位移已给的层段和外力已给的层段相间组成的
,

所以我们有

J
:

(⋯ )‘X 。
一

工
.

(⋯ )d X 。
+

I
、。 (⋯ )d X 。

(1
.

l e)

我们在下文将称中面边界线的整个弧线域为
; ,

称凡有外力已给层段的边界弧线域为
; , ,

而称凡有位移已给层段的边界弧线域为
: “ ,

于是
,

明显地可 以看到

;
《

‘。 + s ,

( 2 ; (1
.

1 7 )

当中面全部边界线上的所有边界面单元 hds 中既有外力已给的层段又有位移已给的层段时
,

‘。 , s ,

之和为2s , 当中面边界线上有外力已给的弧段和有位移已给的弧段完全分开时
, : “ ,

s’之和为
‘ .
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二
、

弹性板在边界变形条件和边界力作用下

平衡时的广义变分原理

三维弹性体在边界变形和边界外力作用下平衡问题的广义变分原理
,

业 已由作者用拉格

朗 日乘子法研究过
: 6 ’.

三维弹性体的应变能密度
。
为

E 1

获石二气了 { (1一 v l )召, ‘召, ‘+ v le , , e : ‘}
乙 气i 一 v i )

弹性板在上下表面力 (1
.

10a
,

b
,

c)
,

体积力了
‘,

和边界面变形位移已给 (1
.

l la )

面外力 已给 (1
.

l l b) 的约束条件下 的广义变分原理可以写成

占刀 = O

其中H 为广义变分原理的泛函
:

(2
.

1)

和边界

(2
.

2 )

二一
{{!

。、x 。
、x :‘x : 一

{{{了
‘。。 ‘J x 。

、x l、x : 一

{{
一 (,

+
。 : 一 ,

一
。 ; )‘二

: d x :

J J J 丫 J 廿 户 了 J J 占‘0

一

Jl
。

:

(。。一 U
‘

) (a ‘

⋯ )d ·d

一仃
、 a 一U ‘d ·d一

(2
.

3 )

其 中 r
为整个弹性体的体积

,
二

。

弹性板上下表面的总面积
,

也是板的中面总面积
,

口
。

和口
。

分别代表边界面位移巳给和外力已给的边界面积
, :
为弹性板中面的边界弧长

, n 。

为 边界面外

向法线在二维平面内的方向余弦
,

U 右
,

U 石为上下表面的垂直位移
,

了
‘,
矛

, ,
夕
一 ,

U ‘, 厅 二‘
都是在

变分中保持不变的已给不变量
.

变分时
, 价, ,

U ‘,

伪,
服从应变位移关系 (1

.

1) 和应力应变关系

(1
.

6 )
.

通过变分
,

我们有

。二一 {{{
。。 、x 。

。x l 、x Z 一

{{{了
l。。。‘、x 。

、x l、x Z
一「f

_ (,
+
。。: 一 ,

_
。。 ; )、x ;、x Z

J J J , J J 砂 了
J J 告才。

一

几
。

‘U
‘一万‘, 一‘a ‘。

d 一d
一IJ

、“U ‘

一
d X O

d

一IJ
、a 一‘U ‘d ·d ·

其中
,

在利用了 (1
.

6) 式后
,

得 (2
.

4 )

仃J
,

。· 、一“一“

一瓜瓷
“一“一“一“

一拼
,

一“一“一“一“一

在进一步利用 了 (1
.

1) 式后
,

上式可以写成

爪
,

们
xo dx

l

dx
Z
一

瓜瓷抓鲁
+

碧
主

)dx odx
l

dxz

(2
.

5 )

(2
.

6a )

由于 a ‘, = a , ‘,

上式进一步简化

JJJ
,

。· d 一d一d

一班
,

a ‘,

昙黔
d一d一 d一

一

娜
,

{
。 · , 口己U

a

口x ,
+ a

。。
口占U

a

口x o
+ a o a

口d U
。 .

口占U
。

、
.

瓦
一

“

十。。。
~

百瓦
U 一

少
“义。“x , ““ (2

.

6 b )

用分部积分
,

我们证 明

JJJ
,
口 ￡。

口

尝dx
o

dx
l“

一爪
。

〔J ;
。

、‘一万
。

、 : ““一“、
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一

JJJ
a ‘
一‘U Od x od x ld X :

在利用了格林公式后
,

我们还可 以证明

(2
.

7 a )

fff d d U
I

JJJ
, CT ‘,

.

万天石一
‘x0 ‘x , ‘x :

一 ({
。 (。

, , 。 , )。。
‘
。x 。、; 一

{{{
。‘,

,
, 。。

‘
、x 。、二 1、x :

J J 。‘ 砂 J J 下

于是 (2
.

6 b) 式可以化简为
(2

.

7 b )

JJJ
,

‘。 d X O

dx
ld X :

一 [JJ
, a

一“U ‘d X O
d X I d X Z

+

JJ
。。

{a :
。‘U卜

a ; 。“U : )d X ld X !

+

JJ
。 “‘⋯‘U ‘d x o d ·

代入 (2
.

4 )式
, 整理后得

‘H一JJJ
,

‘。
‘, , , + ,

‘p , ‘U ‘d X O
d X ! d X Z +

仃
。。

、(a :
。一 ,

,

)“U : 一 (a :
。
一 ,

一

)“U ; }d / ld X Z

+JJ
。 ‘。‘

。‘U ‘一 : 。‘U ; )d X ld X

一Jl
、(U ‘一 U ‘

)二“a ‘。 , d X O
d ·

一

JJ
二〔‘

一
。·〕‘U ‘d X O

d ·

(2
.

9 )

因为H 为驻值时
,
占U ‘在 : 中

,

以及占U ‘,
d伪 ,

等在上下表面口
。

上和边界面口
。 ,

口
,

上的变分都是

独立的
.

所以
,

从 (2
.

9 )式驻值条件中给出应力平衡方程 (1
.

9 )式
,

上下表面受 力条 件 (l
.

10

a ,

b
,

c)
,

边界面的边界位移已给条件 (在口
“

上 ) (l
.

1 1 a) 和边界外力 已给条件 (l
.

l lb) (在

口
,

上 )
.

在证明中
,

我们利用了应变位移关系(1
.

1) 和应力应变关系 (l
.

6 )
.

这就证明了 (2
.

3 )

确为本问题的泛函
。

不三
、

最一般的不用克希霍夫
一

拉甫假定的弹性板理论

(e。。, a 。。, e o a

羊。) 和一级近似理论

我们在前文〔3
, 4 ,

5] 中业已指 出
,

在不用克希霍夫
一

拉甫假定的条件下
,

e0
。,

e0
。

既 然不等

于零
,

则可 以用x0 的幂级数来表示
,

一般可 以设

e 。

一刀 A ‘。 x 怎 (3
.

la )

‘。= E
(s ‘: , .

+ x . s 、: , , 1 、。

) (奋
h

Z 一 x ; )
x ;一

’

(3
.

lb )

其 中 A 。 ,
S 。: , 。 ,

S (2。 , 1 。

等都是 (
x l , x Z

)的待定场函数
,

通过 (1
.

1)式的
e 。。

表达式对x 。

积

分
,

得U
。

的幂级数表达式
,

把它代入 (1
.

1) 式的e0
。

的表达式
,

再对x 。

积分
,

得U
。

的幂级数表

达式
,

其结果为

U
.

(: . , x l , x :

)二
。.

(x , , x :

) + 乙
、
认

“戈,
1

二
““ (3

.

2 a )
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U
。

(x 。, x , , x Z

) = u 。

(二
, , x :

) 一
“。, 。 x 。 一乙

(。、 , )
耘、

A ·) , 。x :一

+ 2

鑫{六〔音
”
‘

- Z k 一 l

Z k + l

x
:〕

x “
’一 ’“(艺。, 。

+

命〔音
、

2 一

铺岛
X :」

X : ·5
2

一} (3
.

2 b )

把它们代入 (1
.

1) 就可以计算
e 。

, 各分量的表达式
,

再用 (l
.

6 )就可 以计算各应 力 分量的表达

式
,

其中u ‘

(x ; , x :

)实际上是中面各点的变形位移分量 , 它们和月 (, , ,
S 。: . 。 ,

S (: . + , 。。
都是 x , ,

x Z

的待定函数
,

它们所应满足的微分方程和边界条件
,

都可 以通过泛函H 的变分驻值条件来

决定
.

为了求得合理的近似理论
,

我们可以近似地从幂级 (1
.

la ,

b) 中取少数项来进行近似运

算
.

本文将从e0 ‘
中的幂级数 (3

.

la ,

b) 中各取一项的近似理论称为一级近 似 理论
,

称各取两

项的近似理论为二级近似理论
.

一级近似理论有
“。,

A (0)
,

S ‘: 》。

等6个待定量
,

而二 级 近 似理

论则有
“‘,

A (。) ,

A 。1》,
S 。: ) 。 ,

S ‘3 。

等 9 个待定量
,

依此类推
.

在一级近似理论中
,

我们将取e0 ‘
的近似表达式如下

:

一
A ‘。) , e 。

一(专
“

2
一 x : )

S 、: , 。

(3
.

3 )

而有关的U
‘

的一级近似表达式可以写成

U
。

= u 。+ A (。) x 。

U
。

= “。 一 “。, 。x 。 一

合
A (。) , 。x : + 2

(音
h

Z 一

音
x 。

)
x 。S (: , ·

(3
.

4 a )

(3
.

4 b )

应变分量除 (3
.

3 )外
,

其它分量可 以写成

。。
, 一咨(

“ · ,
, + “,

, ·

卜
“。, ·

, x 。 一

合
A

r。) , 。 , x :

+

(奋
”

2 一

合
x “

)
x 。

‘5
2 一 , + 5

2 ,
, ·

’
(3

.

5 )

于是
,

应 力分量 (1
.

6 )式可 以写成
:

a 。 夕=
E 1

l 一 V {;
一

(‘一 , ‘一
, + “,

, ·

, + 一“
, , ·

“
·

广 〔“一’
“。 , · ,

+ 一
。,

二 d
。

, 〕x 。

+ 一A
。
“
· , 一

{
一

奋(1

一 ), J 、 , 。 , + ·1 ,
。 , , , 。

。 , 〕x
;

差
‘

2 一

奋
x ‘

)
x 。

〔“一 , ‘S
(2 )一 , + 5

2 ,
, ·

, + 2一 S
: ? , ?‘

· , 〕
} (3

.

6 a )

尸
l一4/‘、

、

一!

了、E
+1

J o a

=

a 00 二

l + v ] (3
.

6 b )

E
}

l一 , 全{
· 1· · ,

一
v Z “。‘。

+ “
。

十 : 一

({
”

2 一

音
x “

)
x O

S
Z

一

一

{
一 , ZA

。 二 :

} (3
.

6 e )
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把 (3
.

4 a ,

b )中的U 。和 (3
.

6 a ,

b
, e )中的应力分量a ‘, 代入 (2

.

9 )式d U 。,
占a ‘, 中

,

并对劣。进

行积分
.

在口
。

中
,

我们可 以利用格林公式进行简化
,

如以尸
。

(x , ,

从)为例
,

有

几
。
尸

。 , ·

dx
l

dx
Z 一

J
。
尸⋯ds

(2
.

9 )式可 以化为用加
‘,

d A
。) ,

占S
: ) 。
等变分所表示的变分式

,
6 11 的驻值 条

己H 。
。 ,
占刀。。,

占H 月
。。) ,

d H S (: ) 。四部份分别为驻值的条件
.

现在以加
。

的有关各项之和为例 (即占H “。
)从 (2

.

的式我们有

(3
.

7)

件可以分开为

H ·。

一{{{
,

(a 。 。, ‘+ ,
·

p )“二 d X O
d X ld X Z +

11
。。

‘a “
。

一 ; 。, “二 d X ld X Z

一丁县J
。

。

‘U 夕一 U , )二 {
一

杏(‘一 , ‘“一
, + “·,

, 。

, + 一“
· , ‘
一}

d X Od ·

一

仃
。。

〔云
· ,

一
,

一〕“
·, d ‘

。
d ·

对x0 积分时
,

注意到

「 _ ,
‘.

J 二 _ 「
, _ , 二 、 J . J

_
, _ + _ 一 、 : 二

I 口 口 0 一Q u “一“人。~ I 、。 。 0。“ . ) , 。“ 人 。一 、。 a o一 L, . o J L, “ .

J 山 J 九

(3
.

。)

同时
,

引进薄膜张力分量N
。 ,

、
。 , 一 {

。。 , 、x 。,

、(*。 )
。

, 一
(

,

。 。 , ‘x 。

J 几 J n 口
(3

.

10 )

于是 (3
.

5) 式可 以简化为

‘“·。

一JJo
。

(
N

· , , , +

J
。

‘
· p d X 。

)
‘“

·

d X ld x :

E 1

1 一v 全Js
。

【J
、
“

(U 夕一万, , d

一〕{合
“一 , “一

, + “·, , ·

,

+ ·l。
。 , 。· , , ,

}
d一Js

。

{J
* 口 一 d X 。

一 N (。
。

)。, · ,

}
‘二d ·

(3 一 1 )

其 中
,

有关 x 。的各种积分号是 (l
·

15 )
,

(1
·

16 )
, S 。 ,

”的定义见 (l
·

1 7 )式及其说明
,

式 (3
·

1 1)

中的d“
。

在口
。

中和在
s ,

上
,

和加
。 ,

, 在边界
5 .

上都是独立变分
.

因此
,
占H 。。

的变分 驻值条件

给出
:

N
· ,

,
, +

上,
·。d X 。

一 。 (在。
。上 )

(3
.

1 2 )

(U
。 一刀

。

)d x 。= o (在
s。上 ) (3

.

13 )

厅 。 a
d x 。一N (、

。
)a , = 0 (在

s ,

上) (3
.

14 )

月

|九
.

|九

再研究有加
。
各项的泛函变分

,

称d刀中涉及加
。
的部份为己H “。,

从 (2
.

的式
,

我们有

。H一Jl上
、(。

。 , , , + 了
。

、)X 。。·
。,

一 (a 。, , , + ,
。。)。·

。

}、X 。
、x lJ二

2

+

汀
。。

“J ‘
。

一 ;
。
、一 ‘, 一 ,

一

) ,“一 d一d

一仃
。。

、、。‘
。

+ 。 :
。

)“一夸
d一 d X ·
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七县丁乐
.

‘U一 U
·

, 【合
“一 )“一

, + 一“
·, 。。

, 7 ,

」
·, 、·d xo

+[J 、、(厅

一
, · , )X O

d ·
。,

一 (。
, 。

一
。。 ·。

)。
·。}、·‘X 。

(5
.

15 )

对x0 积分
,

上式化为

。H
一仃

。。

{〔
M

。 , , , 一 Q
。

+

J
.

,
· p X Od X 。

〕“
。,

一 [
。一 + (,

,
一 ,

一

)

+

1
.

,
。p d 二·

」
‘一

}
d X ld 、 +

合工
.

认
.

U
·

x0 ‘x0

一

工
。

U
·

xo d X 。

}
“ ‘

一 ,“
。, · ,

+ 一。
。 , 、

。, , , }·, d ·

味
。

{盯
、
一

d X 。
一M (、)叨

·,

]“
。, ,

一

盯
、 于一d x 。一Q (*·)一〕

‘。。

}
d : (3

.

1。)

其中 Q
。

为横剪
,

M叮为弯矩
,

它们分别是

。
。
一

J
。。。。d x 。,

M
· , 一

I
。a 。 , x o d : 。 (3

.

, 7)

同时还引进

Q (、)
一I

、 a 。。d X 。 ,

M (* ·)叨一

I
、。 。一 , x od X 。

(3
.

1 7a )

Q〔、
·

)

一J
‘

一
d X 。,

M (*
·

)、一

工一
, x o d X 。 (3

.

, 7 b )

(3
.

16 )式在利用了格林公式后
,

还能进一步简化
.

其结果为

““

一仃
D 。

{
M

。 , , · , + , 一 ,
一

+

上‘
。p d X 。

+

I
、

,
。 , 。p X O d X 。

}
“·。d X ld X !

+

J
: “

{M (。
·

)· ,
,

刀一 Q (。
·

)
·

+

且
。

,
。 p X O

d X 。

}
二d一d ·

+

工
。 一

禹〔工“
U一 U

·

, 一“一〕“
‘

一 , “

一
+ 一‘

。 , ‘

一
‘一‘·

+

工
。

{[工
口 舀

一
d

一M (、·)

一」
“
一 +

〔工
。 斤 一“一

一M (、
·

)· ,
,

, +

J
。。 ‘

·p x o
d x 。”·

」
“。

。

}
d · (3

.

18 )

加
。,

加
。, 。 ,

加
。, 。p在有关各点上都是独立变分

,

所以
,

当占刀u 。是驻值时
,

(3
.

15) 式给出

M
· , , · , + , 一 ,

一
+

工‘
·p d X 。

+

1
.

‘一 p X O
d X 。

一 0 (在“
。

上 ) (3
.

1。)

【M
(、

·

)
· , , , 一Q (。

·

)· +

丁
*
。

‘
·p x ·

d x ·

」
一 。 (在二上) (3

.

Z o a )
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(U
。 一打

。

)x o
d x 。

~ 0 (在 s 。

上) (3
.

Z o b )

云。 。尤。
d 戈

。
一M (h。 )

a , n , = o (在
s ,

上) (3
.

2 1 a )

臼O

:
‘曰.九

{
。。。‘x 。

一
(、

(、
。

)。 ,
,

, + (
,

了
。。x 。

、x 。

、
n

一 。

J几
‘’ “ “

、
、 一“ 产 一r ‘ r ’

J肠
‘ 一 “ ’

/
-

现在让我们研究涉及d A 。。)
的各项的变分泛函

占H A (。) ,

把d U ‘,
d a ‘, 中有关 d A (。

的各项代入 (2
.

9 )
,

得

(在
s ,

上 ) (3
.

2 lb )

‘H A (。)一

洲
(。

· , , , + 6 。 。, 。
+ ,

。p )告
X ; “A ‘。 , ·

一 〔。
。

一 + a 。。, 。
+ ,

。p 〕x 。
‘A ( : )

}
d x o

d x ! d X :

+ {{丁[。 :
。

+ 。 ;
。一 ,

+

一 ,
一

]鲁*。, (。,

J J 气 ‘

9 o

1 , 一+

一百
、u . “

一 a :
。

)”
2
“A 。。) , ·

}
d x ld x :

I E
, 「 (

, , ,

。
、

一 百 不而 ; J
:

小
“

LU a

一 v o

) x 石L“ 一 ”, )酬
。, , a ,

+ , ,。
。 , 。, (。 , , ,

」” , 、; d x 。
+

{
。

{
;

{ (, 。。

一 。。 , , , )妾
乙

乙A (。) , a x 急一 (厅
。。
一 a 。一n 。

)乙刁
‘。少x 。}d 大

。
d s

(5
.

2 2 )

对义。积分
,

并引进

、添一 {
.

。。 , 二 ;、二
。,

Q :
1 )一

(
.

a 。。x 。
、x 。,

。
。
一

{
.

。。。
d x 。

J 招 J 招 J 月

M {就)a 口=

叫耘叨
-

(3
.

22 )式可 以化为

。· , x ; d 二
。 ,

。;从)。一

工
:
。。。x o

d X 。

。 。 , X ; d X 。 ,

。(能)

J
、 a 。。x o

d X 。

(3
.

2 3 )

.

明口
口
力凡

‘H A (。) 一

JJ{(
M ;

,
, 一 2。“’) +

I
,

,
· p x

幻 o

“d x

)合
‘A ‘” ’‘

一

合‘
,
·

+ ,
一

,“‘A (。) 一

【
Q“:、一H

。)

+

丁
、

,
。p X O

d x 。

」
“A

,

。)

}
d X ld X Z

一

合
,

里补J
: 。

盯
、
“

(U一口
。

)X “d X

〕
〔“一 , ““

。

, 。
声



+ , 、。
. , 。, (。》, , ,

〕· , 、· +

L {l工
。

子二
x 芯d x 。

一。。瓮)。 , ,

〕合
。A (。、 ,

一盯
一 QI沁)”

·

}
“A

厂。、

}
d :

厅 。。劣。d x 。

(3
.

2 4 )

用格林公式
,

最后简化得

占H A (。) =
一

{I合{
、、

, 。 , 一 ZH
。

+ ‘,
·

+ ,
一

, “+ Z

J
.

,
。p一d 一

Q.

+

J
.

,
· , ·p X ;

}“
,
。

d X ! d X : +

J
; .

合【
M ;瓮)、

,

, 一 ZQ ;认)。

+

I
、

.

,
·

叙 , d : 。

}}
二‘A

、。
d ;

一

合裔{
: .

{【工
“

(U一。
。

)· :、·
。

]
、, 一 , :

,、
。

、
, . ,

+ 一‘
。 ,

“
。 , 7 7

}
·, d ·+

订
: 。

{[J
‘口 厅一 x ‘d x 。

一M I就)、
· ,

」“
r 。) ,

一1
2

)
* 。 厅一X O

d x 。

一

(M说)。,
.

, +

工
。

,
·

p X
od x 。

)
二

]
。,

。、

}
‘·

(3
.

2 5 )

占H A
. )的驻值条件给出

M命
, 。 , 一 Z H

、。) + (,
·

+ ,
一

)“+ 2

上,
。p X O

d x +

上,
. , · p x : d X 。

一 。

二

〔
M孤)峭

,

。 一 2。 {、
、

)
。

+

工
。

,
·

p X : d 二
。

〕
一。 (在二上)

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 a )

(U
。 一U

。

)x 孟d
x 。

== o (在
s 。

上) (3
.

2 7 b )

厅 , 。 二
盖dx

。
一州筋叨

”, = “ (在 ; ,

上) (3
.

2 8a )

.

JhI
月

Jh|

2

1
* 。 厅

一
d X 。

一

(
M (就)。 ,

,

。 +

丁
*
。

,
· p X‘d X

)一
O

(在
s ,

上)

(5
.

2 sb )

最后
,

涉及的泛函变分为
。二s 。: ) .

一 {fl(。
. , , , + 。 . 。 , 。

+ 了
. 。)。s : : 。2

(粤。
: 一

粤
二: )

x 。
、x 。

‘x ;‘x :

J J J 、 性 J l

下
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+ f「(a :
.

+ 口 ;
.

)。s
‘: 、.

告*“x :‘x :

J J ,

Q.

E
l

fff
, , r

r,
、 。 , . 、 , 。

。
. 。

。

一不布「」Jl叹口一
“ . ) LL’一 , ’) LO 。

、, 夕“ ’夕宁“。 ‘, ’夕’ ‘

+ 2· :。s (: ), , ,。
. , 〕”,

(含
”: 一

合
X ,)

x ·

+ (U
。
一U

。

), ·
。S : .

(卜 一 ) G
“: 一 x ‘)}

d x o
d ‘

一 ff{ (。
,

一 。。 , 。 , )。s
、2 。

} :

(于
。, 一令

二 :、
二。‘x 。‘;

J J 、 性 J l

D
o

(3
.

2 9 )

对x0 积分
,

并引进内力素

, “卜J
。a 。 , 2

(专
“
’
一

音
X , )

x o
d X 〔

(3
.

3 0 a )

x
’)

小
·2

(音
“

:

一 :
)

d 二
。

‘粼
。, 一

上
a · , Z

G
*

: 一

合
X :)

X 。
‘X 。

(3
.

3 o b )

(3
.

3 0 c )

(3
.

忍的式可 以写成

。H s 。: 》。

一打{
, 、

,

, 一 x ,
! 、

+

上
口。

一

普
‘ :)

x 。

,
·

p d x 。

}
‘S (:

·

一

合工
。

{J
*

.

(U
。
一 U

·

)(含
‘2 一

食
· ;

)
一‘·

。

}
·

{凌
“一 , ‘S

: )一 , + S : ) , , ·

, + 一‘
。 , ‘S ‘2 , , , ,

}
·, d ·

下是
葱

Js
.

{丘
。

(U
。一 U 。

) (专
”:

一; )
‘·。

}
·

“ ‘

一,二S , 。

‘d一 J
: 。

{
2

丘
:

⋯ (专
”! 一

音
·: )

一‘X

一 , 、:: )胡 ” ,

}
‘S 一) .

‘:

于是得到dH S (:
·
。

的驻值条件

二命
,

, 一 x “
2

·

+

上
2

(含
”忍一

;
x : )

x 。

,
· p d x 。

一 。 (在“
。

上 )

知Ua
一
阳(钾

一

枷)x0dx
。
一 。

咖
.

; )

(3
.

3 1 )

(3
.

3 2 )

了3
.

3 3 a )
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J
、

:

‘U
。
一 U

。

) G
“

2
一 : :)

‘x 。一。 (在二上 )

2

丁
*口 厅一

(含
“

2
一

合
二 ;)

x o
d x 。

一‘;能)。, ·, 一 。

(3
.

3 3 b )

从上面的讨论中
,

我们导出求
。。, 。 1 , 。: ,

A
·

0 ) ,
S

: ) 1 ,

S
: :

(在
s ,

上) (3
.

3 3c )

等 6 个待定函数的6个微分

方程
:

(3
.

1 2 )
,

(s
.

x g )
,

(3
.

2 6 )
,

(3
.

3 2 )
,

其中 (3
.

1 2 )
,

(3
.

3 2 )当a 取值 l和 2 时
,

各为两个

方程
,

其余的方程都是边界条件
:
计算在s’上所必需满足的位移已知边界条件 11 个

,
它们是

(3
.

13 )
,

(3
.

2 o a b )
,

(3
.

2 7 a ,

b )
,

(3
.

3 sa ,

b )
,

其中 (3
.

1 3 )
,

(3
.

2 o b )
,

(3
.

2 7 a ,

b )
,

(3
.

3 3a )当a取值 1 。 2时都是 2个条件
.

还有在 s ,

上所必须满足的外力已知的边界条件 10 个
,

它们是 (3
.

14 )
,

(3
,

, 飞a ,

b )
,

(3
.

2 se ,

d )
,

(3
.

3 4 )
,

当a 取值 l, 2时
,
都代表 2 个条件

,
一

共有21 个边界条件
。

四
、

用 6个待定函数u 。, u l , u Z ,
A (o ),

s (, ) , ,
S (2 )2

表达的一级近似理论的微分方程和边界条件

把 (3
.

6 a ,

b
, c ) 代入 (3

.

1 0 )
,

(3
.

1 7 )
,

(3
.

2 3 )
,

(3
.

3 0 ) 式
,

就可以求待定函数
。。s

刁 (。) ,
S 丈: 。

(a 二 l , 2 )表达的各种内力素
,
它们是

N
。 , 一 B l

{合“一 , ‘
“一 , + “, , ·

, +

一
’护‘

。 ,

一

矗
”

2

〔(‘一 )“
‘。) , 。 , + , ;“

。 , , ‘
· , 〕+ 一 A

( 。;‘
· ,

}
(4

.

: )

M
。 , 一 D l

{
一 〔‘卜一)

“。 , · , + 一。
。, , , ‘

· , 〕+
普
“2

【合
(卜

, !
)(S

‘: )· ,
,

+ S 、2 , , ·

) + 一 S
「

: ? , ? d
· ,

」} (4
.

2 )

Q
。

= 2 D I (1 一 , 1
)S

、: 。

(4
.

3 )

。命一 D l

{合
〔“一 , (

“一 , + “ , , 。

, + 一 “? , ? d
· , + 一“ (。,“

· , ’

一

晶
“

2

〔(‘一)A ‘。) , 。 , + 一A 、。、 , , , 乙
。 , 〕

}
(4

.

4 )

Q留
、

== o (4
.

5 )

H
。, 一 B l

{一
+ A

( 。

一六
一“

2
、

2
“ ‘。

} (4
.

6 )

二命一 D ! 9 )

{
一

普
「‘,

一 ,
一

, + 一“。 , ? , d
·

, 〕

“
2

〔告
“一 , ‘“

2 。 , , + “ , , ·

’+ 一 5
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