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摘要:  进一步研究由水动力学方程、泥沙输运方程和河床变化方程组成的浅水方程混合有限元

法,给出时间沿特征方向离散的一种全离散格式, 并证明全离散的水流速度、床底高度、水体厚度、

水中泥沙含量的混合有限元解的存在性和收敛性(误差估计)# 
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引   言

尽管输运_扩散方法(即 Lagrange_Galerkin 方法, 这种方法也称为特征方法
[ 1]

)是一种老方

法,并已经广泛应用与处理带有扩散项的偏微分方程, 但是直到 20世纪 80年代初才成功地应

用于处理Navier_Stokes方程的混合有限元法的数值解的收敛性[ 2]# 20世纪90年代初Berm�dez

等人[ 3]将该方法应用于处理只包含水厚度的浅方程而且只给出数值计算方法,并没有对其计

算方法的收敛性作分析# 本文将该方法应用于由水动力学方程、泥沙输运方程和河床变化方

程组成的浅水方程, 分析全离散的水流速度、床底高度、水体厚度、水中泥沙含量的混合有限元

解的存在性和收敛性(误差估计)# 这是对该方程研究的第( Ò)部分# 在第( Ñ )部分[ 4] , 我们

已经讨论了空间变量离散而时间连续的半离散情形# 由于这里的方程是与第( Ñ)部分
[ 4]
相同

的,所以, 有关的分析背景和假定不再重复了# 
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本文的安排如下:第 1节先简单重述由水动力学方程、泥沙输运方程和河床变化方程组成

的浅水方程的初边值问题及下文需要的结果# 第 2节提出该方程沿特征方向离散时间的全离

散化方法,并讨论全离散的混合有限元解的存在性和收敛性# 

1  包含泥沙冲淤的浅水方程回顾

设 8 I R
2
中一个适当光滑的有界区域# 在水深变化不大的假定下, 考虑下面包含水流

和泥沙冲淤的浅水方程:

( � ) 水流的连续方程为(参见[ 5] ) :

  5Z
5 t

+ Zdiv( v ) = 0,   在 8 @ ( 0, T ) 中; ( 1)

( � ) 水流的动量方程如下(为[ 6]中所导出的) :

  5 v
5t

+ v#¨v + f ( k @ v) = - g (̈ Z + z b) + A $v - CD | v | v/ Z ,

  在 8 @ (0, T ) 中; ( 2)

( � ) 淤泥输运方程如下(也为[ 6]中所导出的) :

  5S
5 t

+ v# S̈ = E$S -
AX
Z

( S - S
*

) ,   在 8 @ (0, T ) 中; ( 3)

( � ) 底床变化方程如下(也为[ 6]中所导出的) :

  
5z b

5 t
+ h1 v̈1 =

AX
Q1

( S - S
*

) ,   在 8 @ (0, T ) 中; ( 4)

其中 v = ( u, v) 表示水流速度向量, z s和 z b分别表示水面的高度和底床的高度而且 Z = z s-

z b表示水层的厚度(如图 1所示)# f 是 Coriolis参数(可取为常数) , k 表示垂直方向的单位向

量, g 表示重力加速度, A 表示粘性系数, CD 表示底床障碍物系数, S 表示水含沙量(kg/m3
) , E

表示泥沙扩散系数, X表示泥沙的下沉速度, h1 表示沉淀物输运层的厚度(可视为已知函数) ,

v1表示沉淀物质量输运的速度(也可视为已知函数) ,而 Q1表示床沙的密度(可视为常数) , S
*

表示依赖于 | v1 | 和 h1的水流夹沙函数(是一个经验函数,为了便于讨论这里假定其为常数)

# 

图  1               图  2

( � ) 考虑边界条件如下# 首先,假定将边界分为自然边界条件和人工边界条件, 并分为

如下 3种情形:刚性边界为5 81,入流的横截边界为5 8 2, 出流或人工边界为5 83(例如, 5 83是

海湾和开阔的大海为人工边界,参见图 2)# 根据物理原理,在 5 81 上的边界条件定义为

  v = 0, - E
5S
5n = J( S - S

**
) + M ,   在5 8 1 @ (0, T ) 上, ( 5)
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其中 n 是边界上的单位外法向量(指向外面) , J是某个系数, J( S - S
* *

) 是由于湍流而在边

界上吸收的盐量, S
* * 是某种饱和状态的含盐量;而 M 是由于从边界流入水中的盐量(但是随

边界变化被忽略)# 在 5 82 和5 8 3上边界条件定义为

  5 v
5 n = A [ 0, Z = Z0, z b = z b0, S = S0,   在5 82 @ (0, T ) 上, ( 6)

  5 v
5 n = B \ 0, Z = Z0, z b = z b0,

5S
5 n = 0,   在5 8 3 @ (0, T ) 上, ( 7)

其中 B、A、S0、Z0 和 z b 0 是已知函数, z s | 5 8
2
G 5 8

3
= z s 0 = Z0+ z b 0# 

( � ) 初始条件如下:

  v ( x, 0) = v
0
, Z( x, 0) = Z

0
, S ( x, 0) = S

0
, z b( x, 0) = z

0
b,   x I 8 , ( 8)

其中 v
0、S0、Z0和 z

0
b 也是已知函数, z s( x , 0) = z

0
s = Z

0
+ z

0
b# 

于是,问题( 1) ~ ( 8)的混合变分形式可叙述为:

问题( Ñ)  求 ( v , Z, z b, S) : [ 0, T ] y Y1 @ Y2 @ Y2 @ Y3 使得 S | 5 8
2
= S 0满足

  ( Z t , <) + ( Zdivv, <) = 0,   P < I Y2, ( 9)

  ( vt , w) + ( v#¨v, w) + f ( k @ v , w) - g ( Z+ z b, divw) +

    A ( ¨v, ¨w) + CD( | v | v/ Z, w) =

    - 3Z 0+ z b 0, w#n45 8
2
G 5 8

3
+ 3A + B, w45 8

2
G 5 8

3
,   Pw I Y1, ( 10)

  ( S t , W) + ( v# S̈ , W) + E( S̈, ¨W) + AX( ( S - S
*

) / Z, W) +

    J3S - S
* *

, W45 8
1
+ 3M , W45 8

1
= 0,   P W I Y03, ( 11)

  ( z bt , G) =
AX
Q1

( S - S
*

, G) - ( h1divv1, G) ,   P G I Y2, ( 12)

  v ( x, 0) = v
0
, Z( x, 0) = Z

0
, S ( x, 0) = S

0
, z b( x, 0) = z

0
b,   x I 8 , ( 8)

其中 Y1 = w I H
1
( 8) 2

; w |5 8
1
= 0 , Y2= L

2
( 8) , Y3= H

1
( 8 ), Y03= W I Y3; W| 5 8

1
= 0 ,

yt = 5 y /5 t , 3U, W4G = QG
U#Wds 表示在表面G 上的L

2
内积# 

正如[ 7]中所说的,讨论问题( Ñ )的广义解的存在唯一性,需要对边值数据、初始数据以及

有关系数作物理上和数学上均合理的如下假定:

(A1) A、B I W
3/ 2, ]

(5 8 )
2
, S

* *
、Z 0、z b 0 I W

1/ 2, ]
(5 8) , t I [ 0, T ] ;

(A2) v
0 I W

2, ]
( 8) 2

, Z
0、z 0

b I W
1, ]

( 8 ) , S
0 I W

2, ]
( 8) ;

(A3) h1 I L
]
(0, T ; W

1, ]
( 8) ) , v1 I L

]
(0, T ; W

2, ]
( 8 ) ) , S

* I L
]
(0, T ; L

]
( 8 ) ) ;

(A4) 存在正的常数 M * 和 M
* 使得: M * [ f , g , A , CD, E, A, X, Q1 [ M

* ;

(A5) 假定 5 8 I C
l , B

( l \0, B\ 0) , S0 I C
l , B

(5 8 @ [ 0, T ] ) , 则存在S 0到 C
l , B
0 ( R

2
) 上的

一个延拓(不妨仍然记为 S0) 使得

  +S0 + l , q [ D,   l \ 0, 1 [ q [ ] ,

其中 D是任意可以选择的小正数# 

附注  假定( A5 )可以从 Sobolev空间的性质[ 8]导出# 本文用到的 Sobolev空间及性质是熟知的[ 8~ 10]# 另

外本文使用的 C、Ci 和Mi ( i = 0, 1, ,) 均表示与剖分参数 h (参见第 2节)无关的一般常数, 不同的地方出现

可以不等# 

在[ 4]中已经给出了下面的结果# 

定理 1  在( A1) ~ (A5)的假定下,问题( Ñ)存在唯一的解 ( v, Z , z b, S) I Y1 @ Y2 @ Y2 @
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Y3使得 S | 5 8
2
= S0,而且存在正的常数 M0、M 1、M2 和 M3满足

  M 0 [ Z [ M1, +¨v +0, ] [ M 2, + S̈ +0, ] [ M3# ( 13)

2  沿特征方向离散时间的全离散化的混合元解的存在性和收敛性

设 Th 是剖分单元为K i ( i = 1, 2, ,, k ) 的拟一致三角形剖分[ 9~ 10]
,并记diam( K i ) = hi和

h = max hi ; i = 1, 2, ,, k # 定义 3个有限元空间 Y1h < Y1、Y2h < Y2和 Y3h < Y3如下:

  Y1h = wh I Y1 H C
0
(�8 )

2
; wh | K I Pm+ 1( K )

2
, PK I Th , ( 14)

  Y2h = <h I Y2; <h | K I Pm( K ) , PK I Th , ( 15)

  Y3h = Wh I Y3 H C
0
(�8 ) ; Wh | K I Pm+ 1( K ) , PK I Th , ( 16)

其中 m \ 0是整数, Pm( K ) 表示次数不超过 m 的多项式空间# 

回顾下面的等式:

  Dv
D t

=
5 v
5 t

+ v# v̈ , ( 17)

  DS
D t

=
5S
5 t

+ v# S̈ , ( 18)

Dy / Dt 表示y = v 或S 关于 t 的通常的整体导数,即

  Dy ( x, t )
D t

=
5
5Sy (X ( x , t , S) , S) S= t , ( 19)

S y X ( x, t ; S) 是粒子在时刻 t时在点x 处的轨迹,即 X ( x) = X ( x, t ; S) 是常微分方程:

  dX ( x, t ; S)
dS

= v( X ( x, t ; S) , S) ,   X ( x, t ; t ) = x ( 20)

的解# 

设 $t是时间步长, tn = n$t ( n = 0, 1, 2, ,) , L = T/ $t# 记X
n
( x) = X ( x, tn+ 1; tn ) ,那

么Dy / D t在 t = tn+ 1 可近似表示为

  Dy ( x, t )
D t

U y
n+ 1

( x) - y
n
( X

n
( x) )

$t
# ( 21)

由此可导出问题( Ñ )关于时间 t 沿着特征方向离散的出下面的半离散化格式:

问题 ( Ñn
)  求 ( v

n
, Z

n
, z

n
b, S

n
) I Y1 @ Y2 @ Y2 @ Y3( n = 1, 2, ,, L ) 使得 S

n
| 5 8

2
= S 0,

满足

  ( Z
n
, <) + $t ( Z

ndivvn- 1
, <) = ( Z

n- 1
, <) ,   P < I Y2, ( 22)

  ( v
n
, w) + f $t ( k @ v

n
, w) + A$t ( v̈

n
, ẅ) + CD$t ( | v

n- 1
| v

n
/ Z

n
, w) =

    ( v
n- 1

( X
n- 1

( x ) ) , w) + g$t ( Z
n
+ z

n
b, divw) -

    $t3Z0+ z
0
b, w#n45 8

2
G 5 8

3
+ $t3A + B, w45 8

2
G5 8

3
,   Pw I Y1, ( 23)

  ( S
n
, W) + $tE( S̈

n
, ¨W) + $tAX( Sn

/ Z
n
, W) + $tJ3S

n
, W45 8

1
=

    ( S
n- 1

( X
n- 1

( x) ) , W) + $tAX( S
*

/ Z
n
, W) - $t3M, W45 8

1
+

    $tJ3S
**

, W45 8
1
,   PW I Y03, ( 24)

  ( z
n
b, G) = ( z

n- 1
b , G) + $t

AX
Q1

( S
n
- S

*
, G) - $t ( h1divv1, G) ,   P G I Y2, ( 25)

其中 v
0
、Z

0
、z

0
b 和 S

0
为( 8)或( A2)中所给# 

我们的分析需要对问题 ( Ñn
) 的逼近解中的 Z

n 作下面的物理上合理的假定:
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(A6) Z
n

> 0, n = 1, 2, ,, L# 

注  从图 1可知这假定( A6)显然是合理的# 

定理 2  如果(A1) ~ (A6)成立而且 $t < 1/ + v
n- 1 +0, ] , 那么问题( Ñn

)存在唯一的解( v
n
,

Z
n
, z

n
b, S

n
) I Y1 H W

2, ]
( 8)

2 @ Y2 H W
1, ]

( 8 ) @ Y2 H W
1, ]

( 8 ) @ Y3 H W
2, ]

( 8) 满足 S
n

| 5 8 = S0, 而且有

  M 0 [ Z
n [ M1, +v

n +1, ] [ M2, +S
n +1, ] [ M3   ( n = 1, 2, ,, L )# ( 26)

证明  首先考虑( 22)# 由于

  ( <, <) + $t ( <divv
n- 1

, <) \ + <+2
0- $t + <+2

0 + v̈
n- 1 +0, ] S R1 +<+2

0, ( 27)

其中 R1 = 1 - $t +¨v
n- 1 +0, ] > 0, 即( 22)的左边是一个正定的双线性型, 那么, 由 Lax-

Milgram引理[ 9~ 10]、递推公式、( A2)、( A6)和椭圆型偏微分方程解的正则性可知, 方程( 22)存在

唯一的解 Z
n I Y2 H W

1, ]
( 8) ( n = 1, 2, ,, L ) 并存在两个正的常数 M0和 M1使得

  M 0 [ Z
n [ M1   ( n = 1, 2, ,, L )# ( 28)

其次,考虑( 24)# 由于

  ( W, W) + $tE( ¨W, ¨W) + $tAX( W/ Z
n
, W) + $tJ3W, W45 8

1
\

    + W+2
0+ $tE+¨W+2

0 + $tAX+W+2
0/ M1+ $tJ+W+2

0,5 8
1

\ R2 +W+2
1, ( 29)

其中 R2 = min 1+ $tAX/ M 1, $tE , 即(24) 的左边也是在 Y03上正定的双线性型,那么,由 Lax_

Milgram引理、递推公式、( A1) ~ (A5)和型偏微分方程解的正则性可知, 方程( 24)存在唯一的解

S
n I Y1 H W

2, ]
( 8 ) ( n = 1, 2, ,, L ) 满足 S

n
| 5 8

2
= S 0,而且存在正的常数 M 3使得

  +S
n +1, ] [ M3   ( n = 1, 2, ,, L)# ( 30)

显然,对于已知的 S
n
, 方程(25) 存在唯一的解 z

n
b I Y2 H W

1, ]
( 8) , n = 1, 2, ,, L# 

最后,考虑( 23)# 注意到 ( k @ w, w) = 0和

  ( w, w) + f $t ( k @ w, w) + A $t ( ẅ , ¨w) + CD$t ( | v
n- 1

| w/ Z
n
, w) =

    +w+2
0+ A$t +¨w+2

0+ CD$t ( | v
n- 1

| w/ Z
n
, w) \

    +w+2
0+ A$t +¨w+2

0 \ R3 +w +2
1, ( 31)

其中 R3 = min 1, A $t , 即( 23)的左边也是正定的双线性型, 那么, 由 Lax_Milgram 引理、递推

公式、(A1) ~ (A6)和椭圆型偏微分方程解的正则性可知, 方程( 23)存在唯一的解 v
n I Y1 H

W
2, ]

( 8) 2
( n = 1, 2, ,, L ) 而且存在正的常数 M2使得

  + v
n +1, ] [ M2   ( n = 1, 2, ,, L )# ( 32)

定理 2证毕# 

现在,考虑问题( Ñ)的下面的全离散混合有限元解:

问题( Ñn
h )  求 ( v

n
h , Z

n
h , z

n
bh , S

n
h) I Y1h @ Y2h @ Y2h @ Y3h( n = 1, 2, ,, L) 使得 S

n
h | 5 8

2
=

S0, 满足

( Z
n
h , <h) + $t ( Z

n
hdivv

n- 1
h , <h ) = (Z

n- 1
h , <h) ,   P <h I Y2h , ( 33)

( v
n
h , wh) + f $t ( k @ v

n
h , wh) + A $t ( v̈

n
h, ¨wh) + CD$t ( | v

n- 1
h | v

n
h / Z

n
h , wh) =

  ( v
n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , wh ) + g$t ( Z

n
h + z

n
bh, divwh) -

  $t3Z0+ z b 0, wh#n45 8
2

G5 8
3
+ $t3A + B, wh45 8

2
G5 8

3
,   Pwh I Y1h, ( 34)

170 包含泥沙冲淤的浅水方程的混合有限元法( Ò ) ) ) ) 时间沿特征方向离散的全离散情形



( S
n
h, Wh ) + $tE( S̈

n
h, ¨Wh ) + $tAX( S

n
h/ Z

n
h, Wh ) + $tJ3S

n
h, Wh45 8

1
=

  ( S
n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , W) + $tAX( S

*
/ Z

n
h , Wh ) - $t3M , Wh45 8

1
+

  $tJ3S
* *

, Wh45 8
1
,   PWh I Y03h , ( 35)

( z
n
bh, Gh ) = ( z

n- 1
bh , Gh) + $t

AX
Q1

( S
n
h - S

*
, Gh) - $t ( h1divv1, Gh) ,   P Gh I Y2h, ( 36)

v
0
h = Phv

0
, Z

0
h = rhZ

0
, S

0
h = RhS

0
, z

0
b h = rhz

0
b, ( 37)

其中 Y03h = Y03 H Y3h , X
m
h ( x) = Xh ( x, ( m + 1)$t ; m$t ) 是方程

dXh

dS
= vh( X h, S) , X h( x, ( m+ 1) $t ; ( m + 1) $t ) = x ( 38)

在时刻 S = m$t 的解,而且 Ph 表示从Y1 到 Y1h 内的L
2 投影,即对于任意的 w I Y1, 都有

( w - Phw , wh) = 0,   Pwh I Y1h; ( 39)

又 rh 表示从 Y2到 Y2h 内的L
2
投影,即对于任意的 < I Y2, 都有

( <- rh<, <h ) = 0,   P <h I Y2h ; ( 40)

而 Rh 表示从 Y3(或 Y03) 到 Y3h(或 Y03h ) 内的 L
2投影, 即对于任意的 W I Y3(或 Y03) , 都有

( W- RhW, Wh ) = 0,   PWh I Y3h (或 Y03h)# ( 41)

算子 Ph、rh 和Rh 满足下面的逼近性质
[ 9~ 11]

:

+w - Phw+s [ Ch
r- s +w +r ,   w I H

r
( 8 )

2
, s = 0, 1; s [ r < m + 2, ( 42)

+<- rh<+s [ Ch
r- s + <+ r ,   < I H

r
( 8) , s = 0, 1; s [ r [ m + 1, ( 43)

+W- RhW+s [ Ch
r- s + W+ r ,   W I H

r
( 8) , s = 0, 1; s [ r [ m + 2# ( 44)

正如 Pironneau导出的Adams方法[ 2] , X
n
( x) 和 X

n
h ( x) 可以分别近似地表示如下

X
n
( x ) = x + $tv

n
( x ) , X

n
h( x ) = x + $tv

n
h( x ) ( 45)

或

X
n
( x ) = x +

$t
2

( v
n- 1

( x) + v
n- 2

( x) ) , X
n
h ( x) = x +

$t
2

( v
n- 1
h ( x) + v

n- 2
h ( x) ) # ( 46)

定理 3  在定理 2的条件下,问题 ( Ñn
h ) 存在唯一解( v

n
h , Z

n
h , z

n
bh, S

n
h) I Y1h @ Y2h @ Y2h @

Y3h, n = 1, 2, ,, L ,满足 S
n
h | 5 8

2
= S0# 

证明  由于方程( 33) ~ ( 36)的左手边分别是 Y2h、Y1h、Y3h 和Y2h 上的双线性型,所以从定

理2的论证知线性方程组(33) ~ (36) 的系数矩阵是正定的, 由此问题( Ñ n
h ) 存在唯一的解

( v
n
h , Z

n
h, z

n
bh , S

n
h ) I Y1h @ Y2h @ Y2h @ Y3h , n = 1, 2, ,, L , 使得 S

n
h | 5 8

2
= S 0# 定理 3证毕# 

对问题 ( Ñn
h) 的解作误差估计需要利用下面离散的 Gronwall引理

[ 12]# 

引理 4  如果 an 、 bn 和 cn 是正序列, cn 是单调递增而且满足

an + bn [ cn + �K6
n- 1

j= 0
aj ,   n \ 1,�K> 0; a0+ b0 [ c0, ( 47)

那么

an + bn [ cn exp(�Kn) ,   n \ 0# ( 48)

为了估计问题 ( Ñn
h) 的解的误差,还需要类似于[ 7] 中那样, 对离散解 Z

n
h和 v

n
h作物理上合

理的有界的假定,即假定存在不依赖于 h 的正的常数C0、C1 和 C2使得

C0 [ Z
n
h [ C1; +v

n
h +1, ] [ C2   ( n = 1, 2, ,, L )# ( 49)

定理 5  在定理3和( 49)的假定下,如果问题 ( Ñn
) 的解( v

n
, Z

n
, z

n
b, S

n
) I W

m+ 2, ]
( 8 )

2 @
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W
m+ 1, ]

( 8) @ W
m+ 1, ]

( 8 ) @ W
m+ 2, ]

( 8 ) , $t是足够的小且h
2
= O( $t ) , 那么下列误差估计成

立:

  + v
n
- v

n
h +0+ $t

1/ 2 6
n

i= 1
+ (̈ v

i
- v

i
h) +0 [ Ch

m+ 1
, ( 50)

  +S
n
- S

n
h +0+ $t

1/ 2 6
n

i= 1
+ (̈ S

i
- S

i
h ) +0 [ Ch

m+ 1
, ( 51)

  +Z
n
- Z

n
h +0 + +z

n
b- z

n
bh +0 [ Ch

m+ 1   ( n = 1, 2, ,, L)# ( 52)

证明  在问题 ( Ñn
) 中取 < = <h , w = wh , W= Wh 和G= Gh,并与问题( Ñn

h ) 相减可得下

面的误差方程:

  ( Z
n
- Z

n
h , <h) + $t ( Z

ndivvn- 1
- Z

n
hdivv

n- 1
h , <h) =

    ( Z
n- 1

- Z
n- 1
h , <h ) ,   P <h I Y2h , ( 53)

  ( v
n
- v

n
h , wh) + f $t ( k @ ( v

n
- v

n
h ) , wh) + A $t ( (̈ v

n
- v

n
h) , ¨wh) +

    CD$t ( | v
n- 1

| v
n
/ Z

n
- | v

n- 1
h | v

n
h/ Z

n
h, wh ) =

    ( v
n- 1

( X
n- 1

( x ) ) - v
n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , wh) +

    g$t ( Z
n
+ z

n
b- Z

n
h - z

n
bh , divwh ) ,   Pwh I Y1h, ( 54)

  ( S
n
- S

n
h , Wh) + $tE( (̈ S

n
- S

n
h) , ¨Wh) + $tAX( S

n
/ Z

n
- S

n
h / Z

n
h , Wh) +

    $tJ3S
n
- S

n
h, Wh45 8

1
= ( S

n- 1
( X

n- 1
( x) ) - S

n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , Wh ) +

    $tAX( S *
/ Z

n
- S

*
/ Z

n
h , Wh) ,   PWh I Y03h, ( 55)

  ( z
n
b- z

n
bh, Gh ) = ( z

n- 1
b - z

n- 1
bh , Gh) + $t

AX
Q1

( S
n
- S

n
h, Gh ) ,   P Gh I Y2h# ( 56)

记 Nn
= Phv

n
- v

n
h, F

n
= rhZ

n
- Z

n
h, V

n
= rhz

n
b- z

n
bh及Pn

= RhS
n
- S

n
h# 由( 40)、( 42)、( 43)、

( 49)、( 53)、HÊ lder 不等式和 Cauchy不等式可得

  ( Fn , Fn
) = ( rhZ

n
- Z

n
, Fn ) + ( Z

n
- Z

n
h , Fn

) =

    ( Z
n- 1

- Z
n- 1
h , F

n
) - $t ( Z

n
divv

n- 1
- Z

n
hdivv

n- 1
h , F

n
) =

    ( Fn- 1
, Fn

) - $t (Fndivvn- 1
h , Fn

) - $t ( ( Z
n
- rhZ

n
)divvn- 1

+

    rhZ
ndiv( vn- 1

- v
n- 1
h ) , Fn

) [

    ( Fn- 1
, Fn

) + C$t +Fn +2
0+

H0$t

4
+ (̈ v

n- 1
- v

n- 1
h ) +2

0+

    C$t +Z
n
- Z

n
h +2

0 [

    ( F
n- 1

, F
n
) + C$t +F

n +2
0+ Ch

2( m+ 1)
$t + $t

H0
2 +¨Nn- 1 +2

0, ( 57)

其中 H0和下文用到的 Hi ( i = 1, 2, ,) 是可以任意选取的小正数# 利用公式 a( a - b) = [ a
2

- b
2
+ ( a - b )

2
] / 2可得

  +Fn +2
0- +Fn- 1 +2

0+ +Fn
- Fn- 1 +2

0 [

    C$t +Fn +2
0+ Ch

2( m+ 1)$t + $tH0 +¨Nn- 1 +2
0# ( 58)

当 $t 足够小, 例如 C$t [ 1/ 2时, 对这个不等式从 1到 n 作和,并注意到 F0 = 0可得

  +Fn +2
0+ 6

n

i= 1

+Fi
- Fi- 1 +2

0 [

    C$t 6
n

i= 0

+Fi +2
0 + Ch

2( m+ 1)
+ 2$tH0 6

n- 1

i= 0

+ N̈i +2
0# ( 59)
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在引理 4中取 an = +Fn +2
0, bn = 6

n

i= 1

+Fi - Fi- 1 +2
0和 cn = 2$tH0 6

n

i= 0

+ N̈i +2
0+ Ch

2m+ 2
,定

义 b0 = 0,则 a0+ b0 [ c0, 从而由引理 4可得

  +Fn +2
0 [ Ch

2( m+ 1)
+ C$tH0 6

n- 1

i= 0

+¨Ni +2
0# ( 60)

由( 39)、( 42)、( 43)、( 49)、( 54)、HÊ lder不等式和 Cauchy不等式可得

  ( Nn
, Nn

) = ( Phv
n
- v

n
, Nn) + ( v

n
- v

n
h, N

n
) =

    - f $t ( k @ ( v
n
- v

n
h ) , Nn

) - A $t ( (̈ v
n
- v

n
h ) , N̈n

) -

    CD$t ( | v
n- 1

| v
n
/ Z

n
- | v

n- 1
h | v

n
h/ Z

n
h, N

n
) +

    ( v
n- 1

( X
n- 1

( x ) ) - v
n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , Nn ) +

    g$t ( Z
n
+ z

n
b- Z

n
h + z

n
bh , divNn

) [

    Ch
2( m+ 1) $t + C$t +Nn +2

0-
A $t
2

+¨Nn +2
0 + C$t +Fn +2

0+

    C$t + Vn +2
0+ ( v

n- 1
( X

n- 1
( x) ) - v

n- 1
h ( X

n- 1
h ( x ) ) , Nn

)# ( 61)

利用中值定理、( 45)和( 49)可得

  + v
m
( X

m
h ) - v

m
( X

m
) +0 [ + v̈ +0, ] +X

m
h - X

m +0 [ C$t + v
m

- v
m
h +0# ( 62)

当 $t 足够小时,由( 45)可得

  + v
m
h ( X

m
h ) - v

m
( X

m
h ) +0 = + v

m
h ( x + $tv

m
h ) - v

m
( x + $tv

m
h ) +0 [

    + v
m
( x ) - v

m
h ( x ) +0# ( 63)

这样,当 h
2
= O($t ) 时,由( 42)和( 61)可得

  +N
n +2

0 [ Ch
2( m+ 1)

$t + C$t +N
n +2

0 -
A $t
2

+ N̈
n +2

0+ C$t +F
n +2

0 +

    C$t + Vn +2
0+

1
2

+Nn +2
0+

1
2

+Nn- 1 +2
0, ( 64)

即

  +Nn +2
0- +Nn- 1 +2

0+ A $t +¨Nn +2
0 [

    Ch
2( m+ 1) $t + C$t +Nn +2

0+ C$t ( +Fn +2
0+ + Vn +2

0)# ( 65)

当 $t 足够小, 例如 C$t [ 1/ 2时,对这个不等式从1到 n 作和,并注意到 N0 = 0和 V0 = 0可

得

  +N
n +2

0+ A $t 6
n

i = 1
+ N̈

i +2
0 [

    Ch
2( m+ 1)

+ C$t 6
n- 1

i= 1
+Ni +2

0+ C$t 6
n

i= 0
( +Fi +2

0+ + Vi +2
0)# ( 66)

在引理 4 中取 an = +Nn +2
0, bn = A $t 6

n

i = 1
+ N̈i +2

0 和 cn = Ch
2m+ 2

+ C$t 6
n

i= 1
( +Fi +2

0 +

+ Vi +2
0) ,定义 b0 = 0, 则有 a0+ b0 [ c0, 因此,由引理 4可得

  +Nn +2
0+ A $t 6

n

i = 1

+ N̈i +2
0 [ Ch

2( m+ 1)
+ C$t 6

n

i= 1

( +Fi +2
0+ + Vi +2

0)# ( 67)

由( 55)、( 41)、( 44)、( 49)、HÊ lder不等式、Cauchy 不等式、迹定理[ 9~ 10]
和( 43) , 与( 62) ~ ( 64)同理

可得

  +Pn +2
0 = ( RhS

n
- S

n
, Pn

) + ( S
n
- S

n
h, P

n
) =
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    - $tE( (̈ S
n
- S

n
h ) , ¨Pn

) - $tAX( S
n
/ Z

n
- S

n
h / Z

n
h , Pn

) -

    $tJ3S
n
- S

n
h, P

n45 8
1
+ $tAX( S

*
/ Z

n
- S

*
/ Z

n
h , P

n
) +

    ( S
n- 1

( X
n- 1

( x) ) - S
n- 1
h ( X

n- 1
h ( x) ) , Pn

) [

    Ch
2( m+ 1) $t -

$tE
2

+¨Pn +2
0 + C$t +Pn +2

0 +
$tH1
2

+Fn +2
0 +

    1
2 ( +P

n +2
0 + +P

n- 1 +2
0) +

$tH1
2 +Nn- 1 +2

0# ( 68)

即

  +P
n +2

0- +P
n- 1 +2

0+ $tE+¨Pn +2
0 [

    Ch
2( m+ 1) $t + C$t +Pn +2

0+ $tH1 +Fn +2
0# ( 69)

当 $t 足够小, 例如 C$t [ 1/ 2时, 对这个不等式从 1到 n 作和,并注意到 P0
= 0可得

  +Pn +2
0+ $tE6

n

i= 1

+¨Pi +2
0 [

    Ch
2( m+ 1)

+ C$t 6
n- 1

i= 1
+Pi +2

0+ 2$tH1 6
n

i= 0
+Fi +2

0# ( 70)

在引理4中取 an = +Pn +2
0, bn = $tE6

n

i = 1

+¨Pi +2
0和 cn = 2$tH1 6

n

i= 0

+Fi +2
0+ Ch

2m+ 2
,定义 b0

= 0,则有 a0+ b0 [ c0, 因此,由引理 4可得

  +Pn +2
0+ $tE6

n

i= 1
+¨Pi +2

0 [ Ch
2( m+ 1)

+ C$tH1 6
n

i = 0
+Fi +2

0# ( 71)

由( 40)、( 56)、( 43)、( 44)、HÊ lder不等式和 Cauchy 不等式可得

  ( Vn
, Vn

) = ( rhz
n
b- z

n
b, V

n
) + ( z

n
b- z

n
bh, V

n
) =

    ( z
n- 1
b - z

n- 1
bh , V n

) + $t
AX
Q1

( S
n
- S

n
h , Vn

) =

    ( V n- 1
, Vn

) + $t
AX
Q1

( S
n
- RhS

n
, V n

) + $t
AX
Q1

( Pn
, Vn

) [

    ( V n- 1
, Vn

) + Ch
2( m+ 1)$t + C$t + V n +2

0+
H2$t

4
+Pn +2

0# ( 72)

对这个不等式利用等式 a( a - b ) = [ a
2
- b

2
+ ( a - b)

2
] / 2可得

  + V n +2
0- + Vn- 1 +2

0+ + Vn
- Vn- 1 +2

0 [

    Ch
2( m+ 1) $t + C$t + Vn +2

0 +
H2$t

2
+Pn +2

0# ( 73)

又当 $t足够小,例如 C$t [ 1/ 2时,这个不等式从 1到 n 作和,并注意到 V
0
= 0可得

  + V n +2
0+ 6

n

i= 1
+ Vi

- Vi- 1 +2
0 [

    Ch
2( m+ 1)

+ C$t 6
n- 1

i= 0

+ Vi +2
0+ H2$t 6

n

i = 0

+Pi +2
0# ( 74)

又在引理 4中取 an = + Vn +2
0, bn = 6

n

i= 1
+ Vi

- Vi- 1 +2
0和 cn = Ch

2( m+ 1)
+ H2$t 6

n

i= 0
+Pi +2

0,定

义 b0 = 0,则 a0+ b0 [ c0, 这样,由引理 4可得

  + V n +2
0+ 6

n

i= 1

+ Vi
- Vi- 1 +2

0 [ Ch
2( m+ 1)

+ CH2$t 6
n

i = 1

+Pi +2
0# ( 75)
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将( 60)代入( 67)可得

  +Nn +2
0+ A $t 6

n

i = 1

+ N̈i +2
0 [ Ch

2( m+ 1)
+

    C$t 6
n

i= 1

+ Vi +2
0 + CH0$t 6

n

i= 1

+ N̈i +2
0# ( 76)

将( 60)代入( 71)可得

  +Pn +2
0+ $tE6

n

i= 1

+¨Pi +2
0 [ Ch

2( m+ 1)
+ CH1H0$t 6

n

i= 1

+¨Ni +2
0# ( 77)

将( 77)代入( 75)可得

  + V n +2
0 [ Ch

2( m+ 1)
+ CH2H1H0$t 6

n

i= 1

+¨Ni +2
0# ( 78)

将( 78)代入( 76)可得

  +Nn +2
0+ A $t 6

n

i = 1
+ N̈i +2

0 [ Ch
2( m+ 1)

+ H3$t 6
n

i= 1
+ Vi +2

0, ( 79)

其中 H3 = CH0+ CH0CH1H2# 在(79) 中取 H3 [ A/ 2可得

  +Nn +2
0+ $t 6

n

i= 1

+¨Ni +2
0 [ Ch

2( m+ 1)# ( 80)

将( 80)代入( 60)、( 78)和( 77)可得

  +Fn +0+ + Vn +0 [ Ch
m+ 1

, ( 81)

  +Pn +0+ $t
1/ 2 6

n

i= 1
+¨Pi +0 [ Ch

m+ 1# ( 82)

将( 42)、( 43)、( 44)与( 80)、( 81)、( 82)结合可得( 50)、( 52)、( 51)# 定理5证毕# 

下面考虑问题( Ñ)和问题 ( Ñn
) 之间的误差估计# 我们有下面的结论# 

定理 6  在( A1) ~ (A6)假定下,如果问题( Ñ )的解 ( v, Z, z b, S ) 满足

  + v̈t +L
]
( L

]
) + +vtt +L

]
( L

]
) + +Z tt +L

]
( L

]
) +

    +z btt +L
]
( L

]
) + +S tt +L

]
( L

]
) [ M 4, ( 83)

那么,下面误差估计成立

  + v( tn ) - v
n +0 + $t

1/ 2 6
n

i= 1
+ (̈ v( t i ) - v

i
) +0 [ C$t , ( 84)

  +S ( tn) - S
n +0+ $t

1/ 2 6
n

i= 1
+ (̈ S ( ti ) - S

i
) +0 [ C$t , ( 85)

  +Z ( tn) - Z
n +0+ +z b( t n) - z

n
b +0 [ C$t , ( 86)

其中 ytt = d2y / dt
2
, ( v

n
, Z

n
, z

n
b, S

n
) 是问题( Ñn

) 的解, ( v( tn) , Z ( tn ) , z b( tn ) , S( t n) ) 是问题

( Ñ) 的解在 t = tn 时刻的值# 

证明  利用 Taylor 展开式可得

  Dy
D t

=
1
$t

[ y ( tm) - y (X
m- 1

) ] +
1
$tQ

t
m

t
m- 1

( t - tm) y ttdt , ( 87)

  5y
5t

=
1
$t

[ y ( tm) - y ( tm- 1) ] +
1
$tQ

t
m

t
m- 1

( t - tm) yttdt# ( 88)

在问题( Ñ )中取 t = tn ,而且与问题( Ñn
) 相减,并利用( 87) ~ ( 88)可得下面误差方程

  ( Z( t n) - Z
n
, <) + $t ( Z( t n)divv( t n) - Z

ndivvn- 1
, <) =
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    ( Z ( tn- 1) - Z
n- 1

, <) + Q
t
n

t
n- 1

( tn - t) ( Z tt , <) dt ,   P< I Y2, ( 89)

  ( v ( tn ) - v
n
, w) + f $t ( k @ ( v( t n) - v

n
) , w) + A $t ( (̈ v( t n) - v

n
) , ¨w) +

    CD$t ( | v( t n) | v( t n) / Z ( tn) - | v
n- 1

| v
n
/ Z

n
, w) =

    ( v( X
n- 1

, t n- 1) - v
n- 1

( X
n- 1

) , w) + g$t ( Z ( tn ) + z b( tn ) -

    Z
n
- z

n
b , divw) + Q

t
n

t
n- 1

( tn - t) ( vtt , w)dt ,   Pw I Y1, ( 90)

  ( S( t n) - S
n
, W) + $tE( (̈ S ( tn) - S

n
) , ¨W) + $tJ3S( t n) - S

n
, W45 8

1
+

    $tAX( S ( tn ) / Z( t n) - S
n
/ Z

n
, W) =

    ( S (X
n- 1

, tn- 1) - S
n- 1

( X
n- 1

) , W) + $tAX( S
*

/ Z( t n) - S
*

/ Z
n
, W) +

    Q
t
n

t
n- 1

( tn - t) ( Stt , W)dt ,   P W I Y03, ( 91)

  ( z b( t n) - z
n
b, G) = ( z b( tn- 1) - z

n- 1
b , G) + $t

AX
Q1

( S ( tn ) - S
n
, G) +

    Q
t
n

t
n- 1

( tn - t) ( z btt , G)dt ,   PG I Y2# ( 92)

在( 89)中取 < = Z( tn ) - Z
n
,并利用等式 a( a - b) = [ a

2
- b

2
+ ( a - b)

2
] / 2和不等式( 83)、

( 13)、HÊ lder不等式、Cauchy不等式可得
  +Z ( tn) - Z

n +2
0- +Z( t n- 1) - Z

n- 1 +2
0+

    + Z( tn ) - Z
n
- Z( tn- 1) + Z

n- 1 +2
0 =

    2 $t ( Z( t n)divv ( tn) - Z
ndivvn- 1

, Z
n
- Z ( tn) ) +

    Q
t
n

t
n- 1

( tn - t) ( Z tt , Z ( tn ) - Z
n
)dt [

    C$t
3
+ C$t +Z ( tn ) - Z

n +2
0+

H4$t

2
+ (̈ v( t n- 1) - v

n- 1
) +2

0# ( 93)

当 $t 足够小,例如 C$t [ 1/ 2时, 对(93) 从 1到 n 作和,并注意到 Z ( t0) - Z
0
= 0可得

  +Z ( tn) - Z
n +2

0+ 6
n

i= 1
+Z ( ti ) - Z

i
- Z( ti- 1) + Z

i- 1 +2
0 [

    C$t
3
+ C$t 6

n- 1

i= 0

+Z ( ti ) - Z
i +2

0+ H4$t 6
n

i= 0

+ (̈ v( t i ) - v
i
) +2

0# ( 94)

在引理 4中取 an = +Z( t n) - Z
n +2

0, bn = 6
n

i= 1

+Z( t i ) - Z
i
- Z ( ti- 1) + Z

i- 1 +2
0和 cn = C$t

3

+ H4$t 6
n

i= 0

+ (̈ v ( ti ) - v
i
) +2

0,定义 + (̈ v ( t0) - v
0
) +0 = 0和 b 0 = 0,那么 a0+ b0 [ c0,

因此,由引理 4可得

  +Z ( tn) - Z
n +2

0 [ C$t
2
+ CH4$t 6

n

i= 0

+ (̈ v( ti ) - v
i
) +2

0# ( 95)

在( 90)中取 w = v( tn) - v
n
, 与( 61) ~ ( 64)同理可得

  + v( tn ) - v
n +2

0 + A $t + (̈ v( tn ) - v
n
) +2

0 =

    ( v( X
n- 1

, t n- 1) - v
n- 1

( X
n- 1

) , v ( tn) - v
n
) -
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    CD$t ( | v( t n) | v( t n) / Z ( tn) - | v
n- 1

| v
n
/ Z

n
, v ( tn) - v

n
) +

    Q
t
n

t
n- 1

( tn - t) ( vtt , v( tn) - v
n
)dt + g$t ( Z ( tn ) +

    z b( tn) - Z
n
- z

n
b, div( v( tn ) - v

n
) ) [

    C$t
3
+ C$t + v( t n) - v

n +2
0+ C$t +Z ( tn) - Z

n +2
0+

    C$t +z b( tn) - z
n
b +2

0+
1
2

+ v( t n) - v
n +2

0+

    1
2 +v( t n- 1) - v

n- 1 +2
0+

A $t
2 + (̈ v ( tn ) - v

n
) +2

0# ( 96)

即

  + v( tn ) - v
n +2

0 - + v( t n- 1) - v
n- 1 +2

0+ A $t + (̈ v ( tn ) - v
n
) +2

0 [

    C$t
3
+ C$t + v( t n) - v

n +2
0+ C$t +Z ( tn) - Z

n +2
0+

    C$t +z b( tn) - z
n
b +2

0# ( 97)

再当 $t足够小, 例如 C$t [ 1/ 2时,对(97) 从 1到 n作和,并注意到 v ( t 0) - v
0
= 0, Z ( t 0) -

Z
0

= 0和 z b( t 0) - z
0
b = 0可得

  + v( tn ) - v
n +2

0 + A $t 6
n

i= 1
+ (̈ v ( ti ) - v

i
) +2

0 [

    C$t
2
+ C$t 6

n- 1

i= 0

+ v( ti ) - v
i +2

0+ C$t 6
n

i= 0

+Z( t i ) - Z
i +2

0+

    C$t 6
n

i= 0
+z b( t i ) - z

i
b +2

0# ( 98)

在引理 4 中取 an = + v( t n) - v
n +2

0, bn = A $t 6
n

i= 1

+ (̈ v( ti ) - v
i
) +2

0 和 cn = C$t
2

+

C$t 6
n

i= 0
+Z( t i ) - Z

i +2
0+ C$t 6

n

i= 0
+z b( ti ) - z

i
b +2

0, 定义 b0 = 0,则 a0+ b0 [ c0, 那么,再由

引理 4可得

  + v( tn ) - v
n +2

0 + A $t 6
n

i= 1
+ (̈ v ( ti ) - v

i
) +2

0 [

    C$t
2
+ C$t 6

n

i= 0

+Z ( ti ) - Z
i +2

0+ C$t 6
n

i = 0

+z b( ti ) - z
i
b +2

0# ( 99)

在( 91)中取 W= S ( tn ) - S
n
, 与( 61) ~ ( 64)同理可得

  +S ( tn) - S
n +2

0+ E$t + (̈ S ( ti ) - S
i
) +2

0+ $tJ+S ( tn ) - S
n +2

0, 5 8
1
=

    ( S
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h ( x) ) , S( t n) - S

n
) -
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n
/ Z

n
, S( t n) - S

n
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    Q
t
n

t
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( tn - t) ( Stt , S ( tn) - S
n
) dt +

    $tAX( S *
/ Z ( tn) - S

*
/ Z

n
, S( t n) - S

n
) [

    C$t
3
+ C$t +S ( tn ) - S

n +2
0+

H6$t

4 +Z( tn ) - Z
n +2

0+

    1
2 +S ( tn ) - S
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0+

1
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0# ( 100)
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即

  +S ( tn) - S
n +2

0- +S ( tn- 1) - S
n- 1 +2

0+ E$t + (̈ S ( tn ) - S
n
) +2

0 [

    C$t
3
+ C$t +S ( tn ) - S

n +2
0+

H6$t

2
+Z( tn ) - Z

n +2
0# ( 101)

再当 $t 足够小,例如 C$t [ 1/ 2时,对(101) 从1到 n作和,并注意到S ( t 0) - S
0
= 0和 Z( t 0)

- Z
0
= 0可得

  +S ( tn) - S
n +2

0+ E$t 6
n

i= 1
+ (̈ S ( ti ) - S

i
) +2

0 [

    C$t
2
+ C$t 6

n- 1

i= 0

+S( t i ) - S
i +2

0+ H6$t 6
n

i= 0

+ Z( ti ) - Z
i +2

0# ( 102)

又在引理 4中取 bn = E$t 6
n

i= 1
+ (̈ S ( ti ) - S

i
) +2

0, cn = C$t
2
+ H6$t 6

n

i= 0
+Z( ti ) - Z

i +2
0和 an

= +S( t n) - S
n +2

0,定义 b0 = 0,则 a0+ b0 [ c0, 于是,由引理 4可得

  +S ( tn) - S
n +2

0+ E$t 6
n

i= 1
+ (̈ S ( ti ) - S

i
) +2

0 [

    C$t
2
+ CH6$t 6

n

i= 0
+Z( t i ) - Z

i +2
0# ( 103)

在( 92)中取 G= z b( t n) - z
n
b, , 由HÊ lder 不等式、Cauchy 不等式和( 83)可得

  ( z b( t n) - z
n
b, z b( tn ) - z

n
b) - z b( t n- 1) - z

n- 1
b , z b( t n) - z

n
b) =

    $t
AX
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( S( t n) - S
n
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n
b) + Q

t
n

t
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n
b)dt [
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3
+ C$t +z b( tn ) - z

n
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0+
H7$t

4 +S( t n) - S
n +2

0# ( 104)

再在( 104)中利用 a( a - b) = [ a
2
- b

2
+ ( a - b )

2
] / 2可得
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n
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0 +
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4
+S( t n) - S

n +2
0# ( 105)

又当 $t足够小,例如 C$t [ 1/ 2时,对(105) 从1到 n作和,并注意到S ( t 0) - S
0
= 0和 z b( t 0)

- z
0
b = 0可得
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n
b +2

0+ 6
n
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i
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在引理 4中取 an = +z b( t n) - z
n
b +2

0, bn = 6
n

i= 1
+z b( ti ) - z

i
b- ( z b( t i- 1) - z

i- 1
b ) +2

0和 cn = C$t
2

+ H7 6
n

i= 0

$t +S( t i ) - S
i +2

0, 定义 b0 = 0,则 a0+ b0 [ c0, 因此, 由引理 4可得

  +z b( tn) - z
n
b +2

0 [ C$t
2
+ CH7 6

n

i= 1
$t +S( t i ) - S

i +2
0# ( 107)

将( 95)代入( 103)可得
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  +S ( tn) - S
n +2

0+ E$t 6
n

i= 1

+ (̈ S ( ti ) - S
i
) +2

0 [

    C$t
2
+ CH4H6$t 6

n

i= 0
+ (̈ v( ti ) - v

i
) +2

0# ( 108)

将( 108)代入( 107)可得

  +z b( tn) - z
n
b +2

0 [ C$t
2
+ CH4H6H7$t 6

n

i= 0

+ (̈ v ( ti ) - v
i
) +2

0# ( 109)

将( 109)和( 95)代入( 99)可得

  + v( tn ) - v
n +2

0 + A $t 6
n

i= 1

+ (̈ v ( ti ) - v
i
) +2

0 [

    C$t
2
+ H10$t 6

n

i= 0

+ (̈ v( t i ) - v
i
) +2

0, ( 110)

其中 H10 = CH4H5H6H7+ CH4# 在(110) 中取 H10 [ A / 2可得(84)# 将(84) 代入(108)、(109) 和

(95) 可得(85) 和(86)# 定理 6证毕# 

结合定理 5和定理6可得下一个结论# 

定理 7  在定理 5~ 6的条件下,下面误差估计成立:

  + v( tn ) - v
n
h +0 + $t

1/ 2 6
n

i= 1

+ (̈ v( t i ) - v
i
h) +0 [ C( $t + h

m+ 1
) , ( 111)

  +S ( tn) - S
n
h +0+ $t

1/ 2 6
n

i= 1

+ (̈ S ( ti ) - S
i
h) +0 [ C( $t + h

m+ 1
) , ( 112)

  +Z ( tn) - Z
n
h +0+ +z b( t n) - z

n
bh +0 [ C( $t + h

m+ 1
)

  ( n = 1, 2, ,, L ) , ( 113)

其中 ( v
n
h , Z

n
h, z

n
bh, S

n
h) 是问题( Ñn

h) 的解,而( v( t n) , Z ( tn ) , z b( tn ) , S( t n) ) 是问题( Ñ ) 的解在 t

= t n 时刻的值# 

3  结   论

我们已经利用输运_扩散方法(即 Lagrange_Galerkin)处理了包含泥沙冲淤的非线性浅水方

程,并导出时间沿特征方向离散的全离散化混合有限元解的存在性和误差估计# 我们将在第

( Ó)部分给出一些模拟长江三角洲的水流和泥沙冲淤的数值模拟实例# 
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Mixed Finite Element Methods for the Shallow

Water Equations Including Current and Silt

Sedimentation (Ò) ) The Discrete_Time
Case Along Characteristics

LUO Zhen_dong1, 2,  ZHU Jiang2,  ZENG Qing_cun2,

XIE Zheng_hui
2

( 1. Depa rtm ent of Mathem atics , Capital Norm al Un iver sity ,

Beijing 100037, P . R . China ;

2. Institute of Atm ospher ic Phy sics , Chinese Academy of Sciences ,

Beijing 100029, P . R . China )

Abstract: The mixed finite element( MFE) methods for a shallow water equation system consisting of

water dynamics equations, silt transport equation, and the equation of bottom topography change were

derived. A fully discrete MFE scheme for the discrete_time along characteristics is presented and error

estimates are established. The existence and convergence of MFE solution of the discrete current ve-

locity, elevation of the bottom topography, thickness of fluid column, and mass rate of sediment is

demonstrated.

Key words: mixed finite element method; shallow water equation; error estimate; current and silt

sedimentation; characteristics method
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