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摘 要

本文在不用克希霍夫一拉夫假设的弹性板一般理论均基础上
.

建立了不用克希 霍 夫一拉夫假

设的弹性圆板的一级近似理论
,

对圆板在四周 固定和均布载荷的条件下
,

得到了具体的轴 对 称分

析解
,

并和经典的圆薄板解进行了比较
,

证明本文新解更加接近实验结果
,

本文也具体 地 讨论了

理论结果中厚度增大时的影响
。

关妞词 弹性力学 圆板 克希霍夫一拉夫假设

一
、

引言
,

弹性对称圆板的三维空间理论方程

弹性圆板 的轴对称理论是建立在三维空 间的轴对称弹性理论基础上的
.

设圆板厚度为h
,

在其中面上有径向坐标
r和环向坐标 0

,

取垂直于 中面的坐标为
二 ,

向下为正(图 l )
.

用a.
, a 。 ,

a : , a r :
= a : , , a

, 。= a , , , a 。:

= a : 。
表示应力分量

,

用 e , , e。, e 二 , e r :

= e z , , e , 。= 殉
, , e , z

=

‘。
表示应 变分量

.

对于轴对称问题而言
,

。神 = ae
,

= o ,

氏
二

= a
z 。= o , e , 。= 吻

,

= o
, e ‘:

= e z 。= o (1
.

1 )

而且只有两个位移分量
:
径向位移分量U (

: ,

习
,

轴向位移分量W (
: ,

2)
.

z 二 一h / 2

P (
r

J

之)

图 1 轴对称一板的坐标(r ,

z) 及P(
『 ,

封点的位移分t U (
r

,

z)
,

班(x ,

封

它们在板内空 间各点尸(
r , z

)
_

上都满足下列关系
:

( l ) 应变位移关系
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应变应力关系

E e ,
二 a ,

一 v
(二

。+ a
:

)
,

万e r :

= (r + v
)a , :

E ee = a , 一 v
(a ,
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、
,

E ee
二
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)丙

: = O

E e :
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(a ,

+ a. )
,

E 伪
,

= (l + v
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,
二 o

应力应 变关系

E 1

l 一 v
至

E l

l一 v
圣

E 1

1一 v圣

[ e ,

+ v ,
(肉 + e ,

)]
,

E 1

l + v l
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(

e ,
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)〕
,

E 1

1 + v -

E 1

1 + v l

ee
:

, O (1
.

4 )

一一一一一一a.ae丙

[ e ,
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)〕

其中E
, ;
为杨氏模量和泊松比

,

是

1
(

e ,

E z ,

ee
,

= O

v ,
为平面应变问题的析合杨氏模量和折合泊松 比

.

它们

E 1
E

瓜石
厄 ’

V

1 一 V (1
.

5 )

同时
,

很易证 明

E I E

l + v l 一 1 + v

( 4 ) 轴对称问题的应力平衡方程为

(1
.

6 )

d J
, .

1
一 石

~

十 一
0 2 犷

5二丁 (r J
名 f
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赞一
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= 一 p 了
:
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7a )
匹r

�
一rbr一r

d一d1工r

( 1
.

7 b )

这里没有环向应力平衡条件
,

因为在轴对称问题中
,

这个平衡条件自动满足
.

为了保证轴对

称变形
,

体力了
, ,

了
:

也是轴对称的
.

p 为材料密度
.

除了上述关系外
,

还有板的上下表面上的受力状态
,

我们在本文中将只研究均布载荷问

题 :

a
:

= 万
+ ,

a :
= 万

_ ,

J ” = 0,

a , z
= 0 ,

( z = + h/ 2
,

P
+

> 0为拉力 )

(
“ - 一 h / 2

,

P
一

> o为拉力 )

本文将只限于处理等厚圆板
,

除边界外
,

和上下表面的位移不受限制的问题
.

圆板 四周边界面上的边界条件将在以后讨论
.

现在引进诸内力素的定义
:

薄膜力N
, ,

N , ,

横剪力Q
r ,

‘N 一 N 。,

Q一 H
( 。

, 一

丁
( 2 ) 弯矩M
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M。,

一次矩Q李
‘

横向正应力合力H
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,
口
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)d
z

( 1
.
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.

sb )
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.
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其 中积分号代表跨越板厚的积分
,

或是

f
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r
+ ”, “ ,

, 气”
’

) a z = . L⋯
J ( . ) J 一 几, 2

)d z

一 F ,
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于是
,

我们有内力素平衡方程
:

l d
, , 、

l
, ,

一
一 面 一 ( r Z V

一
j 一一ZV .

=
r d r
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l d
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其中夕
, ,

夕
: ,

口
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口
:

都是外力的合力

, 一J
(二 。,

,

‘·

,
:

一

J
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:
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+
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-

“一J
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‘。) p ,二d · +

夸
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二
、

不用克希霍夫一拉夫假设的弹性圆板

在均布载荷下的一级近似理论

本文和经典弹性板理论不同
,

不假设
e : ,

e.
:

和几为零
,

而近似地假定

e :

= A
。

+ A 12

·, :

一

【(晋)
’
一

小
1 +

l件)
’

一]
·5

2

(一级近似)
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.

la )
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.

lb )

这里只是一级近 似
,

一般讲来
, e 二 ,

e. 河以取 z 的幂级数
,

其中A
。 ,

A
, ,

5 1 ,

又都是待定的
r的函数

.

同时还假定几手 0
.

于是从(l
·

2 )式对
“
的积分中求得

牙(
r , 二

)= 。(
r

)+ A
。

(
r

)
: + A , (r

)
2 2

/ 2 (2
.

Z a )

d切 l

LJ t r , 2 ) = “几r )一
- 一了 { 2 一 丙

a r 乙

d A
竺2 2

d r

1 d A I ,

一 一 花寿
名 -

+ 2

1({)
’

一;
一
〕

· 5 1 +
l(含)

2 一

;
一
」
一5

2

(2
.

Z b )

其 中。 , 田为
r
的待定函数

,

它们代表中面上的径向位移和挠度
.

应变分量除 (2 1 a ,

b )外
,

还有
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.
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三
、

固定边界圆板受均布载荷时的中心和边界条件

为了求解(2
.

了)
,
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.

8 )各式
,

我们必须研究边界条件和中心条件
.

本文将限于处理固定
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.
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根据 (2
.

2a
,

b )
,

我们从上式导出下列边界条件
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.
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本式也可 以从圆板的中心部份在均布载荷下和
r
处的一圈横剪

O
,

(r) 作用下的平衡观点求得 (图 2 )
.

板的中心部份的载荷合力为二尸q ,

其中

g = p
+ 一夕

一

+ p 了
:

h (4
.

4 )

横剪Q
,

在
r
处圆周一圈上的合力为 2 二r o

, .

平衡条件为

2 二 r Q
,

+ 二r Z g = o (4
.

sa )

或

Q
,

= 一 q r / 2 (4
.

sb )

根据 (2
.

5 e )
,

就可 以从 (4
.

5 b )导出 (4
.

3 )式
.

把 (4
.

3 )式和 (3
.

lb )式代入 (2
.

7 e )
,

得

图2 板的中心部份在横向

力作用下的平衡(Q
,

》0 时和二

轴同向 )

d 1 d d 功

己于 下 了万r 己于一 , ‘

、
“

d l d d 川 1

) 不
一

下 己: r 一
d开 二泛力i qr (4

.

6 )
1一10

+
A一介d一

积分一次
,

得

夯
一

佘
一

vlA
I + ,

乞(汀 {佘
d A

带
一

亩
qr

’
+

一

武
C

2

其中c
Z

为又一待定积分常数
.

把 (4
.

3 )式代入 (2
.

8 b )
,

整理后可以写成

1
、

1 d d 田
. 月

vl

B ,
一

(几 一 p
一

)

一
, , r

刁卜
r 一

己: 十肉 一 云
d A I Zv -

d r l一 , 1

(4
.

7 )

q

B 1

(4
.

8 )

从 (4
.

了)
、

(4
.

8 )式 中消去 V ,

令
一

系
一
岔

,

给出

办去喜
: ·

禁
一 浅一 三衬仆

2
+

扮
+ 一 C

Z
+ 1

飞
“
“

(, 一 ,
一

)
」

(t)
“ 一

井蕊

,

土
二 1

」
、

(4
.

9 )
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其矛为

凡
2

= (6 0 / v l h
Z

) (l一 v
l) (4

.

1 0 )

(4
.

9 )式的解可 以写成

A l
‘
·

, 一 C
3
‘
。

‘“
·

, +

塌
、

l号〔
·2

+
最

+
普
”

2

、士
, 1

1
。

+ v le
Z

+ 兴,
2

(,
+
一 ,

川1 ‘ J
(4

.

1 1)

式中I
。

(几
:
)为加的第二类贝塞耳函数

,

它可以写成幂级数形式

I
。

(x ) = E
(x / 2 )

“价

fn !厂 (。+ 一)
(4

.

12 )

(4
.

1 1) 式右侧第二项为 (4
.

9 )式的非齐次解
,

而C
:

为第三个待定的积分常数
.

(4
.

9 )式的另一齐次解K
。

(几
r
)

,

则由于解在中心有限这一条件的限制而不能进入 (4
.

1 1)

从 (4
.

7 )式和 (4
.

8 )式中消去A l和 v l月 1 ,

得

1 d d 阴
气l
一

v l ) 万 一万
r

一

工丁
r a r U r

.

3 一
十

一 -

兀
1 2 0

, ,

1 d d A
I

作
“

—
一

- - ; r 一下 止
.

r d r d r

叔冲
+

一

香
“
‘ v至

1一 v l 、
。+ e

:
+ 共 、

,

(,
, 一 ,

_

) 1
, 1 ‘ J

(4
.

1 3 )

上式可 以积分两次
,

其结果为
‘
一 : )? + 一

鱼就
,

‘“
2
A I 一

去
,

l矗(
一 +

导
‘

2

告
一
)
。+
奋

C 念一

+
巍
“

2

‘, 一 ,
一

, 一+ C
4
‘n ·+ C

S

〕 (4
.

‘4 )

其中C
4 ,

C
。

为另两个待定积分常数
,

很易看到 当: = 0时
, 。 ,

月 1
都有限

.

所以

C
‘

= o (4
.

15 )

现在让我们来决定矶
,

C
3 ,

c
s .

从 (3
.

4 b )
、

(3
.

5 )和 (4
.

3 ) 式
,

我们可以证 明 二 ‘

(。)
,
刀 ; (〔)都 等于 零

.

我们可看到

(4 一 1)
、

(4
.

1 4 )式中的A 头(
r )

, 田 ’

(。)满足这一 条件
.

把 (3
.

6 a )式中A I
(

a
) = o代入 (4

.

1 1 )
,

给出

~
, . 、 .

1 2 「v ! /
。 .

A
.

2
。

1 、
.

~
.

1
。

, 、

〕
C

o
l
。

(几
a ) + 彭飞

。

1
一

二【
a Z

+ 五 + 二h
z

下 ’ 二 )g + v , C
,

+ 、长h
Z

(夕
十
一 尹

_

) }= o (4 一 6 )
也 1八

“

L 4 、
’

犷
’

3 1 一 v1 / ”
一 ‘ 一 ‘ ’

12
一 ‘ r 宁 f 一 ‘

」

把 (3
.

7a )
、

(3
.

7e ) ‘
一

卜,功 (a
)二 A l (a

) = 0代入 (4
.

1 4 )式
,

给出

矗}
一 +
哥
“
‘ v {

- 一一一 a ~

1一 , l

、+

奋
C

Z a “

+猛
“

2

(, 一 ,
一

,
a Z

+ C
S
一 。

(4 一 7 )

、

,
了

,儿Q�/‘.、
门‘

一一

从 ( 3
.

7 b )式
}}!

,

功 产

( a )

有
,

5 1 (。 )
一 〕戳

( 1 + 一 )

把它代入 (4
.

14 )式得

3 / , _ ‘

2 、 q

百、’一 ” ’
/ E I人 、 l

一
‘
’ l / 甲

3 一 sv {

12 0

“
2

{
C

3
‘

1
‘“· ,
咨

+

罗尽}
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理蛛葬
上{畏(az

+

含碧口
+

协
+ 竺

劣
一

‘, 一 ,
一

, } (4
.

18 )

从 (4
.

16 )
、

(4
.

17 )和 (4
.

18 )式
,

解 出系数C
: ,

C
。

和 C
S

为
:

C :

I
。

(几
a

)+ (3 一 s v
盆

-
一

呵全 _ 生二弓
8 1 2

) (1 1 (之a )/ 几a
)

一

尸 (夕
,
一尹

一

)

3一 5 梦

p l

I ; (几a )

几a

「 2 v l + v 于
!一

-

石
一

q n

L 乙任

1一幽J 8

v lh
“

12
(矛

, 一 尹

减长
、。)

一

(3
叶

2 ‘

一
‘0 ·卜 5 ·, ,

。 12
七

。

=
一 于; 二 、, ‘

乙 lh
o

l

而夏可不石几云f)又石林司两可
「 2 v l + v 护
l一

-
~

万 ; 一 丁

q n -

L ‘任

v la Zq

8

1一 v 至
l2

人
“

‘, 一 ,
一

, 」

几一了砍瓦可不丈、

俞刃枷爪
司

3 一 sv
孟

4 v l

I ,
(几a )
几a

Z v x + v

2 4
q h

Z
一

v la Z q

8

1一 v
盆

l2

”
’

‘, 一 ,
一

小令
+ a Zq h

Z

一1下二万下几一一一一飞
~

订
~

气O U
.

勺尸 乙 . V I 一 J U V 万
任乙U Ll一 梦玉)

一 2 5护 (4
.

19 )

经整理后
,

可得挠度函数w 的表达式

、.,矛

一
‘

,
矛

功 (
·

, 一

晋
一

{矗(卜匀
’

+
矗 (3 一 sv

梦
I
。

(几
a

) + (3 一 sv
孟

I :
(之

a
)

(I:
(加)/ 几a

) 义a (
; 一
炸、

、 a 一

,

+

(合)
Z

f生督
上

(卜攀)
-

l 1

3 v ; 一 s v 贾
9 6 0 (l一 v

雯) I
。

I
。

(几a
)一 I

。

(几
r
)

(几
a

) + (3 一 sv
全)(1 1

(几
a

)/ 几叮

4 1
。

(义
a

) + (3 一 sv
全) (I ;

(几
a

)/ 几a
)

3 一 5梦

护 1

I ;
(几

a
)

几a

Zv ; + v 圣
2 4

匕弓
一

(几
一

二迈2 丫
、_ 经、了+ 户、

‘
~

」 , 巨卫t
;

1 2 q l 、
一 a ‘

夕J
一

\ a l 12 0 ( 1一 v盆

I
。

(几
a

)一 I
。

(几
r ) (声

十

了汀夏司于 (3 一 5 ,
孟) (1 1 (几a )/ 久a )

2 v l + ,

2 4

1 一 v 孟
l2

卜
一尹

_

)
-

q
(4

.

Z o a )

及A , (r) 的表达式

A l‘·, 一
盟

’

{
一

会
一

(卜攀)
+

;
一 I

。

(之
a

)一 I
。

(几:
)

I
。

(几a ) + (3 一 s v {) (I , (之a
)/ 几a

)

_ 户 、毛
_ _

一 工丝丝旦卜侧Ar)
_

_ _
_

_

「
、a 1 1

。

(几
a

) + (3 一 sv l)(1 1
(几

a
)/ 几a

) L

Z v ; + v
岌

2 4

l一 梦

1 2

下面
,

(3
.

4 )
、

(3

我们将从 (2
.

7 a ,

d )和 (2
.

8 a )三式
.和求解

。
(

r
)

,
A

。

(
r
) 和 5

2

(
r
)

.

5 )
、

(3
.

7 )
、

(3
.

8 )各式
.

在 (2
.

7 a) 中
,

对
r积分一次

,

得
:

(尹
+ 一尹

_

)
-

q

(4
.

Z o b )

有关边界条件见

首先

;
一

耳
: ru + 一且

。 一

黑 )
2

{ 耳
: ·

赞
+

拭牙{ 豁rs
Z
一 c

。

(4
.

2 1)

由 (2
.

7 d )和 (2
.

s a )
,

得 :
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l h \么 。 5v l
d A

n

气百)
。 ,

= 云1 千玩下 习「 (4
.

2 2 )

从 (2
.

7 d )
,

可得

1 d
一

于
一

J石邝一 玉
+

丁

红理兰
下

‘叭
2

止
v l 1 2 叹l十 v l) 、 2 I r

d A

刁石
r 万厂

、 h (声
,

+ 乡
一

)
门厂

~

—
二不丙 一一

~

一
Z万 1梦l

(4
.

2 3)

将(4
.

2 2 )和 (4
.

2 3 )代入 (4
.

2 1)
,

少1

3 (一+ v l
)

2

d A
r 二
干叼 一 A

n

a r

梦 ]

l一 v
全I

C
。- h (尹

+

+ 尹
_

)
ZB xv l J (4

.

2 4 )

有

一

r

dd1i r、.刀/
甘

九�9自Z‘.、

令
3 ( l +

v ;
)
“

v l
(h/ 2 )

2

A
。
一 c ?

‘
。

“
1·

, 一 、

与I
C 。

卫豁去列」

(警)
“S 急

、丈舞可
e 7

; 1 , ,
( ;

lr
)

(4
.

2 5 )

( 4
.

2 6 )

沙
一

l(2 一 3v , 一 g v全Z h 、
2 。

, r , ,

u 一 l八i千可户 、了) 七 , 几, J ’、几‘r ) 一

v lh

4 B I

+ p _

)
一 v
受)

C
o r

r 十
二 - ; 丁一一

几
、

Z 气l一 p 玉)
(4

.

2 7 )

由 (3
.

7 )式
。
(
a
) =

C
e :

所以有

o ,
A 忘(

a
) = 2 (h/ 2 )

“S :

(
a
)

,

可以得到
v lh (矛

,

十乡
_

)
ZB I

C
:
= o

A
。
= h (尹

,
+ 矛

_

) / ZB ;

S
:
= 0

“ = O

通过计算得出
,

在不计自重
,

歹
十
= q ,

了
,

= I
: 一厂一

o 的情况下
,

曲线与经典解的比较图 ( 图3 )
,

以及圆板 中心点最大挠度的比较图

( 4
.

2 8 )

(4
.

2 9 )

(4
.

3 0 )

本理 论 求得中面挠度

(图 4)
。

1日助场
3 (r一 ,

乃q
a . 木文解

一经典解 气 二 衬 、

h血二 1 : 5

入血 二 1 : 10

0
.

侣O
‘二竺
1

.

OQ

图 3 弹性一板中面侥度曲线
,

经典解和本文理论解的比较



不用克希霍夫一拉夫假设的弹性圆板理论再探 1 0 5

本文解

一2
.

5

1 6 E h
, 功

3 (一
, ,

)叮a . 经典解 K 代 二 气

乐的

1
.

60

L oo 瓦 况 X 衬 翔 衬 翔 衬 魏 义 扮 X 大 衬
.

况 况 盆 y 扮

。
·

so

扁一一一确产一一州渝一一一飞矿一

圈4 弹性. 板中心点最大挠度经典解和本文理论解的比较

我们发现
,

本文得到的挠度比经典解的挠度大
,

这是因为本文放松 了经典理论对变形的

限制 , 因此
,

我们确信本文的解更接近实际状况
.

M c P h er s o n ,

R a m b er g
,

和 L e v y 的

实验所测得的挠度
二‘’
均略高于经典理论

,

本文计算结呆也显示了这一倾向
.
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