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摘 要

本文导出了四维线性系统的李雅普诺夫函 数公式
,

研究了一类四阶非线性系统平凡解的稳 定

关. 词 非线性 稳定性 李雅普诺夫函数

文献 [l 」导出了二阶和三阶常系数线性系统的李雅普诺夫函数公式
,

并应用相应的公式

研究了二阶和三阶非线性系统李雅普诺夫函数的构造与应用
,

以及解决了一类三阶非线性系

统的平凡解的全局稳定性问题
.

本文利用类似的方法
,

首先导出四维常系数线性系统的李雅

普诺夫函数公式
; 其次

,

再分析一类四阶线性系统的李雅普诺夫函数的构造 , 最后
,

利用类

比的方法
,

研究一类四阶非线性系统平凡解的稳定性
.

一
、

四维常系数线性系统李雅普诺夫函数

考虑 四维常系数线性方程组

d x / dt ~ A 刃 (1
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的所有根都具有负实部
,

则根据文献 〔1〕中的有关定理可知
,
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4

, (x
l , x : , x 。, x ‘

) = 乙 。‘, x ‘x *

公
,

k = 1

气....lwel,1工.山成d4X戈XX_ 。
二 , , 二 : , 二3 , 二‘ ,

{
「

w 一 w 一2 功 1 5

叨 名l 切 2 2 叨 2 5

切 5 1 功 5 2 切3 3

w 一1 功 一2 叨一s

(田
. , = 二

。‘, i ,
k = l , 2 , 3 , 4 )

,

都可找到唯一的正定二次型

v
(x

l , x : , x : , x ‘) =

4

乙
i

,

k = 1

口‘七X ‘X 舌

= (x
, , x Z , x 3 , x ‘)

刀 x 3 v 一4

口 2 5 口 , 4

” 3 , ” 3‘

、

v ‘s 口‘一 J

f
‘ ,

1
}
‘’

}
}
‘,

!
‘ X ‘ J

艺22内乙
,止423U刀刀V..主J.l..1,1,工2口d4刀秒口V厂扭1.‘!,l�

(
。‘。= 。。, , i ,

k = 1 , 2 , 3 , 4 )
,

使得

d可dt = 2叨

即
d 。/ d t = 2 (” 1 lx : + ” 1 : x : + 。 1 3 x 3 + v l‘x ‘

) (
a : ; % , + a , : x : + a , 3 x : + a l一x ‘ )

+ 2 (”, : x ; + 。2 : x :
+ v z 3 x 3 + 。2 4

从) (
a : lx : + a : : x : + a : , x 。

+ a : ‘x ‘ )

+ 2 (
。 1 3 x ; + 。 2 3 x : + 。 3 3 x 。+ 。。‘从 ) (

a 3 1x l + a 3 2 x 2

+ a s 3 x 3

+ a s一x 4

)

+ 2 (
。 1‘x , + ”: 一x Z

+ 。 s‘x 3 + 。; ‘x ‘

) (
a ‘lx ; + a ‘: x : + a 一3 x :

+ a一x ‘

)

= 2 (切
, : x 委+ 2田 1 : x lx : + 2切 1 : x lx 。+ 2切 , ‘x , x’+ 。 : : x 孟+ 2切: 。x : x s

+ 2功 : 一x Z x ‘+ tD a 3 x 雪+ 2 0 3‘x sx ‘+ w 一x : )

比较 ( 1
.

2 )式两端同次幂的系数得
a 一l”一1 + a 2 1v l : + a 3 1刀 1 : + a ; l口 r 4 + O

·

” 2 :

+ 。
·

v 2 3 + O
·

之) : ‘+ O
·

v 3 3 + 0
·

沙3 ‘+ O
·

口‘4 ~ 阴 l x

a 1 2。 , 1 + (
a L : + a 2 2

)
U 1 2 + a 3 2”、3 + a ‘2” , ‘+ a : ;v Z 。+ a 3 ”: 3 + a 4 ; v : 4 + 0

·

”3 : + o
·

”5 4

+ 0
·

”‘一= 2切 1 2

a 1 3 0 1 , + a 2 3 0 1 : + (
a l; + a s 3

)
口 , 。+ a ; 。v , ; + c

·

”2 : + a 2 1。: 。+ o
·

v : 4
+ a 3 1。: 3

+ a 4 1”5 4

+ O
·

”“ = 2田 一3

a , ‘” l , + a Z ‘v , : + a s‘。 1。+ (
a l ,

+ a ‘4
)
v l‘+ O

·

。 : : + o
·

口 : 3 + a 2 1” : 4

+ o
·

v 。3 + a 3 1”5 4

+ 。‘一”4 4
= 2切 l‘

o
·

v lz + a z Z” 1 2 + o
·

v 13 + O
·

v l‘+ a : : v : :
+ a s : v : 。+ a 4 : v : ‘

+ o
·

v s :
+ o

·

2; 5 ‘
+ 0

·

”一‘= 功
z :

o
·

” 1 1 + a , 3v l : + 。 1 : 。 1 3 + o
·

。 ; ‘+ a : 。。 2 :
+ (

a : : + a s。

)
。 2。+ a ‘3。 : ‘+ a 3 : ”s :

+ 。一: 刀。-

+ 0
·

”‘; = 2切 : s

o
·

v 1 1 + a l一。 1 : + 0
·

。 , 3 + a l : 。 1‘+ a : 一”: : + a 3 ‘。 : 3 + (a
: : + a“ )

” 2 ‘
+ 0

·

” 3 :
+ a : : ” s‘

+ a ; : 。‘4 = 2 切 : ;

o
·

刀一 + o
·

” 1 2
+ a 1 3 v l : + o

·

v 一; + o
·

v Z :
+ a : 3” : 3 + o

·

”2 ‘+ a 3 : 刀: : + a ‘s”s ‘
+ o

·

”一‘= 功 3 5

o
·

。1 1 + o
·

。 , : + a , ‘。 1 : + a 1 3。】; + o
·

v Z : + a Z ‘。 : 3 + a : s。: ‘+ a s 4。。3 + (
a s3 + a“ )

。s-

+ a ‘3”“ = 2功3 ;

0
·

v 1 1+ 0
·

v l : + 0
·

” 1。+ a l‘v 一‘+ o
·

口: :
+ 0

·

刀: 3

+ a z ‘口: ‘+ o
·

刀 3 : + a s ‘口3 ‘

+ a 一‘。一‘= 功一

(1
.

2 )

( 1
.

3 )



关于一类四阶非线性系统李雅普诺失函数构造的研究 1 83
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3 )的系数行列式为
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根据克莱姆法则解方程组 (1
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,
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这就是 四维常系数线性系统的李雅普诺夫函数公式
.

二
、

四阶线性系统李雅普诺夫函数的构造

考虑 四阶常系数线性方程
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三
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四阶非线性系统平凡解的稳定性
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(3
.

4 )
。“ ’= 一 d x 一 e , 一 甲‘

(夕)二一 a “ }

我们又有如下 的定理

定理2 假设存在常数h> 。,

k> o ,

使 当 J川《h
,

!川《k 时
,

函数叫功具有连续 的二阶

导数
,

且满足下列条件
a c华‘

(, )一 c Z 一 a Z
d >

。> o

,
/

(。)> 。,

, , ·

(, , ,《
一

,

澎、
)

如果在域 }, !簇k
,

}z !《l内
,

(a : + “)s g n , > o ,

(d x + c , )s g n z > o ,

则系统 (3
.

4 )的平

凡解渐近稳定
.

证 在域 }川《k
,

}川《I内
,

作类似于 (2
.

4) 的李雅普诺夫函数
”
(x

, , , z , u
) ==

a d
Zx Z

+ ((
a甲‘

(, )一
c
)d + a c Z

), 2

+ (
a Z c + c 切‘(夕)一

a d )
2 2

+ c o Z
+ Z a c d x 夕

+ Z c d x : + 2 (c
Z
+ a Z

d )刀
: + Z a d 习“+ Z a e 二。

= d (
a切‘

(夕)一
c
)9

2
+ (

c 中‘(, )一 a d 、二
“

+ a (d x + C g )
“
+ c (a z + u )

2
+ Z c (d x + c夕)二

+ Z a d (
a 二 + “)g

由
a e沪,

(夕)一
e :
一 a Z

d > o及 中‘

(夕、> o 可知
a 中‘

(刀)一 c ) o
, e切“ , )一 c d > o ,

故在域 !, !(

k
,

}川《l内
,

由定理的条件可知函数
”
(x

, 夕 , z ,

川是正定的
.

函数州x , 夕 , z ,

的沿系统(3
.

4) 对时间t 的导数为

d 。/ d t = 一 2 (
a c 甲,

(, )一
c Z
一 a Z

d )2
2

+ (
a g Z

+ c z Z

)二切
“

(g )

、一 2 。一 +

(
。

(誉)
2

+
c)

,Z , ‘,
·

‘, ) , ·’

《 一 2 0 2 2
+ (

a h
“
+ c )11甲

”

(, 少12
2

= 一 e 2 2
《

只有平凡解才能使d y/ dt 二 o ,

故仿定理 1可知系统 (3
.

4、的平凡解局部渐近稳定
.
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