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摘 要

本文对非自共扼情形下弱阻尼非线性� � � 方程
,

证明了惯性分形集存在且进行了分形维度的

上界估计
�

关妞词 � �� 方程 惯性分形 维度

由千谱锁定条件
,

许多非线性耗散发展方程
,

题
�

近来
,
� � � � 〔

� , � ’
等研究了下面一类方程

厂斗

惯性流形的存在至今仍是尚 未 解 决 的问

�“
� � �

一
, 、 , ,

一二�丁 十月“十扰气“� � � 气� �
“ ‘

其中 � 是� � � � � � 空间� 中线性无界自共扼算子且具有紧的逆算子
,

� �� 是 “

数
�

如下结果已得到
�

��
�

��

的非线性函

对于定义在有界区域 �〔口上带有初边值 问题的方程 ��
�

�� 定义的非线性半群� �� 如果满

足条件
�

� 。 存在紧正向不变集�
,

即� ���� 二 � �� �� � �
,

�
“

� ���在� 上� �� � � � ��
�连续且是啦缩跳 �见定义 ��

,

则存在 �� ���
,

� �的惯性分形集

�
,

其分形维�
,
�� �� � ��

,

且对� �� � 是指数吸引的
�

文�� �证明了二维� � � �� �
一

� �� � �。方程
,

� � � � � � ��
一

� �� � � � �� � � �方程等均存在惯性

分形集
�

本文考虑当万是非 自共辆算子且不具有逆紧算子时的情形
�

研究了水槽中弱阻尼小

振幅长水波方程
,

利用空间分解技术和 � �� � � �� � 逼近方法
,

构造 了一 类等价范数
,

构造出

紧正向不变集并且导 出� �� ��  ! �� 连续性和收缩性
,

进而得到惯性分形集的存在性
�

二
、

预 备 知 识

设� �� �和厂是两个� ��� � � �空间
,
� �� �在� 中稠且紧嵌入�

�

考虑

朴

张鸿庆推荐
�

国家自然科学基金资助 司课题
,

�� ��年 � 月�� 日收到
�
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“。
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劣
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。 �� � �
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� ��
, �� �� � 〔�

, �� � ,

�� �常数�

定义 �“ , 紧集� 称为 �� ���
,
� �的惯性分形集

,

如果满足
�

�
�

� ���� � � �� �� ��

�
�

�以� �� � ��

�
�

存在正常数
�。, � � ,

使� �� �
�

�� ����
,

� �《
� � � � �〔一 � ��〕 �� 才〔�

,

�

其中 � �� �, ��
,

� �� � � � �� � �� 一 � �
, �

� 〔通 口〔 �

��
�

��

��
�

��

定义 , 二
‘’
若对每个 关�

� ,

�� 存在秩为�
。

�句的正交投影尸
, 。 ,

使得对 � 中任何
“和。 ,

或者

�� ���
“一 � �才�

。 ��《占�
。 一 。 ��

或者

�� , 。

�� ���
。一 � �才�

。
��

二

《 ��
� 。
�� �才�

。一 � ���
”
��

�

则说� ��� 在� 中是收缩的
�

其中�
, 。

� �一 尸��

定义� 若对紧集 � 中任何
。和。 ,

存在有界函数 ����
,

使得

�� ���
。一 � ���

。 �� � �����
。一 。 ��

则说 � ���在� 中是� �� � � ��� 连续的
,
����为� ���的� �� � � � ���常数

�

其中����与
。 ,

定理 � 设 ��
�

��
,

��
�

��
,

��
�

��在空间犷中满足下述 条件
�

�
�

存在非线性半群S (t) 和紧吸引子了
.

2. 关于S (t) 存在紧的正向不变集B
.

3
.
5 (t)在B 中L IP se h it

z
连续且收缩

.

则M 是惯性分形集
.

M 二 U S (t )M
,

0 〔才〔 t.

(2
.
4 )

(2
.
5 )

( 2
.
6 )

。无关
.

(2
.
7)

M 一‘ U
(
,

区US
,
( t
.
) ( E ,

)
( 2
.
8 )

且有 d , ( M ) 《l+
cN 。

(
2
.
9
)

d i s t
,
( S (

t
) B

,

M ) 《
coex p [一 c lt〕 (2

.
10)

其中 E 告

为【4〕中所定义 (X 以B 代替)
,

N

。

由(2
.
5 )确定

, “ , c 。, “1与B 中元素无关 , 方程

(1
.
1) 中A 是线性算子

,

标是某一正常数
.

证明 由 (2
.
7)

,

(
2

.

8
) 立得M 的正向不变性

.
事实上

,

如果t任(0
,
t
一
)

,

因为S (t
一
) M

一二

M
.
(从 (2

.
5 )即可 证明 )

,

我们得到
:

S (t)M = U S (
s
)M 一( U S(

s)M ,
) U ( U S (

s
) M

一
)

才〔‘〔 t. + t t石s 宾f. t.〔 s百 t. + t

g M U ( U

口〔s 眨t
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.
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则
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S (t)M = 5
.
(t
一
) S (

s
) M 《S

奋
(
t .

) M g U

O 犷
s 犷 t.

S (
s
) S

今
(
t 一
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.
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s
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,
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.

0
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f t
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至于分形维有限和指数吸引性
,

利用 (2
.
了)

,

(
2

.

8
)

,

仿〔4〕中定理2
.
1的证明证之

.

三
、

主 要 结 果

记A = ““ ,

+ 四
,

则在尸(。
,

I) 中A 是正算子
.

记 卜l二= 艺 少 {
。
}孟

,

V
。〔H 甲 (

。任H
“
且是以I为周期的函数)

‘

}

·
}卜买!会}

’

d
X

(
3

,

l

)

又记刀(A )一H 于(o
,

I)

,
犷 = H 圣(0

,

l
)

,

则D (A )在犷中稠且紧
.
刀(月 )和 犷中范数分别定

:
_
.. ..

一
、
_

J

护 __, J
_

~

, , 。 , _ . 、 .

_

、 、 , . 卜_

_ _
_

_
_

,

_

、二 . _ 、‘ .
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久期.
’
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,

利l
’

} I
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右记丑
。
= 一 口矛

, 贝u丑
。

仕月 ;又U, 名) 甲 有逆紧异于
,

十是仔汪禺散借句和

H 亡(。
,

l) 中一组可数基{功
,
}
,

使得当j = 1
,

2
,

…
,

时有

A 浏
,
= 幻切

,
且当j, + oo 时有 几, , + co ( 3

.
2 )

C屺J
由稠密性

, ,

只痴乃 张成空间玖

命厄1
〔‘’,

设了〔H 专
,

对于问题 (2
.
1) 、 (2

.
3)

,

成立如下结论
: 1.若 丸〔H 士

,

则存在唯

一解
“ ,

“〔C (R
, ,

H 毛) n L co (R
+ ,

H
} )

,

且当 {{
。。】1;《R 时

,

存在T (R )> 0
,

当 t》T (R )

有

11“ ,}
:
《p 为

,
1

2

.

若了〔H 专
,

成立如下结论
:
若

“。〔H 产
,

则存在唯一解
u ,

。〔C (R
+ ,

H 户)门L OO (R
+ ,

H 于)
,

且当 J{
“。

!1

2

《R 时
,

存在T
l
(R )> o

,

当t> T
l
(R )时有

l}
。
(
t
) }.
2

《p 二
, :

(
3

.

3
)

其中 poo , ; ,
p co

, :

是仅与l
, , ,

f 有关的常数
.

命皿2
〔‘’

若了任H 节
,

则 (2
.
1) 、 (2

.
3 )定义 了非线性半群S (t)

,

且在刀(A )中存在弱紧吸

引子了
。

命厄3 若f〔H 节
,
、〔H {

,

则S (t) 存在犷中紧吸引子了
,

了吸引D (A ) 中一切有界集
.

证明 由于D (A )在犷中致密
,

故了在犷中紧
,

由于了在D (A )弱拓扑下吸引 D (A )中一

切有界集
,

故了在犷强拓扑下吸引D (A )中一切有界集
.

记 B 。
= {

“〔V
,

i!
“
11
2
《p 。

, :

且 {{
“
JI
、
《p二

, ,
} (

3
.
4
)

B = U S (
r
) B

。

(
3

.

5
)

0 〔t签 T i(p ,
, :

)

则可以证明B 是S (t) 在犷中正向紧不变集
,

事实上我们有
:

命题4 由 (3 5 )式定义的B 是S (的在厂甲紧正向不变集
,

且吸收D (A )中任何有界集
.

证明 B 在犷中紧性和吸收D (A )中有界集从命题 l和刀(A )在犷中致密性得到
.
事实上

,
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由于B
。

是D (且)i 「!吸收集
,

木身 也是有界的
,

故对于B
。,

存在Tl (p ,
, 2

)

,

当t> T :(p 二
, 2

) 时
,

有S (, ) B
。
里 B

。 ,

B

。

有界且吸收D (A )巾有界集
,

故 B 在犷巾紧且吸收D (A )中有界集
_.
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,
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1
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从而B 是s (t )的紧正向不变集
.
最后证明S (t )在B 中L ip sC h itz 连续且是收缩的

.
我们有

.

命题5 5 (t) 在 B 中是L ip sc hi tz 连续 且是收缩的
.

证明 由命题4知
,

若
u(0)〔B

,

则S (t)
。0〔B

,

对一切t> o成立
.
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(
t
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, u ;
(
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, u :

(
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,
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(
t
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,

于是功 (t)满足如下方程
.
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二
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:二 二
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.
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在 (3
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