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摘 要

本文以非线性连续体几何场论为理论基础
,

分析了无限大体中一个螺位错引起 的应力场
.

结

果揭示了非线性高阶效应的影响
.

当不考虑高阶效应时
,

所求得的应力 场 可退化为经典线弹性理

论的结果
。

本文还对螺位错引起的体力矩场进行了求解
.

获得了无限大体中单 个 螺位错引起的体

力矩的解析表达式
.

作为理论结果的应用
,

本文研究了界面附近螺位错的应 力 场和体力矩场
.

揭

示了它们对界面力学性能的影响
.

关. 润 非线性几何场论 螺位错 体力矩

一
、

引 言

固体缺陷及其对材料力学性质的影响一直是固体物理
、

冶金学和材料科学的一个重要的

研究课题
.

固体的宏观力学性质与其微观结构
,

特别是晶体缺陷密切相关
.

要解释固体的宏

观力学性质就必须深入地对材料微 观的力学性质加以研究
.

有关 课 题 的 综 述 性 描述已由

M u ra “ 二在其经典著作 《固体缺陷的微观力学 》 中 给 出
.

事 实 上
,

在 金属
、

岩体
、

结构陶

瓷
、

复合材料等实际工程材料中都存在着大量的微观或宏观的缺 陷
,

而这些缺陷却对材料的

力学性质起到决定性的作用
.

不考虑材料 中缺陷时其力学性能与实测的力学性能相差几个数

量级
.

这说明固体中缺陷对材料力学性质起到关键作用
.

这就要求人们对包括缺陷在内的材

料的微结构加以深入地研究
.

而关于固体缺陷的诸 多理论 中研究得最 多
,

最深入又最能解释

材料的各种力学性质的当属位错理论
.

早在本世纪初V ol 七e r r a等人就提出了连续介质中位错的概念
.

19 34 年 T a y fo r 等人 在前

人许多实验观察的基础上分别独立地提出晶体中位错的概念和图象
〔2 二, 并首次将弹性体位错

和晶体位错在理论上联系起来一 9 3 5年B u r g e r s 又提出螺位错 (。e r e w d is lo e a tio n )的概

念 ‘“〕.

50 年代K r 6 n e r 等人提出并发展了连续体位错理论
〔‘二.

从而位错理论进入了连续 体力

学
,

成为连续体力学的一部分
.

最近段祝平等用四维微分流形处理了动力学 间题
【“二 .

以 8 一R 分解定理和拖带坐标系为基础的新的非线性有限变形理论是陈至达教授于 19 6 9年

首次提出的
〔“, .

最近出版的《有理力学 》 一书对该理论进行了全面系统的总结
‘7几,

新理论已

. 19 9 3年 9 月 1 7 日第 1 次收 到
,
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在计算力学
,

断裂力学
、

实验力学
、

生物力学等诸多领域中 获得了成功 的应用
「3 一 ‘。, .

解决

了大量小变形理论无法解决的问题
,

解释 了许 多小变形理论无法解释的现象
.

本文用非线性有限变形理论研究 了位错形成的转动场的特性
.

首先根据螺位错场的几何

特性建立了其变形几何模型
.

在所建立的几何模型基础上对其非 线 性 几 何场进行了详尽求

解
.

考虑到非线性问题求解的困难性
,

物性方程仍采用虎克定律形式
.

所获得的结果反映了

由于几何非线性引起的高阶效应的影响
.

这种几何非线性是由于位错周围的畸变场引起的
.

畸变场的大小与位错的形成和材料的性质有关
.

当畸变较小时本文结果与经典结果相一致
.

本文还应用转动物性方程求得了体力矩场
.

最后计算了界面附近 的应力和体力矩
.

本文所获

得的结果对固体缺陷引起的非线性畸变场 的分析提供了理论依据 , 同时也对实验中观察到的

晶界转动开裂现象提供了理论解释
.

二
、

基 本 理 论

以 8 一R 分解定理为基础的非限性有限变形理论是陈至达教授首先建立起来并得以迅速发

展的
.

该理论成功地解决 了如何准确地标定变形体中一点邻域的有限变形状态及局部转动这

一数学和力学难题
.

从而在实验力学
、

计算力学
、

断裂力学
、

生物力学等领域中都获得了成

功的应用
.

新理论有两个突出的特点
.

其一是将 E ul er 动坐标法推广至描述变形体运动的拖 带坐

标法
.

在有限变形条件下
,

拖带坐标法明确反映了物体变形 前后 的关 系
.

M u ra n g h a n,

B ri n or in
,

S y n g e 和钱伟长等都在有限变形分析 中引用过拖带坐标系
.

新理论的第二个特

点是采用对称的应变张量与正交的转动张量直和的形式代替传统的极分解形式描述物体的有

限变形
.

这种分解形式克服了后者带来的左
、

右伸长张量的不同一性
.

使应变定义更加严谨

和直观
.

非线性有限元计算已显示出这种分解的优越性
.

采用拖带坐标描述法时
,

首先在三维欧氏空间 E
“

中选定一个固定坐标参考 系王X ‘}
.

然

后取嵌含在变形体中的拖带坐标通分 }
.

物体在初始位形的拖带坐标 与 {X ‘}同胚
.

若令
r。和 r

分别表示变形体内任一点 P在变形前后 的位置
.

则有
r = r。+ u (2

.

1 )

拖带系变形前后的协变基矢分别定义为
:

口r

g ‘= 口x
‘0r0

�叙
一一

00甘

由 ( 2
.

1) 式可得
:

g ‘~ ( d ; + u , 】‘) g , = F ; g ,
(2

.

2 )

根据S 一R 分解定理
〔’二 ,

对物理可能的运动变换
,

变形梯度 F可以分解为对称张 量 S 和正

交张量 R之直和
,

即

F = S + R

其 中

S = (一/ 2 ) (V u + V u ,
)一 LL ( l一 e o s旦) 、

R 二 I + ( 1 / 2 ) (v u 一 v u ,
) + LL( 1一 e o s夕) 1 f2 3 )

夕= 土a r c s i n [ ( 1 / 2 )研
一

(勺卜 v u ,
)

2
」 )

R代表转动
, S 代表应变

, “是位移矢t
,

L 是方向矢量
,

l是单位张量
,

旦代表平均整旋角
.
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(2
.

4 )

、.甲�勺n乙
百矛.、

、
L矛

l

它们的物理分t 为
「力 :

. ‘l, , (斌石不/ 斌仄石i)
。‘

I
,

左卜 ( 1/ 2 ) (公
‘
}

, + 。, l‘)一 L 生L李( l一 e o s夕)

去蛋= 一 L

旦= 土a r c

= (公‘{
, 一 州 I

‘
) / Z s i n 夕

s i n { ( l/ 2 ) [ (公
‘1

2
一 公“J;

)
“+ ( 公

2

1
。一 。“l:

)
“+ ( 公

“

i : 一 公‘ ]
。

)
2

]
‘尹2

}

其中括号内的重复指标表示不求和
.

广义H o o k e 定律可表示为
:

。= 2‘介+ 招导
~

t r亏一、
、 1 一 艺p l

( 2
.

6 )

其中 G 和
,
分别为材料的剪切模量和波松比

.

户为应变的物理分量
.

tr 亏二 夕至+ 夕盆+ 夕璧为应

变物理分量绘的迹
.

以上 ( 2
.

4 )、 (2
.

6 ) 加上求解问题的边界条件构成求解非线性 问题的基本

公式
。

三
、

螺位错场的有限变形解

在经典弹性理论框架下位错核心将 出现奇异
.

因此核心区是无法 用 经 典 弹性理论求解

的
.

处理这类问题的一种有效 的理论是非局部弹性理论
.

有关非线性几何场下螺位错的非局

部解将作另文讨论
.

在此为使 问题易于求解
,

我们将位错核心区的变形用一与 r 成线性关系

的函数代替
.

因此螺位错场的位移可用一统一 的式子表示 (见 ( 3
.

3 )式 )
.

求解后再 将 核心部

分除去
.

螺位错场的力学模型如图 l所示
.

显然采用柱坐标较为方便
.

设缺陷场产生之前体内某

点 P 的柱坐标为P (
r , 0 , z

)
,

基标矢量为{奋1 ,

百: ,

奋
3
}

,

其中 1 , 2 , 3分别与
r ,

0
, z
对应

.

产生畸变后 p 点变成为尸
‘
(

r , 0 ,

H 习
,

即 z
方向伸长了H

,

变形情况如图 l 所 示
.

点 P 可

表示为
,

r , = r e o s o i + r s in o j+ 二k ( 3
.

1)

及

d r , == (c o 日8 1+ s i n o j)d
r + r

(一 s i n o i + e o s s j)d s + k d 二

r’的线元平方可表示为
,

d 圣2 = d r巷= d r ,
·

d r , = d r Z + : 2
d 8

2 + d z Z

于是
,

寿( ; 1 ) = 1 ,

奋(一: ) = r Z ,

睿( 3 3 、
= l

变形后
,

P, 可表示为
r , ,

= rc o S 0 i + r s i n s j+ (
二 + H ) k

其中

( 3
.

2 )

H 一

{
r t g ke ,

ro t g ko ,

0《
r < r 。

r
》 r0

( 3
.

3 )

其中常数k = ar c t g (b/ ro ) / 2 二 , b是通常的B u r g er s向最
.

于是
r , ,

的线

元平方为
,

d s Z
= d r Z + r 2 d 0 2 + (d

z + t g k od r + r k s e e “ksd o )
2

由此可得
,

夕 ( 1 , ) 二 ( l + t g
Zk B) = : e e Z

ko , g ( : : ) 二 ( l + k
l , e e ‘

ks) r Z , 夕 ( 3 3

口口口

老老老

圈 1 绷位错模型
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由(3
.

1) 和 (3
.

2 )可求得位移场

u 二 r尸
‘

一 r尸 = H k

或 u = “‘g
‘

其中g ‘= 价 , / 口丫
,

其分量形式 为

(3
.

4 )

(3
.

5 )

口r p _ 。

二
, _ 。

. _

口r
p

.

,

二
。 .

口r
,

g
r

= 喃J = c o 吕口 I一吕i n 口 J , g e =
~
万万 = r S i n U I十 r c 0 s口 J

,
g
二

= 马
二 = K

U l 以U 口‘

将以上结果代入 (3
.

5 )得
,

u = (e o s s u r

一 : s in o 。
口

)i+ (s in o o r

+ : e o s口“e )j+
“ ,

k

上式应与 (3
.

4 )式相等
,

于是有

e o s s u ,

一 r s in s u e
= 0 , s in s u f

+ r e o ss “e = o , “名 = H

由此可解得位移分量
“于

= “口二 0 ,

一干H一
‘g 。。

,

、r o
t g 秃口

,

(0 ( r< r 。)

(
r > r 。

)
(3

.

6 )

位移梯度可由下式求出
‘7 全,

。 ‘}, = 口“
‘

/ 口x , + 厂 }
‘。‘

其 中柱坐标下的C h r i就。ffe l符号可被表示为

厂石。

一
r ,

厂巴
。= 厂息

,

= l/ r ,

其它厂乡
。= o

(3
.

7 )

于是由(3
.

了)有

。 ,

}
,

= u r

】。= u f

】

{
u 万

}
,

= tg k o
,

:

= u e {
,

= u e {。= u e

u z

}。= kr s e e Z
ko

,

u z

l。= k r 。s e e ’
ko

,

= “名

i
: = 0

当o《
r < r。

当r》r 。

其物理分量为
公

2

1。= k / 创而
8 4
k0 + 寿

2 , 。
“

{
,

= s in ko
,

公
“

}。= k r
。

/ r斌乙6毛万肋 + 寿
2 , 公

“

I
,

= 0 ,

将此结果代入(2
.

5 )式即可求出平均整旋角为
,

当0《
r < r0

当r
》 r0 } (3

.

8 )

, 一 a r “ 8 ‘n

{合
〔‘”

2

,
·

,
2
+ ‘”

2

}。)
’

〕
1 / 2

}
一 a r e s ‘n

{卷
〔s ‘n

Z
““+ “

2

/ ‘“
2
+ c o s ‘“”)〕

}
, 0、

·< 一

‘一 a r C “‘n

{泣
”2

{·

}
一 a r C s ‘n

{;
“一 / ·斌乙6 8 “。”+ *

2

}
, ·

> 一

应 变分量也能由 (2
.

5 )式求 出
,

‘: 二‘; 一‘: 一
;
(。

3 { 1 ) + L ; L。(1一 c o 。, )一

;
s ‘n “”

‘

I

(3
.

9 )

、.......L
J

zse....‘且..2

(0簇
r < r 。

) (3 一 0 )
*旦一 : (

。3

一
2

) + 去: : , (l一 C 。。旦)一 支、z斌
。。5 4

。+ 、
2

!
‘ 乙
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左: 声左愁== 夕矛= 0 、

砚 , 夕: = 夕孟=
1

2
kr

。

/ r斌 e o s 48 + kZ} (
,
》

r 。
) (3

.

1 1 )

其中夕:已取为零
,

因为当r0 》b时它是参数 k 的高阶小量 (详见〔10 〕)
.

将应变分量代入 (2
.

e)

给出的本构关系
,

我们有

“, “分卜 2G 今
一Gs ‘

nk0

_
、

a落二厅孟= ZG S 宝= G 掩/ 扩e o s 4 ks+ k
Z

J
(0《

r
<

r 。) (3
.

12 )

a牛“a 全= o

泞落二a 孟= G 掩r
。

/ ,
斌石0 5 ‘ko + k } ‘

r
‘r0 , (3

.

13 )

其中(3
.

13 )为有效解
,

现在让我们讨论这个解
.

当 , 》 r 。

时有
,

泞: = G kr。/
r

对小变形情形 k 二 b/ 2 二r。,

于是非零应力为

a百= b/ 2 二
r

这便是经典小变形理论的结果
.

由此可见 (3
.

13 )是考虑高阶效应后螺位错场的精确解
.

四
、

螺位错转动场中的体力矩

关于体力矩的概念早在本世纪初叶 E
.

C o ss e ra t与 F
.

C叱s e r a t 就巳经提出
.

在文献

〔T] 中陈至达教授根据非对称应力基本理论作 了详细说 明
.

体力矩 的概念是非 线 性有限变形

理论的一个重要组成部分
.

它对材料晶格转动
,

微断裂和微损伤的研究都是非常重要的【8.

9]
.

它不但和材料的转动参量相联系
,

能够解释材料的微转动效应
,

而且与固体电磁场
、

血

液流动中红白细胞的旋转运动
,

裂 纹尖端 的位错力偶场等近代力学问题都有着根本的关系
.

本节将详细讨论螺位错产生的体力矩
,

其定义及物理 意 义 已 在〔10] 中 作详 细 讨论
.

根据

〔10]
,

体力矩是与非对称切应力对应的
.

根据第三节中有关螺位错的数学
、

力学特征可以看

出螺位错场是以剪切为主要效应的
.

在微转动情况下 (3
.

e) 式给出近似表达式
“.
= c o

, “f
= “e = o (4

.

1 )

其中 c 为常数
.

再由(2
.

5 )式得
,

乙, at 时 ·喜(
“‘
一

, 一 。 , 一
。

)
‘

(4
.

2 )

其大小为

}: , 。‘n 旦}一 : ‘n , 一 士合
〔(“

!

卜一 。2

}1 )
2

+ (
。2

.
3 一 。3

}
艺

)
2

+ ‘
。 3 , : 一 “

”
3

,”“
’

(4
.

3 )

将 (4
.

1 )代入 (4
.

3 )
,

得

。, n , 一士音
〔(
。 3

, : )
2 一 (

。3
}
:
)
2

〕
1一

(4
.

4 )

其中
“

+
”

表示右螺位错
.

于是有

Zs in 旦= [ (口
。z

/ 口r
)
“+ (口

“z

/ r口8 )
“

〕
‘尹2

= V u 名

由(4
.

1) 可得
,

{V
u 名

」= c {V S }

与 (4
.

5 )比较可得
,

(4
.

5 )
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一

告.
v 。

·

}一
誉
。‘n “

(4
.

6 )

根据转动物性方程 (参见〔1。〕se c
.

3
.

2 (12”
,

我们可以求得体力矩和位移梯度之 间的关系

m
卜

·: , }v 。卜
、 ‘丝丝
儡

!
业

一 }v。}一普(
“‘}, 一。, !

‘
)

其中
、
是微转 动模量

, “ 是常数
,

由位错特性决定
.

对州位 错
, 。二 b/ 2 二

.

得
,

(4
.

7 )

将
c
代入 (4

.

7 )可

。
卜竿

(
。‘!厂

“, ‘。,
(4

.

8 )

其物理分量为

。卜竿 (。
。}, 一 “, ,‘)

(4
.

9 )

或

价 贾- 一 功
2
竺妇

, .

州 = 一献 = 兰攀护
O

’
- - 一

O
(4

.

10 )

令 A , 二 公5

1

并考虑微转动 时可得

月 1二扩 }

于是 (4 一 0 )成为

= 公“ }
, ,

A Z = . 8 }: = a名 }.

,

= 0 ,
A

:
= 公

,

1。= b / 2 二r

(4
.

1 1 )

价全= 一 协盔= 2 二、A l / b

晚孟= 一 晚呈二 2 二衬A : / b

相应于体力矩的反对称应力为

} (4 一 2 )

(4
.

1 3 )

、,纽l,!
2

‘

O
‘O// 了了产A月兀兀PP丫付一一一一一一

其中p 是单位体积质量
。

五
、

界 面 处 体 力 矩

本节将讨论界面处由于螺位错引起的体力矩
.

它可揭示复合材料界面断裂的微观机制
.

对图 2 所示 的直界面
,

我们有下面的转换关系
,

,
:

一 。:

}
二

一
。
·

}。。in 。

一鑫苏
,

,
一。

·

}
,
一 。

·

}。 c o s。一

鑫 二
其中

x 二 r c o s o
, , = r s in o

, r Z = x Z

+ 夕2

将A
二

和A
,

代入 (4
.

1 3 )
,

得

此 = 一 a 二= 一 “户夕/ 尸
, a

卜
一 a ; = 一 、p x / r Z (5

.

1)

其中反对称应力的记 号已省略
.

让我们考虑一个如图 2 听示 的双相介质的复合材料
.

两种材料的微转动模量分别为
H , 和

K : .

考 虑一个右 螺位错且
,

带有B u r g e r s 矢量b
,

位于材料 I中并离界面 l且平行于
z 轴

.

为
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圈 2 双相材料中界面附近的姗位工 图 3 体力矩沿界面的分布( 劣 = 0)

了保持界面的连续性
,

在材料 I
,

A 的映象处放一个 B u r g e r 。矢量为 yb的映象位错C
.

材料

I 中的应力是由于A和 C 两个位错场引起的
.

为了获得 I 中的应力场
,

在 I 中距界面 I 处放

一个B u r g e rs 向量为刀b的映象位错B
.

由 (4
.

1) 可求得 I
,

I 中的线性位移场
,

(·
。

)
: 一

会(
a r c ‘g

粼
+ : a ·c ‘g 、

么) ( 5
.

2 )

(
·:

)
, 一

会
, a r 。‘g

粼 ( 5
.

3 )

位移连续性条件要求
,

(
。3

)
, = (

u s

)
. ,

在 x = o 处

由此可得

刀二 l一 y

由( 5
.

1) 、 (5
.

3 )可得应 力分量为
,

( 5 一 )

、......esll2.........1声(。
1 3

)
:

一 尝
(。

2 3

) : 一
互才{

夕

(% + l)
’+ y Z

下夕

( x 一 l)
“

+ 夕
2

x + l

( x + l)
2 + 夕2

v (x 一 l)
下

一

(又二 l户初
2

(5
.

5 )
a 1 3

) , =

a 2 3

)
: =

一刽
(二 +

邻
+ 。2

一

组
(
异概

:

{
界面处应力连续性要求

(a , 3

) , = (a , 3

)
, , ,主x = 0 处

由此可得
、2

刀= 、 , 咬1 + , )

联立 (5
.

4 )和 ( 5
.

6) 可得

? = (
、: 一 , : ,

) / (、
:

+ 、 ,

)
,

刀= 2 ,‘1 / (、
2 + 、 , )

由体力矩和反对称应力的关系 ( 4
.

1 冲可求得体力矩的表达式
,

( 5
.

6 )
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(m 当)
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夕

(x + l)
2

+ 9 2

V夕

(二一 l)
2 + y Z

) : 一

业「P 兀 L

x 十I , (
X 一 l)

(x 一 l)
“

+ y Z J
(5

.

7 )

(m 璧)
,

= _

业P 兀
衬:
b

(x + l)
“

+ v Z

内
(x + I)

:

+ , 2

刀(x + l)

川优
矛
‘、

‘

了.、

P二 (x + l)
2

+ 9 2

图 3 给出了界面处 (x = 0) 的体力矩分布规律
.

这里我们 巳 假 设
、: = ZKI

,

于 是 护= 1/ 3,

刀~ 2邝
.

结果显示
: 当位错靠近界面时“, 0)

,

体力矩有一极大值
.

当此极值达到材料临界

强度时
,

界面处产生转动开裂
.

.

、
‘

/ \ 、 讨 论

本文采用非线性有限变形理论分析了螺位错在固体材料中引起的转动效应
.

给出了螺位

错场的非线性有限变形解和螺位错转动场 中体力矩的表达式
.

主要结论如下
:

( l) 采用 了比线弹性小变形解更为精确的力学方法求解
,

同时选用了比经典小变形的

螺位错模型更加一般化的螺位错模型
.

(3
.

1 3 )式给出的应力场是由非线性有限变形理论得到

的精确解
.

斌石丽咦百干矿是高阶效应项
.

考虑高阶效应项还会出现正应力 (在正文求解时巳

忽略 )

a {
ZG v

I一 ZV

*
, .

/
, 。 . , .

k
Z \ l

汀 盆= 一几 . s ln
‘
陀以十了万

-

万二万丁万「万 , = 丁厂万二
二八

、 尺 -

一 u u 妞
一

尽口 1 4 LI个 U U S Z )

a卜 一 : ‘ 具洲
一

(
: in

:
、。+

l一 Z 梦 \

k
2

k
Z
+ e o s 4

ks )
、(,千乞

、s。)

高阶效应引起的正应力相对切应力是高阶无穷小
.

只有用精确的非线性有限变形理论才能获

得应力的高阶效应
.

( 2 ) 得到螺位错转动场 的平均整旋角的解析表达式
.

平均整旋 角的概念用经典小变形

理论是无法得到的
.

关于它的物理意义和定义可 参考〔7 〕的有关章节
.

这里仅对螺位错场的

平均整旋角进行讨论
.

由于平均整旋 角不等于零
,

因此我们得出结论
:
螺位错周围确实存在

着有限变形体 的转动
.

位错平均整旋 角的表达式为 (3
.

9 )
,

它给出了平均整旋 角和极坐标 0角

的关系
.

例如 当0 = 0 , 二时
,

旦一 ar c s in 〔k / 2斌丁干盔至」
.

可以如此清楚地描述位错的转动效

应
,

这正是非线性有 限变形理论优越性的反映
.

( 3 ) 经过简化后非线性有限变形的螺位错解可以返回到经典小变形结果
,

口

一
。

(
口 、
下一 刃r o /
兀 r n /2 汀r0

‘b

2 汀犷

( 4 ) 根据转动物性方程推导了螺位错形成 的体力矩
.

结果表明
,

螺位错转动场是由螺

位错非对称应力场形成的
.

它所产生的体力矩是由螺位错这种特殊的固体缺陷存在形式所决

定的
.

实验已证明裂 纹的扩展是与材料晶格的微转动有关
〔” , ‘’〕.

因此固体材料 中体力矩的研

究是有实际背景的
.
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