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摘 要

本文给出N a vi e r 一S to k e s

方程某些初值问题存在C 名解的必要条件
.

并给出其在 {t = 奸上韵 初

值问题不适定的例证
.

N a v ie 卜S to ke s方程附初值问题是研究这个方程的基础问题之一 国内外很多学者在这 方面

的研究曾取得了不同程度的结果
.

法国的 J
.

L o r a y教授就曾在某种意义下证明过 N a
t-i

e r 一S to k e s

方程某种初边值问题解的存在性
〔3 3 .

木文根据 J
.

H a d a m ar d 的偏微分方程为基础理论
〔l’,

给出

某些关键问题的严格定义
,

叙述一个有关 N a
vi

e r 一S t o k o s 方程不稳定的基本定理
.

最后给出若干

例证
,

其证明可参见「4 ]
.

关妞词 E h r o s m a n n
空间 本方程 C a u c hy问题

一
、

几个基本定义和基本定理

设 刃
,

Y
,

V
,

Z 都是实 C 。流形
,

并假定 犷的维 数
。> 2 ,

万 的维 数为
n 一 1

.

我们以

尸L (万
,

y ) 代表所有从万到Y 的C
“,

嵌入构成的空 间 (具有 C
’

细拓扑 )
,

D 是一个k
。

阶偏微分

方程组
,

D g j k。 (V
,

Z )(J k。(l/
,

Z )为k
。

阶 E h r e s m a n n 空间 )
,

并设 (。
,

斗
,

) 是乘积空间

尸L (万
,

V ) x P L (刃
,

秒
。一
l( 厂

,

Z ))的一个元素
,

其中。〔尸L (万
,

V )
, 下〔尸L (刃

,

办
。一 1 又扩

,

Z ))
.

我们给出以下几个定义
:

定义 1 设 (a
, 丫)〔尸L (刃

,
不
厂
) x 尸L (万

,

J掩
。一 1 (犷

,
Z ))

,

并满足如下条件
:

( l )

( 2 )

左。一 1

一 1
。

护 = J

v , 。 = o (v 。〔I*
。一 i (V

,
Z ))

I , 局部 由J
扮

(V
,

Z ) = R N
的P fa ff形式生成

:

}。‘
= d 。‘一 (万 ,

刀件d x , )

}。零
; 一朔今厂 (出

* :

dx
,

+.
二 + 凡

; 。

dx
,

( 3 ) Im ? 互 D 、
。一 i

{之{( 寿一 1

上述条件 中的。
性r

‘是J k。一 ‘(厂
,

Z )到 犷 的典则对应
, Ik

。一 ; (F
,

Z )是 (k
。 一 l)阶 C a r ta n 一

补

钱伟长推荐
.

1 0 6 7



1 0 6 8 施 推 慧

E h r e s m a n n 理想子代数 ; D 寿
。一 i 是D 的 (寿

。一 1 )阶本方程
.

((寿
。一 l )一im 己m g r a d u 己 a s s o e i色

巨 刀 )
.

我们说
,

这样的 (u
,

们 为方程组D 的C a u c h y 问题定义 了 一

组初始条件
.

将所有满足以上条件的(a
,

刃记为I( 刃
,

D )
,

这是 一 个 具

有 C 帕诱 导拓扑的乘积空 间尸L (万
,

犷 ) x 尸L (万
,

Jko 一 1 (犷
,

Z ))

的子空间
.

沪
一

父V, 幻

!淤!丫
,

/
:

匕三一
设 (。

,

们 〔I( 万
,

刀 )
, 。
是Im a (万 )的一个管状邻域

.

定义 2 设对应 f
: V o Z

,

f〔C
劝 .

如果在刃上它满足以 下的条件
,

对应于初始条件 (a
,

刃的一个COO 解
.

Im ]’&
。

f三刀
,

jko 一 l f
o
a = 护

(j“了
: 犷, J 七

(犷
,

Z )
,

f的k阶截口 )

我们就说f是方程组D

定义 3 我们说初始条件 (a
。 , v 。

)〔I( 刃
,

D )对方程组D 的C a u c h y 问题是适定的
,

如 果

它满足以下条件
:

( l ) 这个问题具有唯一的C 罗解 ,

( 2 ) 在空间I( 万
,
D )中

,

存在着(a0
, ? 。

)的一个邻域O
。,

使得任何 (a
,

v) 〔O
。,

对应

于初始条件 (a
,

v)
,
D 都存在着唯一的C‘解

.

注 1 如果方程的重数》2 〔s , ,

在上述适定性定义中取消唯一性这一条件
。

注2 流形刃的维数q可以小于(n 一 1)
,

另外
,

对于下
,

丫:

万 , J “(犷
,

Z )
,

q可以不等于 (k 。一 1 ).

现在固定犷上一个点尸
。,
尸

。
任V

,

将万以 q维单形八
。

取代
,

于是可得局部 C a u c h y 问题的

初始条件及其适定性 的定义
.

根据以上的定义
,

可 以知道
“

不适定
”

的情况有以下几种可能
:

( l ) 对于初始条件 (a
。 , , 。)

,

方程组不存在C
七

解 (k》k
。

);

( 2 ) 对应于同一组 (a
。, 下。

)
,

D 的C
七

(k > k
。

)解不唯一
;

( 3 ) 不存在 (a
。 , ? 。

)的邻域O
。
g I( 万

,

D )
,

具有定义 3 中的性质
.

定义4 设 x 。
〔厂

,

u0 是D 的一个C
正

(k) k
。

)解
.

如果对任何 C 舌超曲面X 在 x 。

点的芽 。 ,

a:

X , F
,

初始条件(。
,

川 〔I( X
,

D )(, 二 jlz
。一 1 “ 。。

司都是不适定的
,

我们就说 D 的解砂在点

从是不稳定的
.

如果对犷上所有的点
, “ “

都是不稳定的
,

我们就说砂是刀的一个不稳定解
.

如果D 的所有C
“

(儿> k
。
)解都是不稳定的

,

我们称方程组D 是不稳定的
.

以下我们讨论N a v ie r 一S 七o k e s方程
,

根据 L
.

L a n d a u 一E
.

L ife h it z 的理论
,

对于一

种有粘性
、

不可压 (无热交换 ) 流体
,

其运动状态用以下方程组来描述
〔2 ’

(口
。

、

1
,

_

D :

}
_

“一 + 戈” v”一
。 g r a a p 十 ·△ , 十 ,

,

(X
, ‘,

戈d iv . = o

其中
,

(火
, t )

是速度矢量
,

v is e o s i七连 e i

常数
,

= (x l , x Z , x 3 , t )任R
3 x R 是点的坐标

,

. (x
, t) = (

v l(x
, t ))

, v Z

(x
, t)

, v 3

(x
, t ))

夕(x
, t )是压力

, p ) 0 , v > 0 分别代表密度及动粘 性 系数 (e o e ff ie ie n t d e

n o m a 七iq u e )
,

方程的未知函数组是U (。 1 , 。: , 。 3 ,

p )
,

而p 与v
被假定为已知
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由于 D 是一个二阶拟线性方程组
,

因而我们在研究过程 中限定所求的解均属于C
含 ,

寿> 2
.

以下我们叙述有关的定理
:

基本定理 N a vi er
一

S to k es 方程D 是 不稳定的
。

证明过程可参看〔4 ]
.

现在考虑 N a vi er 一s to k es 方程D 的如下两类 初值 问题
.

雳
十 、,

·

v )。

一右
g ·a “, 十站 , 十 F ‘X

, ‘,

d iv , = 0

, {r
= , : ) = 巾(x )

11
,、‘....、

( l )

和

0 ,
_

, 、

l
,

.

‘
.

~

二五一 + 戈,
·

V ), = 一 万 g r a Q P + v△ , + f 又x
, 才)

口 ‘ 尸

d iv , = 0

. 】
x = g (

x Z
,

x : , , ) = 中(x
: , x 3 , t )

l
·
月

、、‘、

)由2廿
了.、

中(x ) = (功
, (x )

,

诱
:
(x )

,

功
3

(x ))

中(x
Z , x 。 , t )二 (叻; (火

: , x 3 , t)
,

劝
:

(x
Z , x 3 , t )

,

功
3

(x : , x s , t ))

而 (S 了)
: : = f (x ) ~ f(x

、, x Z , x 3

)

(S
,
)

: x ,
= g (x

Z , x 3 , t )

都是其变量的C
“

(k ) 2 )函数
,

即 R
‘

中的两个 C
“

超曲面
.

为方便
,

以下将 t 改记为从
,

P 记为
。‘,

即 :
x’. = t ,

。‘ = P
,

_ 口f
口x ‘

片引进如下记号
:

口g
、’ ~ l ’

一

二 ,
’

、) , 。j 一 口x , (j= 2
,

3
,

4 )

注愈 在上述问题(1 )中
,

我们仅仅给出了在 t 二 0 初始值
.

那末
,

为使问题 (l) 存在C
Z

解的必要条件是

、.‘、r.!

n口

一一4

(
口

�lesJ
内乙,J内

凡+

从 十 几委十 几; 铸 。

( 1
.

1 )
几,沙

1 + 几
:
改

: + 之成
3 一 v 〔几{ + 之;

或

心 + 此
一

卜心 二 O

功
! ( 1 ) + 功

:
( 2 ) + 功

3

( 3 、= o

乙 (乡
‘

)
’二 o

( 1
.

2 )

式 中

次l = [P生+ 功
; P } + 诱

Z
P生+ 功

3
p 互一 户1〕+ P I / p + v [久

I
P飞( l )

+ 元
2
户二( 2 ) + 几

。
P立( 3 )一 P I ( x ) 一 P ; ( 2 ) 一 P互( 3 )〕

改
2 = [ p 二+ 必

l夕呈+ 功
:
p 委+ 功

3
p ; 一 户

2

〕
一

卜夕全/ p + v 〔几lp 二( 1 )

+ 几
2 夕二( 2 ) + 几沪二( 3 ) 一 P { ( 一) 一 P兰( 2 )一 P母( 3 ) ]

汾
3
= [P觅+ 功

I P} + 必
2
夕要+ 功

3
P聋一 户

。

〕+ P璧/ p + v [久I P二( l)
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+ 久
:
P二(2 ) + 几

:
P : (3 )一 P之(l)一 P孟(2 )一 P ; (3 )]

左
‘
= p 二(l) + p 二(2 ) + p 孟(3 )

沙
。
= 一 [ (P 盖)

“ + (P二)
2 + (P ; )

2 + ZP圣P受+ ZP聋P { + Z P聋P全〕

口F
,

二
-
立 +

O X I

d F 口F

口大 :

2 +
灸

1
+
玉
一

[几, p : (l ) + *
2

, : (。)+ 、
3
, : (3 )

3 J 尸
口x

s

r.
.

se.�

+

( l) 一 P全( 2 ) 一 p 宝( 3 ) ]

P怪= s , ,
p 牛(k )

_
明
口x 舌

i _ 口再
, V, 今

一
.

万二
U 人今

( i
,

j= l , 2 , 3 , 4 , k = l , 2 , 3 )

而P冬(j二 l ,

2, 4 ) 由以下关系确定
:

3,

几I P二+ 几
: P二+ 几

3
P二一

P生= 口协
‘
/口x l一 几: P二

p 盖= 口功
, / d x : 一 几

:
P二

P生= 娜
‘/ 口x : 一 又

3
P二

「单
一

十

擎
+

擎了
_ 。

L 0 X I a x Z O X 3 )

( 1
.

3 )

为使问题 (2 )存在C Z

解的必要条件是
:

户
, + (一 。

:

)户
: + (一 。

3
) , o户

3 + ( 一
, o)户

; 一 。
( 1

.

4 )

8 = l + 占盆+ d彗

月
1 = [Q二+ 功

; Q} + 功: g 生+ 劝
3 9卜 户: + q全/ p ]

户

+ v [d : 口1 (2 ) + 占
3 9 ; ( 3 ) 一 g 生(2 ) 一 g ; (3 ) ]

:
~ [Q二+ 劝

, g 里+ 功
: g 孟+ 功

59 ; 一 户
: + g 全/ p 〕

+ v [乙
: g 贾(2 ) + d s q全( 3 ) 一 g 圣( 2 ) 一 g 聋( 3 ) ]

。
= [ g 二+ 功, g 灵+ 功

: g 盆+ 价
3 9 要一 尸

。+ g 璧/ 户〕

+ v [占
: g 全( 2 ) + 占

3 9 老( 3 )一 g 孟( 2 )一 g ; (3 )〕
‘ = 一 g 全( 2 )一 g 孟( 3 )

八00
.

( 1
.

5 )

八OD
.

歼 -会{
:

, , 。。‘“, 一

蛊;
,

, 一 F ·‘:
,

( i
,

j = l , 2 , 3 , 续, k = 2 , 3 , 4 )

由以下关系式确定
:

q 兰+ ( 一 J
Z
) q至+ (一 占

3

) q至+

q生= 口叻
, / /口x : 一 J

: q {

q忠二口功
‘

/ 口x 3 一 占
3 q 至 (‘二

q二= 口势‘/ 口x ‘一挤
4 9 至

在问题 (2 )中已给定

,

口功
:

,

1一 石

口X 3

( 1
.

6 )

、!!l气
护

!
3 , 4 )

0 口‘ {
q i 一刁牙丁}S

,

= 田‘ (f = 1, 2 , 3 )

由以上分析可知
,

无论 问题 ( l) 或问题 ( 2 )
,

在预先给定初始条件之后
,

其 C“
解的存在性

.

其次
,

如果解存在
,

也不一定唯一
,

但它永远不 稳 定
.

N a v i e r 一S t o k e : 万程是不稳定的
.

并不一定能保证

因 而 我 们 说
,
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一 rI 才、 栩{ 布不

ee
、 / U ! “ 切 李J」一

例 1 考虑如下的初值 问题

( 3 ) {
口,

.
、

1
,

.
‘

.

~
,

二公一 + 叹,
·

V )刃 = 一万 g r a Q P + v △ , + r Lx , r )
L, .

尸

d iv , 二 o , , }
. _ 。

= 0

(x
, t)〔R

3 x R
, , (x

, t) = (。
l , 。 2 , v 3

)
,

P(x
, t)是未知函数组

,

F = (才
2 , o , x , , x Z

)
.

那

末下列的函数组U ‘”和U ‘2

都是 (3 )的非平凡解
:

= t 3

/ 3
, ”
是
‘

’

= o

= x 一x : t一 x : ts八 5

= p
。+ t + tZ/ 2 + t 3 / 6

(2
.

1)

川姚夕
声

了l,之lee、

U

。
1
2 、
= t”/ 3

, 。玉
2 ) = 一 v Zt 3 / 6 p

v 2
. 。

.

t s 1 4 v 么 _ 、 v Z

”犷
’

一“ x ,

卜而
一

‘” 十
一

而武万歹
x ‘一 乙朴)一飞丽万犷

,

一
,
。十 , +

琴
, 2

(二
2 + 二 ,

)
二 二 “

”
2

(2
.

1 )
尹

P0 〔R是常数
.

显然U
「

’
、

一 U
Z
荞 0 ,

因而问题 (3 )不具有唯一解
.

注意
,

此时还有

口。荟
且’

J t l
‘· 0

刁。 l”

口t
(‘= 1 , 2 )

匆封二{ = 口叫些
_

{
d t !

. _ 。 口t 】
. 二 。 = X IX ,

可验证
,

此时上节中 (1
.

2 )被满足
.

现在
,

问题 (3 )的初始条件中
,

叫
: 一 。二 o不变

,

并取

户二= 一 Z o Z x :

一一
苦

汾
一
自口(

‘ . 。
= P二= x , x : ,

(
。〔R )一一

一一

力
通一

枯口
.

一
口

鲁}

鲁}

= P二= 一 Zo Zx L,

这时的问题 (3 )记为 (3 )
产 .

根据上节 (1
.

2 )式
,

如果
。专 。,

(3 )
‘

不存在C
Z

解 , 如果
。 = 0 ,

我们又回到问题 (3 )
,

它具

有 (至少 ) 两组解析解 (在R
毛

中解析 )
.

因而
,

根据 J
.

H a d a m ar d 理论
「‘’,

问题‘3 )的解是不稳定的
.

例2 考虑如下的初值问题
:

(4 ) 留
+ (。

·

v , ,

一启
g ·a d , + ·△, + F ‘X

, ‘,

(x
, t )= (x

: ,

未知函数组
.

d iv , 二 o , , J
。二 。 =

约二R
“ x R

,
F (介

我们可以求得以下两组

亡) = (t
Z , x {)

,

其中v 又x
, ‘) = (

。 , , 。 : )
,

和P (x
, t)是

(至少 !) 解
:

/厅

!
沪、..吸、2,

X
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(2
.

2 )�

二」

q�n�

通盖

= t “/ 3

一,
2 + : x

: 一是
x l‘5 +

= P
。

叫姚到!
,

哎.....、

U t9

饰
“

一

、、.,/a一P
一

O自
/..、尸一6

·, 2 + ‘X卜筛
“+ 、
飞(芳

一 2

)
X l‘“

U
Z :

+
撼

8 兔
! ,
。+ 。

:
。

(二
一 2

)
2 ‘。+ 2 ,

锐
。

二(芳
一 2

)
“

。

( 2
.

2 )
‘

+ , 。

;
、8

声
‘1 1

( a ,
p
。

)〔R x R
,

常数
.

题 (4 )也是不适定的
.

p
‘
“ ’

= p
。+ x I t“/ 2 + (

x , + x :
) t “/ 6

显然U
‘ 一 U ‘2 ) 年。

,

因而在 R
Z x R 中N a v i e r 一 S七o k e s方程的初值问

例3 考虑如下的初值间题
:

口刃

( 5 ) 口t

d i v ,

二
g r a d , + , 么二 + F ( 二

, ‘)

尸

= 0 , , ! ‘
_ 。 = 0

/
l
/、

!
.

即由 N a v ie r 一 S t o k e s 方程 的线性部分构成的简化方程组
,

未知函数组仍为 . (、
,

t) = (。 1 ,

刀2 ,
v 3

)和 p ( x , t )
,

( x , t )〔R
3 x R

,

问题 ( 5 ) 中 的 F = ( t
Z , o , x lx :

)
,

由简单的计算可知以

下两组函数U ‘ , U “

都是 ( 5 ) 的非平凡解
.

( l )

U ( 2
.

3 )
P ( l 、{份

= t 3

/ 3
, v Z ‘

’

= o , v 3 ’ = x lx Zt

“ P
。+ p

, t + t “/ 2 + t “/ 6

= t 3
/ 3 , 。

盏
2 )

= 一 v Z t “/ 6 p
、
,

2厂.、.且

刀

了

了.

U Z :

{姚2 ) = x lx : t一 , Zt“/ 6户 ,

P‘“ ) ~
,

2 + , , , +落(二
: + 二 3

) ,
3

乙

( 2
.

3 )

显然U ‘’一 U ‘“’寺 。
,

因而这一类初值 问题也是不适定的
.
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(S ha ” g h a i U n fv e , s itg
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S h a n g h a i)

Abstra o t

In t h is p a p o r ,

th e n e e e s s a r y e o n d it io n s o f th e e x is t o n e e o f C 名 s o lu t i o n s in

5 0 !n e in it ia l p r o ble m s o f N a v ie r一S t o k e s e q u a t io u s a r e g iv e n . a n d e x a m p l
e s o f in s -

t a b ility o f in it主a l v a lu e (a t t二 o ) p r o b le m s a r e a ls o g iv e n
.

T h e in it ia l v a lu e

P r o ble m o f N a v ie r一 S t o k e s e q u a t io n 1 5 o n e o f th e m o s t fu n d a m e n ta l p r o b le m fo r

th is e q u a tio n a n d v a r io u s a 味 th o r s s t u d ie s th is P r o b le m a n d e o n t r ib u t e d a n u m b e r o f

r e s u lts
.

J
.

L e r a y
,

a F r e n o h p r o fe s s o r
,

p r o v e d th e e x is t e n e e o f N a v i e r 一S t o k e s e q u a ·

t io n u n d e r e e r t a in d o f in o d in it ia l a n d b o u n d a r y v a lu e e o n d it io n s
.

In th is Pa P e r ,

w ith e e r t a in r ig o r o u s ly d e f in e d k e y e o n e e p t s
,

b a se d u p o n t he b a s ie th e o r y o f J
.

H a d a m a r d Pa r t ia l d e fe r o n t ia l e q u a t io n s 仁1 3
,

g iv e s a f u n d a m e n t a l th e o r y o f in s t a
-

b ilit y o f N a v ie r一S to k e s e q u a t io n s
.

F in a lly
,

m a n y e x a m p le s a r e g iv e n
.

p r o o f s

r e f e r r in g t o r e fe r
e n e e〔4 ]

.

Ke y w o rds E h r e s tn a n n s p a e e
.

b a s ie e q u a t i o n
.

C a u e h y p r o b le m


