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摘 要

本文利用积分变换方法求解皮肤层在表面压力作用下的蠕变响应问题
.

使用数值方 法 分别求

解了双积分逆变换和由表而应力边界条件所得
“,

勺第一类V ol t o r r a
积分方程

.

计算所得的加载瞬时

和平衡状态时的位移结果分别与不 可压缩和可压缩单相 弹性体的泣移值相 同
,

证明 了本 文方法的

正确性
.

文巾还给出 了皮肤层在压力作用下的懦变响应曲线
.

关链词 生物力爹 钦沮织 混合物理沦 孺变 犷昆合解法

一
、

软组织的二相多孔弹性体理论

T o r z illi与M o w
‘’ ,

及M o w 等
一

“’ 3 ’ ‘’一先应用现代混合物理论
『 6 ’“’ 7 ’

进行关节 软骨的生

物力学研究
,

并建立了二 泪多孔弹性体理 i仑(B i p h a 、ie P o r o e la s 七ie T h e o r y )
.

根据这一

理论
,

可以将软组织看成是一充满了液体的二相 多孔弹性体
.

其固相为各向同性
、

不可压缩的

线弹性体
,

液相为不可压缩的无粘性理想流体
.

使用渗透摩擦力来反映软组织的粘弹特性
.

软组织在外加压力作用下
,

通过 排出其中的液体又是可压缩的
.

为了讨论的完整性
,

下面列

出了其控制方程
,

详细可参阅文献〔3
, 4〕

.

软组织在小变形状态下的本构方程

a a
= 一 a PI + 几

a e . I+ 2拼。。 ‘ (1
.

1 )

a , = 一 P l (1
.

2 )

式 中。‘ , a 了分别为固相和液相的应力张量
, ( ’

和ee 分别为固相的应变张量和体膨胀率
,

尸为

液体压力
,

相对体积比
a = 犷

‘

/ 犷了
为固相体积与液相体积比

,
凡
: , 拌,

为固相拉梅常数
,
I 为单

位张量
.

对于 软组织
,

由于粘性摩擦力比惯性力要大得多
,

可以忽略惯性力 的作用
,

因此
,

在拟

静态条件下的二相运动微分方程为

V
·

a
,

+ F
S = o (1

.

3 )

v. a, + F ‘= 。 (1
.

4 )

式中耐普拉算子 v 二 (口闷
x ‘

)玄
,

F
’ ,

F 了
分别为作用于固相和液相的摩擦阻力

,

其大小与二

相相对运动速度成正比
,
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F
‘
= 一 F 了= K (U

了一 厂
,

)

其中犷
’ ,

厂了分别为固相与液相的相对速度
,

= l/ (1 + a )
“
k

.

软组织的二相连续方程为

a V
·

犷
口
+ V

·

V 了= 0

(1
.

5 )

K 为摩擦系数
,

其 与渗透系数 k之间的关系为K

(1
.

6 )

二
、

轴对称问题的解析解

使用轴对称条件下的应变一位移关系及上述二相理论的6个方程
,

可得下列 3个以固相位

移
。李, 心和液相压力尸为未知量 的运动微分方程

,

(l+ 。 )
餐

一H
。 一

豁
一

(夸
+

一

攀’)
+ (、

,

+ 。
.

)

添
+ ; ·

令 (2
.

1 )

、

口尸
《l十 a )一升

O Z

、

口
= 气凡

a

十拼
‘
)
一
丁王(篇

+

于
一

)
+ Ha 令

+

可令
一

+

告黝 (2
.

2 )

!
(】+ · )
急
才 一

义H
·

、2

](管
+

断
+

瓮)
+
知

’
尸一 0

(2
.

3 )

、

、
、‘J护

a
,

b

口尸d
�

4日认
·
。

式 中 H
, 一之

, + 2丙

使用势能 函数切 (r
, z ,

f) 与功(r
,

z,

口劝
.

J.
“ ; 二 , 仁 ,

十 Z 万
O r O 犷

”’来表示固体的径向位移衅和轴向位移
“竺

,

( 2

, , :

= 日吵
一 :

口Z
+ 2 只

,
产

a 2

d 卿
一 甲

将其代入式 ( 2
.

1) ~ (2
.

3 )
,

可得尸的表达式为

尸一靶
竺 一

(擎 +
一

热铲门
l 卞 a 、 a z Z拼一 I

(2
.

5 )

和势能函数甲与叻应适合 的偏微分方程 组

V
Z卯 = o

H
:
V

4
功= K ( 1 + a )

“
V
“
口劝/ 口t

使用下列因子对方程 ( 2
.

6 ) 和 (2
.

7 ) 作无量纲化

(2
.

6 )

(2
.

7 )

、...l..weesee
.

weseeses.eses夕
r = c r ‘ , z = c z , ,

h = c h
,

功二 ‘2

叻
, , 甲二 c甲

’

v ‘
一 {

2
、

, 2

‘

( 2
.

5 )

( 1 +
a )

“

K

H
,

c Z t ,

P = 2拼a
P

’ ,
a 几= 2拼aa 鉴了

, a ; , = 2尽a a 蛋杏

其 中
亡
为长度无量纲因子

.

便可得下列无量纲化方程
,

V
’2华,

= o (2
.

9 )
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习‘4

沪
‘
= V

‘2
口势

‘

/ d t
‘

(2
.

2 0 )

对式 (2 9 )和式 (2
.

10) 作双积分变换
,

即才t‘的拉普拉斯变换和对 r, 的零 阶黑格尔变换
,

可得

变换后的方程为

(d 了 2

一 ;
2

)
”一 。

(2
.

1 1)

d z 产2

一 (;
2
+ 。)
〕

, 一 。 (2
.

1 2 )
reseeL

‘

、.夕
产

2卜哎

(d z
产 2

其 中

{
、 「

’

; , , 、

f 甲 1

了(:
.

二 , .

。) 一J
O r ‘ 。、‘不 ’飞: 了(

r , d rl
z ‘ ,

g )

r。
一

户 。 f甲伙
一 l

r ‘J 。(‘r
‘

)}
e x p 仁一 。t

‘

」嘴
.

十
, , ,

,
, 、

d t
‘
d r ‘

、

沪“ ‘r
’ ,

2
’

,
不

’

)

上述微分方程的通解为

必= A ls in h占z
,
+ 月

: e o s h宜z
‘

葵= B , 5 in h占z
‘
+ B

Ze o s h占二
‘
+ B

。s in h雪z
‘
+ B

; e o s h亡z
‘

式中梦一梦+ q ,

积分常数刀
‘

与B
‘

均是积分 变换常数占与q 的函数
.

(2
.

13 )

(2
.

14 )

三
、

边界条件及积分常数间的关系

如图 1 所示
,

由于皮肤表皮 的特点
.

体液是无法渗出皮肤表面的
.

与表皮之间无摩擦力 的作用
,

在皮肤表 面的边界条件为
二 = o

,
。二

:

(r
,

t) = Q (r
,

t)
,

o《
r

《 a

a 二
:

(r
,

t) = o
, r > a

同时
,

假定加载区域

口尸/ 口z = O

a 竺
,

二 O

(3
.

la )

(3
.

l b )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

同样
,

在软组织与骨的交接面上
,

液体也是无法渗入骨

表面的
,

并假设软组织 与骨之 间为固定连接
.

其边界条

件为
,

z 一h
,

口尸 / 口z = O

“孚= O

u 竺= O

对边界条件 (3
.

2 )、 (3
.

6)

换
,

并将通解式 (2
.

1 3 ) 和 (2

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

作无量纲化与双积分变

丫丫丫丫
一

丫丫
... a ... . a ‘‘

图 1 皮肤层的二相多孔弹性体摸型

14) 代入
,

可得六个未知常数 间的关系为

亡q
一B

。

(3
.

7a )
Ha

.

场一一一月

B z

(3
.

7 b )
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_

「A1’ )
[D l}

B 宝 {
一 {T }

L B 丁/

月了= A l/ B
3 ,

B梦= B
Z

/ B
。,

B 了~ B
‘

/B

(3
.

7 e )

式 中

芳:
“
’s‘n ”雪人

’

h
, 5 in h舀h

, e o s h占h
,

睿h
, e o s h占h

,
一 s in h雪h

,

雪s in h雪h
,

亡g s in h乙h
产

c o s h亡h
,

乙5 in h雪h
产 {

rLweeseseses

一一D

‘
_

匆(c o s h睿h
‘
一 c o s h‘h

‘

) 、
1 9

_ ; _ 二 ; L , _ ; . ‘ , L , 」

H
, 。 ,

匆
_ _ _ 二

二 : ,

,
, 卜

一

。 1 1 1 1 1 9 , .

一 。 1 1 1 1 1 5 , ‘ 门广一石下一 r’ 一歹恋 ‘ u O l i g “ I

{T }一 i
_ _

“
内 ‘

}
I H

,

匆
, 二
。

_ : _ 、 二 L , _ _ _ L 二。 、 , , , _ _ _

“
二 , _ _ _ 二 二 。 、

l
, 万万一

.

杯活-
、g r’ 已 1 1 1 1 1 9 “ 一 ‘ u O l l g “ ) , .

5 气U u 岛 1 1 9 月
-

一 U u 心L 1 5 “ ) l
、 ‘拜。 ‘

)

四
、

V ol ter ra 积分方程及其数值解

从式 (3
.

7 ) 可 以看到
,

通解式 (2
.

1 3) 和 (2
.

14 ) 中的 6 个未知量 中只有一个未知量

凡有待确定
,

这可通过边界条件 (3
.

1) 来求解
.

在皮肤表面
, 二 = 0 ,

固相 与液相的轴向正

应力之和a 二
:

经无量纲化和双积分变换后为

{A;’ )
a 二一雪[一 ‘,

省
,

雪〕}
B 公 {

B
3

气方了)

(4
.

1)

设函数 G 性
,

的 = 占行二
: ,

并利用式 (3
.

7c) 得

G (雪
,

g ) = 省
2

[ 一 1 ,

雪
,

言〕[D ]
一 ,

{T }{B
3

} (4
.

2 )

将其代入经无量纲化和对 t‘作拉普拉斯变换后的边界条件 (3 } ) 中
,

便可得下列对偶积分

方程

J厂
’

G (:
, 。)J

。

(:
r ,

)、: 一 。
,

J犷
G (、

, 。)J
。
(; 一 )、: 一。(一

, 。)
,

r ‘> (4
.

3a )

o《r, 簇 (4
.

3 b )

设函数G 信
,

动表示为以下积分

G ‘“
, 。, 一

I:
。(,

,

q )5 in 占护d V

即a 二
:

的零阶黑格尔逆变换可表示为

(4
.

4 )

那么
,

式 (4
.

3) 中的左端项
,

J:
。 (:

,

。,

I厂
·‘n “夕‘

。

‘“·
‘

’“‘d ,

根据积分 变换的性质
,

可知

当。< : 、一时
I厂

s‘n ; : ‘
。

(:
r / )“; 一 。

当 r, < , < ‘时
J
。。 “‘n “、

。

“·‘

,、 一

澎二
、
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由于 r, > 1 时
, 。< , < r’

,

因此
,

积分方程 (4 3a) 自然成立
,

方程 (4 3 b) 也可 变为下列

第一类 V o lte r r a积分方程

丁)
,

。(:
, 。) 护:

{
: 、

Z
d : 一。‘

·‘ ,

“,

设表面轴对
一

称载荷沿径向的分布函数为Q
,

(r)
,

随时间 t的变化规 律 为 O
:

(t)
,

数可表示为O (
r ,

t) = Q
,

(r )
·

Q
。

(t、
,

经无量纲化和对t, 的拉普拉斯变换后为

口(
r , , q ) = Q攀(

r ‘

)
·

母
:

(q )

令

g (, , g )二 9 1
(, )

·

母
‘

(g )

将上述二式代入积分方程 (4
〕

5 )
,

得

(4
.

5 )

则载荷函

(4
.

6 )

(4
.

7 )

仁
。1
‘: ,

澎、
d :

一
Q“‘

·‘

,
(4

.

8 )

式中与; ‘

无关的未知函数夕
, (刃可用一多项式来逼近

,

(4
.

9 )

在闭区间【0,

积分方程 组
,

夕,

(丫)、艺
a ‘v ‘

l] 内取 n + 1个点。《
: ;《 1 (j -

.

2
,

⋯
, 。 + i)

,

可得
。 + l个以

a ‘

为未知量的

r l
上

.

-

J
r

: 总
“

丫 斌挤‘
,

户即一
Q : (r’) (4

.

1 0 )

使用 G a u s s 一 L e g e n d r e数值积分
,

即

H 盆

E 艺 刀
.

E 山川
。 二

一

典一一
。: (r

,

)

丫甘l’. 一 下奋
-

(4
.

1 1 )
乙二 1 仍 二 l ‘= 0

式 中N 为区域 [ : 冬
, l〕上的积分 区间数

,

M为各积分区间内的数值积分点数
,

刀
, 与脚 . 为与积

分区间长度和积分点数有关的积分参数
.

这样由方程组 (4
.

1 1) 可求得
。+ :个系数

a ‘,

并由

式 (4
.

2 )
、

(4 4 )和式 (4
.

9 )可得

。
:

(。){
’。 :

(, ): in : , J ,

坑 一云毛下式公
~

者〕阳r , 叮 (4
.

12 )

将B
。

代入式 (3
.

7 ) 可得通解式 (2
.

13) 和 (2
.

14 ) 中的其余5个积分常数
.

这样
,

在 表 面

分布载荷作用下的响应左(占
,

才
,

的
,

如固相位移和液相压力等就可由 式 (2
.

4 )和式 (2
.

5)

求得
,

此等响应均是积分变换变量 占与q 的函数
,

可通过下列双积分逆变换和有量纲化来求

解
,

即
一 d f

亡

2丫一 几 ‘
一

l
2 兀 : J c 丁省左(占

, 二 , ,

q )J
。

(雪r
,

)d 占e x p [ q t
‘

〕d q (4
.

1 3 )

式 中d为相应物理量 的有量纲化因子
.

上述积分逆变换只有在十分特别 的情况下才可解 析求

得
.

本文使用数学库 IM S L 中的D IN L A P 和D G Q R U L 函数进行数值求解
.

五
、

结 果 与 结 论

一技形
、

万羊落面 一 母名丈
‘

「

跳固蔺户反一阶跃 鼓桥犁齐
_

的作片
,

C
,
= 、〔〔下

,

介
’,

设皮 肤
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层的固相拉梅常数为几
,

= (l/ 3 ) x 1 0 ,
N / m

, ,

召一 (2
了‘s )义 1 0 “N / m

Z ,

渗透系数左= 3
.

s x lo 一 ’3

m
4

/ N
·

s ,

相对体积比a = 0
.

2
.

在突然加载瞬时
,

由于皮肤尼内液体不能及时向两侧运动
,

因此
,

在该瞬 时 (t = 。+ )的

固相位移应与一具有相同弹性摸量E = 】
.

56 x l护N / m
Z

的单相不可压缩弹性体的位移相同
.

随着内部液体不断地向外侧转移
,

并经缓慢 的蠕变变形之后
,

其固相平衡位移 (t , co )应与

具有相同弹性常数几
,

和“
.

的可压缩弹性体 的位移结果相同
.

表 1所示的结果为使 用本文方法

求得的二个极限时刻的轴向位移 与不可压缩 /可压缩弹性体的位移结果比较
.

表1 二相多孔弹性解与单相弹性娜的裹面中点位移(m m )(h/ a = 2)

皮肤层厚度
{

二相多孑L弹性解
I

单相弹性解〔1。,

{ 相对误差 (, )

hhh (m m ))) 加载瞬时唁唁 平衡状态t oooo v l= 0
.

1 6 777 , 2 = 0
.

555 t。+ 与
v ::: t二与

v iii

11111 0
.

1 1 3444 0
.

1 7 3 5 1 0
.

1, 4 9 { 0
.

1拐aaa 一 0
.

06 3男男 0
.

053 拓拓

44444 0
.

4 53 888 0
·

7 0 2 4 . 0
·

6 995 { 0
·

4 51 000 0
.

04 1另另 0
.

0昭万万

从表 1的结果看出
,

皮肤层在上述二个极限 时 刻 (t一 0+
, t , co )的位移分别与具有 相同

弹性模量
、

不同拍松比 (,
2 一 。

.

5
, , , = 0

.

167 )的单相弹性体的位移相同
,

证明了本 方法的正

确性及其数值解法的可靠性
.

使用本文提出的二相多孔弹性体的混合解法
,

还可以求得皮肤

层在任一时刻
, 。< t < co

,

的粘弹性蠕变响应
.

使用 与上例相同的物理常数
,

皮肤层厚度h 一 4 m m
,

分布载荷作用 区域半径
a = Zm m

,

阶跃分布载荷定义为

Q = 4 0 0e o s 二
r

2 a
H 咬t) (r《

a )

式 中H (t) 为海维赛函数
.

使用本文方法求得的表面中点位移 与内部水压力 随 时间的变化规

律分别如图 2 与图 3所示
.

图2 的位移一时间曲线显 示
,

在阶跃载荷作用瞬间
,

皮肤层内有一个瞬时的位移响应
,

其

大小 与具有相同弹性模量的不可压弹性体的位移相同
,

其后
,

经显著的蠕变过程达到平衡状

态
.

达到平衡状态 的时间与渗透系数和弹性常数 H
,

成反比
,

即如果皮肤 层内的体液越容易

渗透
、

固相刚性越大
,

其达到平衡状态所需的时间就越短
.

达到平衡状态的时间还与压力作

用区域半径的平方梦成正比
.

户(O
,

h/z) 胆夕
,

(IQ-
‘

)

h/
a ”2

.

0

504030即

h / a = 2
.

0

2 4 6
’

一

色 功
t ’‘ t月决八

.

皮肤裹面中点轴向位移的辐变曲线

10

}
。毖

1510国

4 6 红丈k/ a , 8

团 3 液相压力随时间的变化曲线(r = 。
,

z = h/ 2)

一月乙�n甘月互0

从图 3 看到
,

在突然加载瞬时
,

由于 软组织内的液体无祛瞬时排 出
,

因而使其内部的小

孔水压力迅速升高
,

随着液体向远离承载区域的方 向运动
,

其水压 力开始下降
,

并逐渐降低

至零
.
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