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摘 要

本文对有限元和直接积分法瞬态动力计算的时空离散协调问题进行了研究
.

本文分 别 分析了

空间离散和时间离散所引起的数值误差
,

提出了均衡空间离散引起的能量 误 差和时间离散引起的

能量误差的原则
,

并给出时空离散协调的前处理方案和自适应方案
.

关趁饲 有限元法 直接积分洪 时空离散 协调

一
、

引 言

对数值解误差的估计和控制一直是有限元法理论与应用 中的重要问题
.

对静力学问题
,

误差主要是 由空间离散引起的
,

在这方面的研究已经有了丰硕的成果
‘毛, .

而对结合使用直接

积分法 的动力学 问题
,

不仅要考虑空问离散引起的误差
,

而且要考虑 时间离散 对 误 差 的贡

献
,

并通过协调时 间和空间离散减小误差提高计算精度
,

这是有限元动力计算理论研究的一

个重要方向
,

但至今尚未引起足够的重视
“’.

许 多有限元动力计算完全忽略了这一点
, 或者

经过大量计算实践
,

根据经验考虑了时空离散协调问题
2 ’.

本文通过数值误差的理论分析
,

导 出时空离散协调的前处理方案和自适应方案
.

二
、

空间离散和时间离散

对边界厂包围的线弹性介质口
,

不训材料阻尼
,

考虑惯性力影响
,

可得平衡微分 方程
:

一 (几+ 拼)V (V u
(
x , t ))一 拜V

Zu (
x , t) + p 。(x , r) = f (x

, t)

在口 x (o
,

T )中 (2
.

la )

边界条件为
:

u (x
, t) = 0 ,

H u (x
, t)万

,

r = r : U r : .

初值条件为
:

.

潘立宙推荐
.

在F , x (o
,

T )中

在厂
Z X (o

,

T )中
} (2

.

lb )
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u (x
, t) = u 。 , 。(x

, t) = 。。 (2 一e )

其中几和拼为L a m e常数 , H为边界应力微分算子
.

首先
,

通过空间的有限元离散将u (x
,

t )
,

。(x
,

t )和 u (
x ,

t) 分别近似表达 为 Nd (i)
,

N v (t )和N a (才)
.

其
, }J N为 偿

、

体形函数, d (t)
, v (t)和 a (t )分 别为总体节点位移矢量

,

总体节

点速度矢量和总体节点加速度矢量
.

这样由偏微分方程 (2
.

1) 可得常微分方程 (2
.

2 )
.

M a (r) + Kd (t) = F(t) (2
.

Z a )

d (o ) = d
。: v

(o )二 v 。 (2
.

Zb )

其中 K = 习Q了K
‘

Q‘; M = 习Q了M
‘

Q‘,

F(t) = 习Q了F
‘

(t )

K
!
一

丁
. (‘) (, N

‘

, , D , N
‘
d 一 M‘一

J.
. ) N了。N

‘
d ·

F (‘卜Je
(‘, N丁‘

。d ·+

I
。、. )N犷刁

·d r
⋯

, 。。
)

S为应变算子
,

O为弹性矩阵 , b( 约一 厂(i) n 厂
2 ,

厂 (i) 为单元‘的边界
, 。(i) 为单元i所覆盖的

区域 , d
‘

(t)
, v ‘(t) 和 a ‘(O 分别为单元节点位移矢量

,

单元节点速度矢量和单元节点加速度

矢量
.

d ‘
(t) ~ Q

‘
d (t)

, v ‘(t )二 Q
‘v (t )

,
a ‘

(t)二Q‘a (t )
.

在本文 中万代表云
.

当 x 〔e (i)时
,

u ‘(x
, r) = u (x

, t )
, 0 ‘(x

, t) = o (x
, t)

, u ‘(
x , t) = u (x

, t)(参见 [ 7」)
.

由空间离散所导致u (x
, t)

, 。(
X , t)和 u (

x ,

t)的数值误差为
:

A u (x
, t) = u (x

, 才)一 N d

么。(x
, t) = 0 (x

, t)一 N v

A u (x
, t) = u (x

, t )一 N a

(2
.

3 )

、l吸2吸,

、.尹‘、J.尹、. .矛
苦

其次
,

在直接积分法 的时间离散中
,

令 (2
.

2 a) 在一系列时步 t二 t
,

(
。一 1 , 2 ,

⋯ )得到满

足并将 d (t
。

)
, v (t

。

)和 a (t
,

)近似表达为d
, , v ,

和 a
, .

这样
,

(2
.

2 a )可化为代数方程组
:

M a ,

+ K d
, = F

。

(2
.

4 )

在不同的积分格式中
,

可假定位移
、

速度和加速度在时间段内有不同的变化规律
.

本文采用

较常用的N ew m a rl : 积分格式 (2 的为例进行研究

‘

一
‘
·
+ ’·

“‘+ [ (0
·

5 一 “ )a
·

十“a二 ’」“‘
2

下
v 二 + 1 = v ,

+ 〔(l一 7 )a
,

+ 丫a , * : 〕八公

由时间离散所导致d( t” )
,

v( t
,

、和a( t
,

)的数值误差为
:

(2
.

5 )

八d
。一 d (‘

·

)一 d
·

)
A ,

一
丫(‘

·
, 一 丫 ·

}
△ a ,

二 a (才
。

)一 a 。 ’

(2
.

6 )

由 (2
.

3 )和 (2
.

6 )可以得到 由空间离散和时间离散所共同引 起 的 U (X
,

0 (
x ,

t。)的误差
.

,

0 (x
,

t,

) 和

e

一
u (x ,

t· )一 N d一 △u (x
,

t
·

) + N A d
·

1

e一 。(
’ , ‘·)一 “,

一“。(‘
, 犷·)+ ““, ·

{
已, = u (x

, 才。)一 N a 二
= △u (x

,

t
,

) + N八a
, J

在t = 才
。

时刻
,

系统的能量误差为
:

(2
.

7 )
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△E
,
一

合{
习
l
。 (. )‘, “。‘, , ‘· , ,

’。’“。‘一 ‘·’“‘

+ 习
{

. (. )“,

‘一 ,
·

,
’。“‘(一 ‘·)d

·

一习““,
r K

,
‘, 一习‘

, ‘,
, M。, :

}
一

可
. (. , (, N“: )

·D , A。‘(:
,

+

可
。。‘)

(N
‘·: )

·。△。
‘

(
: ,

t” )d x

t” )d x + 习 (d : )
, K‘A d二+ 习(v二)

, M‘△v二

+
合可

. (. ,
‘, 八““‘ , ‘· , ,

’D , △““‘
, ‘· , d ‘

+

合可
。。。) A ““一 ‘

·

, r p A““一 亡
·

, ““

+

告: (A‘: )
·K

‘
△‘: +

; :
(A , : )

·M‘A 、 :
(2

.

8 )

其中最后四项为数值误差的能量
,

是可以忽略的小量
,

记八E : ’为空间离散所引 起的能量误

差
,
△E 4

e

为时间离散所引起的能量误差
,

可以得出
:

△E ‘, 一

可
。“ )
‘, N““,

, D , “u“一 ‘· , d
、

+

可
。 (‘)
‘N

‘·“,
, 。△“‘(一 ‘

·

)‘·
(2

.

9 )

A E J
‘

= 习(d二)
, K

‘
八d二+ 习 (

v二、, M
‘
△v泛

△E
。
= △E 才

p
+ △E 孟

e

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1)

三
、

空间离散所引起的运动量和能量误差的先验估计

记 w ‘

(x
,

株)为u ‘(
、 , t

。

)的内插
,

h
‘

为单元￡的直径
.

由参考文献〔1〕可得空间离散所引起

的位移和应变的误差估计如下
:

“‘
(x

, t” ) = u ‘

(
x , t

,

)一 w ‘
(
x , t” ) = C梦O (h犷) (3

.

1 )

S。
‘

(x
,

t。) = S{u
‘

(x
,

t。 )一 w ‘

(
x ,

t
。

)} ~ C 了0
1

(h犷
一 ,

) (3 2 )

同样可得速度和加速度的误差估计
:

宕
‘

(
x , t

。

) = 0 ‘

(
x , t。)一 公

‘

(x
,

t。 ) = C 犷O (h犷) (3
.

只)

若‘(x
, t。 ) = 。

‘

(x
,

t .

)一访
‘

(x
,

t。 ) = C : O (h犷) (3
.

4 )

对于线性元
,

取 P = 2 , 对于二次元
,

取 P = 3
,

其中 C 梦
,

C犷
,

C r 分别为取决 于位移
,

速度

和加速度 的空 间二阶偏导数的系数 ; C了为取决于位移的空间二阶偏导数的系数
.

为了估计空间离散所引起 的 能 量 误 差
,

不妨 令
。‘

(
x ,

t
,

)、 A u ‘(x
,

t ,

)
, ‘

(x
,

r
,

)、

A o ‘(x
, t,

)
,

由此可得
:

A E “, 、

可
。 . )

‘, N““,
r
D , 一‘, , ‘

·

, d ‘
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+ :
J.

. ,
‘N

‘、 , , r , “‘, , ‘· , “‘

一艺{
C :“:

一

“‘“,
,

上
‘。(, N

‘, ·D ,
l
d :

}
+ 习{

C : ”, ‘, “,
,

1
. ‘. )
‘N

‘

, , 。, d ·

} (3
.

5 )

其中11和l为所有元素都取 l的矢量
.

四
、

时间离散所引起的运动量和能量误差的先验估计

在 t = t , + 1
时刻

,

位移
、

速度和加速度的局部误差分别为
:

食夏一二已{:
二{{二{

二 ‘

飞
(4 一)

其 中
,

西(r
。 十 1

)
,

(, t。 , 1
)

, a (t
。 十 ,

)为求 (2
.

2 a )和 (4
.

2 )所得到的精确解
.

d (r
。

) = d
。 , v

(t
”

) =
v ,

(4
.

2 )

若可(t
, 十 1

)和v (t
, 十 ,

)足够光滑
,

其 T a y lo r 级数可表示为
:

西(,
。 . : )一 d

。
+ v 。

△, + 之
一

a 。
△, ,

+ 李
, ,

△,
3

+ 典。
. △,

;
+ 。 (△,

。

)
乙 匕 艺4

(4
.

3 )

” (矛一卜
, ·

+ a ·
八‘+

杏
a

·

八‘
2
+

;
‘
。 八‘3 + O (△‘

4

)
(4

.

4 )

将 (2
.

5 )
、

(4
.

3 )
、

(4
.

4 )代入 (、
.

1 )可得
:

A百
, + : 二 一 a 八

, 、 ,八rZ一 a a
, + 1 / 2

八t 3
+

A ;
” 十 ,

一
: a , 十 l八才一 : 。

, 十 l , 2八,
2
+ 之

‘

;
一

“
·

“才3 +

矗
‘
·
△“ + O ‘A ‘

“

,

a
·

么, ’+

告
‘

·

八‘3 + O ‘△“,

(4
.

5 )

(4
.

6 )

这里运用了估计式应
二 十 1 / : = (a

。十 , 一 a 。

)/ A 矛+
o (八t

’

)
.

当取 a 一 1/ 6 , 夕 = 1/ 2时
,

有
:

八‘
·

一告
“
· * !八‘

2 -
。 十 1 , 2

△, 4
+

矗
‘
·
A‘

4

+ o
‘A‘”

(4
.

7 )
”a

1一6

八、
” , l二 一{

, , + ,△, 一
三

一

‘
, + , / 。△,

“
+

.

{‘
,

八, 3 + 。 (△, ‘)
乙 乙 巧

(4
.

8 )

这里运用了估计式注
, 十 1 , 2

= (a
。 * 1 / 2 一 a 。

)/ A t+ o (△t)
.

由 (2
.

4 )可得
:

(M + a A t“K )A巨
。十 : 一KO (△t q

)

当 a = 1/ 6 , 下= 1 / 2 时
,

取 q = 4 , 其他情况下
,

取q = 3 ,

由(4
.

5 )、 (4
.

的可得
:

(4
.

9 )

△石二 , 一 o (△t口) 飞

△奋二 , 一 O (△‘
“一 ’) }

△巨
” + 1 = O (△t

,

)
r《口一 Z J

(4
.

1 0 )

对 (2
.

4 )进行正交解祸
,

可估计每个自由度的总体误差
:



有限元和直接积分法瞬态动力计算的时空离散协调问题 1 1 1 5

R
。 十 ; == AR

。

+ 两
。

其中总体误差 R一 {八人
,
△。

, ,

△a 。

}
,

局部误差及
,

一谧八武
,

△, 。 .

△‘
。

}

(选
.

1 1)
.

对稳定的积分格式

总有 p (A) 《 1
.

0
万‘’,

由此可推出位移
,

速度和加速度的总体误差分别为
:

△d
。 + 1 = o (A t, 一 ,

) )

△,

一
O (八‘’

一 ’

) {
A a 。 十 1二O (△t f 一 ‘

)
, r

《q 一 2

时间离散所引起的能 量误差为
:

(建
.

1 2 )

A E :
’
= 习 (d二)

r K ‘八d二+ 习 (
v二)

,
M‘A v二

= 习(d : )
, K , O (At q 一‘

) + 习 (
v盆)

r M
‘
O (八tq

一’

) (4
.

13 )

五
、

时空离散的协调

为使空间离散引起的能量误差在每一单元都比较平均地分布和使时间离散引起的能量误

差在每一时步长都比较平均地分布
,

本文提出均衡么E 言
口

和八E 二
‘

的原则
,

给出时空离散协调

的前处理方案和 自适应方案
.

1
.

前处理方案

对于非病态方程 (2
.

劝所描述的系统
,

忽略 (3
.

5 、
、

(4
.

1力 l卜、含h犷和 、: “ 一 ’

的相对较小的

项
,

可得近似估计式
:

A E ‘
,
、万{

C :”:
一 ’

“ : )
·

上
‘

(, N
‘

)
· D , 1‘、

}
A E J

已

、万(v二)
,
M

,
O (A ‘q 一 2

)

令△E : ’二 八E 才
.

即 :

(5
.

1)

(5
.

2 )

习
{

C : ”:
一 ’

(‘, ,
,

上
(

“, N
。

,
’
D , 1‘·

}
一习‘

·, ,
r
M

‘
O ‘八‘

q 一 “

, (5
.

3 )

化简 (:二
.

3 )
,

可得前处理中协调时空离散的准则
:

C
;
h犷

一 ‘

oc △尸
一 :

其 中C
;

为取决于位移和速度 的至间二阶偏导数及介质弹性波速的系数
.

(5
.

4 )

2 自适应方案

由(3
.

5 )
、

(4
.

1 3 )可知
,

△二 :
,
一 :
上

‘)

通过忽略较高阶的小量
,

(2
.

9 )和 (2
.

10) 可 重写为
:

(SN
‘
d之)r D SA u ‘

(x
,

广
,

)d x (5
.

5 )

八E 二
e

= 习 (v篇)
, M

‘八v漂 (5 6 )

根据均衡A E 才
’

和△E 才
‘

的原则
,

本文给出时空离散协调 自适应方案的计算格式如下
:

l) 时步循环
a ) 给定初始 At ,

令t。二 t, _ , + 八才
,

如 t
。

> t e n d则结束计算
;

b ) 给定初始有限元网络 ,

‘) 解方程 (2
.

4 )
.

2 ) 有限元网格自动调整
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d) 有限元计算结果后处理
,

计算系统的应变能 E J
’

E 才
‘
= 习 (d盔)

, K
‘
d二

e) 运用超收敛重现技术估计△E 只
‘)

(5
.

7、

A E : :
‘ 一

f
二 (, N“: ,

·D , 八u 。“
, ‘· ,“

(5
.

8 )

f) 计算

亡‘= △E 月
‘)/ (E 才

’+ △E:
乡
)

g ) 如果对所有单元i有

!二}《 [亡〕

(【引为容许相对误差 )则接第h) 步
,

否则细分所有不满足 (5
.

10) 的单元
,

算
.

(5
.

9 )

(5
.

10 )

接第 c) 步重新计

3 ) 时间步长自动调整

h ) 计算系统的动能 E 才
‘

E 君
‘
= 习 (v老)

, M‘v二

i) 运用式 (5
.

6) 估计局部误 差△E 止
。

j) 计算

口。二 八E 二
.

/ (E 言
‘
+ △E J

.

)

k ) 如果

}叮
。

}《 [刀]

(〔们为容许相对误差 )则开始下一时步循环
,

(5
.

1 1 )

(5
.

1 2)

(5
.

1 3 )

否则调整时间步长At
,

接第b) 步重新计算
.

六
、

结 论

本文根据对有限元和直接积分法瞬态动力计算中时空离散所引起的数值误差分析
,

为使

空 间离散引起 的能量误差在每个单元都较平均地分布
,

和使时间离散引起的能量误差在每一

时步长都较平均地分布
,

提出均衡 A E : , 和△E 篇
.

的原则
,

并给出时空离散协调的前处理方案

和自适应方案
.

本文的数值误差分析还表明
,

对于非病态方程 (2
.

4 )所描述的系统有
:

l) 与系统能量的误差相比
,

数值误差的能量是可 以忽略的小量
,

因而不宜用作误差估

计的指标 ,

2 ) 在由

可
。 (

“, N !‘; ,
, D , △一 ‘一 ‘· , ‘

·与
可

。

“N
‘, ‘,

, 。A““一 ‘· , ‘
·

之和所构成的空间离散引起的能量误差中
,

后者为较高阶的小量通常可以忽略不计
,

3 ) 在由

习(d二)
, K

‘
A d : 与习(

v三) , M‘△v轰

之 和所构成的时间离散引起的能量误差中
,

前者为较高阶的小量通常可以忽略不计
.
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