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摘 要

本文从三维弹性力学基本方程出发
,

利用几何小参数 a 二 r0 / R
。

摄动展开
,

得 到 了 任意载荷

下
,

厚环壳的各级渐近求解方程
.

它可以分成两组类似平面应变问题和扭转问题 的 独立方程组
.

用此方程求得了厚环壳受弯矩M
。

作用的两级渐近解
.

关. 阅 厚环壳 摄动 渐近方程 应力分析

一
、

引 言

关于细 (薄) 环壳的基本方程及其解法
,

许多学者 已作了大量的研 究 工 作
【‘’‘
翔

. 二‘. , ,

取得了很大的进展
.

但对任意载荷下厚环壳的应力分析
,

研究不是太多
.

本文则利用小参数
a = r。/ R

。

(环壳子午方向圆弧内径与圆环半径之比)
,

从三 维弹性力学基本方程出发
,

通过

摄动展开
,

得到厚环壳各级渐近求解方程
.

研究结果表明
:
这些方程可以分为两组类似 平面应变问题和扭转问题的独立求解方程

,

前面各级的解将作为已知量
,

影响下一级的体积力和应变修正项
.

这两组方程由边界条件可

以分别独立进行求解
.

在同一级内
,

这两组未知量互不关联
,

但在下一级中又相互影响体积

力和应变修正项
.

利用平面应变问题类型的渐近方程
,

研究了在甲 = 0 , 二/ 2边界上受弯矩 M
。

作 用的厚环

壳的应力
.

结果表明
,

在甲= o截面上
,

沿壳体厚度 a , , a , ,

丙 呈非线性分布
,

与曲杆的应

力分布十分相似
.

二
、

厚环壳的渐近求解方程

基本方程

对于图 1 所示厚环壳
,

取俨,

0
, 甲曲线坐标系

,

它与直 角坐标的关系为
:

x = (R
。 + 尹e o s甲)e o s s

g = (R
。+ 俨c o s中)s in o

z 一 了S l n 甲 { (2
.

1 )
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其中 R
。

为环半径
, r 。

为子午线方向内弧半径
.

应力及位移符号如图 l 所示
.

MMM. (((

日 1

由三维弹性力学基本方程
〔‘

·

,

通过坐标变换
,

能得到 , ,
0

, 砂 坐标系中的平 衡方程
,

几

何关系和弹性关系
。

为使上述方程变为无量纲形式
,

引进以下无量纲符号
:

、.,.了、..声口

O
一一

(, , 。 , 。 , 。 ) = r , 。 , 。 , 功 ,
一

公 一 。 ,

卫 二 。 ,

鱼
It 0 r o r o

去(。一 ‘一 ‘一 , 一
厂。一‘

, 。
, 一 口一 a , , “一 r ,

一 r ‘一 r 。
(2

.

2 )

最后得无量纲形式的平衡方程为
:

口口
,

,

1 d r 一,
.

1 , _ _ 、
.

a F口r 月

厉 十下 即 十
一

尸
。 ’
一 。 , ) -t- 1干而而而 L百『

+ (a一 a. )e o : ,

一
, : , n 。

」
一“

1 J a , ,

d r伸
.

2 _

二
一 ~ r

,

we 二犷es
一

, 尸 一一 ‘

二日. .
户 .
~

尸、 . 门
-

. . . r
, . 甲 u , ,

a 「刁r 一

十 万一万一
一 芍 一 l 不 石

l 十口 rC O S甲 L O 以

(2
.

3 )
+ · , , e o : 。 + (ae 一

,
)。‘n 。」

一”

杨
.

即
恤 +l “) + ‘

O r r o 切 r

口
T 神 十 万

. -

一二
; 二一

1 十a r U U 七甲

、I

+ Z r 月 c 0 s切一 Z r o , s ln 甲

几何关系
:

口“

‘ = 口r ’

匀
口

1 + a r C O S甲

「口”

二
1

L
一

a丁 十 ““”s 甲一 功“, n 甲 」

(2
.

4 )

功Jr

一
、
一如君一 =

l 口tD

口切
+ 解

r

召r ,

口w
二 ; 一- 十
a r

a

1 十 a r C O S 切

「 口“ 〕

L
一

动 一 ”c
哪中」

口”

口甲

口

l + a r C O S切

「口‘

L 口0
+ ”s in 中

如一击l一
r

一一一一

弹性关系
:
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‘ ,
= a , 一 拌(a

. + 口 ,

)
,

君 , , 口
一

拌(a
, + a 。)

,

e. = a. 一拌(。
, + a ,

)
,

以上即为
r ,

e
, 中坐标中的基本方程

,

为弹性模量和波桑 比
.

。r ,
“ 2 (l + 拼) : 一 ,

‘, ,

:j. {
‘

尸
一

付
’r , ,

}
E 神 ~ 艺气l 十 拜) T 神 /

(2
.

5 )

求解时还 必须满足相应的边界条 件
.

这里 E
, 拼分别

2
.

弯环渐近分析

对图 ‘所示弯 环
, 。一

食: 《 ,
·

若设应力为砂量级
,

则位移可能是 a 一“
量级

.

将域内

、,..........
、、

....2...产

所有各量都展成a的幂级数
,

且都从a , 一 ’

量级开始
,

则有
“= a ,

(
。一 Z a 一 2 + 。 一 ’a 一‘+ 。oa o + 。‘a ‘+ ⋯ )

。 , 功相似 ,

。,

= a ,
(
。下

Z a 一 名+ : 不
’a 一 ’+ 。孚a

o + 。票a ’+ ⋯ )
‘, , e一 , 日一 , , e . , 。, 。相似 ,

a ,

= a p
(a 丁

“a 一 “+ a 不’a
一 ’+ a 母a o + a 攀a

‘+ ⋯ )

口 , , a , , r , , ,

1’。, T 神 相似
,

(2
.

6 )

a

1 + a rC O S 甲
= a [ l一 a r e o s甲 + a Zr Ze o s l甲 + ⋯ ]

边界应力根据边界上的已知值
,

也展开成从 a , 级开始的幂级数
.

对于巳知边 界位移的

情况
,

级数是从砂
一 2 级开始

.

将表达式 (2
.

6 )代入 (2
.

3 )、 (2
.

5 )及边界条件
,

随后取方程中

a 同次幂的系数为零
,

就得到如下各级渐近方程组
.

( 1 )对a , 一 2级渐近求解方程

平衡方程

!l
切

一

Ja 丁至

口r

+
一

工黯
+

:(a
;
’一、

‘

, 一“

l
一

丫
一

十

冬轰
十
名

r
书 一 。

r o 甲 O r r
(2

.

7 )

击浦
口r

l 击石二
r 口切

+ 详
一 二
才 = 0

r

几何关系

、

l
、
.....2产1一

十叮
2
=

布 2 =

口“
一 2

0 r

e
泞=

。
才 =

口功
一 2

口r
口“

一 名

口甲

、 , l 口切
一 2

己一 = 一
一

~

一斤二一

r U 甲

“一 2

十

—

口”
一 2

口r

1 口”
一 2

己石云 二二二

—
~
- - , 高户- -

~

护 甘 『 月口 ‘
.

J
』

侧,

犷 “W

(2
.

8 )

弹性关系的形式与 (2
.

5 )式相同
.

在边界上必须满足已知位移的条 件
.

在 给 定 应 力的边界

上
,

砂
一 “

级的边界应力等于零
.

( 2 )对a , + ”

级渐近求解方程

平衡方程
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口a 牛
.

1 口r 愁。

二一 十一 一丫二

O r r o 中

l
+ 一

r
(a 华一 a 幕) + R

.

(
r ,

8
, 甲 ) = o

1

r 口甲

口r 牛.

日r

一

+ = 七
‘

a r

口a ; 口了孚, 2
+ 万 r 芬, + 梦

’
气r

, 口 , 甲)
I

= O (2
,

9 )

、...1、了......产

十生 = 0
r 豁

+

告
·

,
·+ Q

”

‘一“
, 甲’

几何方程

己牛=
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”

口r
e牛一 “

口功二 1 口“
.

~

一不, 一 十 一
一不
一 一

U r r U 甲

功 ”

r

e
奋=

君尽. =
口”

,

口r
+ e牛.

(2
.

10 )
昨

己导=
1 口功

,

口甲

“.

+
—r r

。
:

, 一

告
(
n = 一 l , 0 ,

+ e导
,

2 , 3 ,

⋯ )

a ,
级开始

,

弹性关系的形式与 (2
.

5 )式相同
.

应力边界条件从

足位移边界条件
.

式中

由给定值确定
.

同时还必须满

*
·

(·
,

。
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卜【夕畜二
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一
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d y -

口8

+ 。一 e o 。; 一田一 : ‘n ,

」
(一 , e o 。, )二

’一.
.
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」
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一
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【
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【
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‘一
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十
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+ 「
-

旦塑下
L 口8

口功 + 。一。‘n ;

〕
(一

r e o 。, )一

(
, = 一 l , 0 , l , 2 , 3 ,

⋯

3
.

弯环渐近方程的一个性质

对方程 (2
.

9)
,

(2
.

1 0 )
,

(2
.

5 )实际上可分为两组求解方程
.

即

A 组 :

、...........砚
,

⋯
了

口口季
.

1 口r 忿
.

一二哥- 一

十 一 一一育一一
o r r U切

+
粤(口: 一 a ; ) + 刀

·

(
r ,

o
, , )· o

了

1 口a 幕
r 口甲

a r 悠
.

十 一- , 万一 一
0 r

2
十 一 r 粤一 + 叻

.

(
r ,

8
, 甲)二 o

au
,

￡ ; = 万矛
- ￡; =

口叨
,

日甲

肚.

十

一
(2

.

12 )

e奋= e 导 e悠, ==
口w

”

d r

+ 」 口“
. 功 ,

口切 r

￡嗯= a 牛

￡导, a 备

一拼(a 导+ 。毒)
, e毒= a ; 一 拼(。牛+ a 昌)

一拼(。嗯+ 。冬)
, 。愁, 二 2 吸l + 拼)

: 牛,

B组 :

、.....
‘,‘

!
了

口r 知
.

1
一二二 十一
a r r

+ 生
: : 。+ Q

·

(
r ,

o
, 甲) = o

r

口t) .

. ..
. .

_石 , 口
~ 一不下

O r

(2
.

13 )
￡忿, =

l 口”
.

r 口甲
+ e
侣

,

。牛。= 2 (l + 拼)
二孚。

, 。奋, = 2 (1 + 拼)
r 昌,

A 组方程与平面问题方程极相似
,

当 : 答为零或常数时
,

即为平面应变问 题 方 程
.

其中

R
. ,

护相当于体积力
,

由前几级近似解求得
.

这组方程反映了弯环壳在
r切 平面内的变形性

质
,

可以独立求解
。

B组方程与扭转问题的方程极相似
,

0
.

是对应的体积力
,

由前几级近似解得到
.

这组方

程反映了弯环受扭转和切力作用在 0方向的变形性态
,

也可以独立求解
.

由于体积力项是由上一级近似解求得的
,

因此这两组方程很容易按边界条件逐级求解下

去
.

对同一级
,

这两组的未知量互不关联
,

而在下一级又相互影响体积力和应变修正项
.

由

此可知
:
弯环的弯曲问题和扭转问题可看成两个独立的求解问题

,

其相互作用是在更高一级

的近似解中才反映
.

显然
,

上述两组方程比原方程容易求解
,

其计算模型的物理意义也是十分清楚的
.

必须
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指出

: 上述方程对弯环各种受力情况都适用
,

对弯环的厚度
、

曲率
、

边界形状并无限制
,

因

此它是求解 “ 一

瓷<<l 这类问题的一般方 ,
.

三
、

弯环壳受弯矩M 。作用的渐近解

弯环壳受弯矩M
。

作用时
,

其边界条件为 (图 l)

r == a ,
b : a ,
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.
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.

1)
,

解得a , 一 2 ,
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级方程的解

.

(其余各级)

a , 一 ’

级所有应力
、

(3
.

1)

位移分量均为零
.

下面求
a , ,

1
.

a ,
级方程的解

方程 (2
.
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:

影
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.
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其中 。一 (。
2 一 。2

)
2
一 4一。

2

(
In

号)
’

此解就是平面应变曲杆的解
.

因此弯环壳受纯弯作用作用其第一级近 似 解 (砂 级) 实

际就是曲杆解
.

其中A
“

为待定系数
.

2
.

a , + ’级方程的渐近解

由方程 (2
.

12 )和关系式 (2
.

1 1 )
,

(3
.
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级的求解方程为

平衡方程
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o

引入满足方程 (3
.

4 )的应力函数 必
, ,

则

、.....‘..,、/‘........2
a 李二

口巾
l

~ 二二 一 十
口r

l 口
2
中 1

r 2
0 甲

2

+

坐
。

( 、一 : ; )fo
Z : I n 毛

乙 J L U

一 a Z r ln 二 C O S切

。

卜架兰+

缨
”

{嗒
, n

居
+ (卜 2。)1

0
2·, n

舌

+ ( 1 一。) (“
2
一 。 2

)
·

}
e o : ,

一 a Z r ln 二

( 3
.

6 )

‘’一节
: 口必

1

口甲

l 刁2巾
l

r 口r口甲

根据几何关系 ( 3
.

5 )
,

巾
,

还应满足协调方程

v
Z
、: 。 : 一

月粤
生 ( 1一 2 ; ) (。

2
一 。2

)粤
C 。s ,

乙J T
(3

.

7 )

其中 v Z 一

frzz--
+

告误
一 十

春靛
.

取 (3
·

‘, 式的解“
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,
:
一

!
B l : 。+ c l

令
+ D l, ‘n r

]
e o 。; + , 1

,
, in ,

一

捻
一

(卜 2 ; ) (“
2

一 )!
一‘n二

+ 一 In 若
一

备
一

」
c o “,

(3
.

8 )

、...............‘...I....es....l

代入 (3
.

e) 式得

a

卜【
, 1

一

异
+ 2B I

一
2 c l

声
+ D l·

」
“。“ ,

一
共

一

仁 一 ;
、一。

: 一。 2 ) 「
Z rln二 十 Zr ln : 一 3 ,

l
e o 。。

乙了 、 Z
’

/

”
L a O J

+

粤
(卜

2; )
【
“

: ·, n

含一
‘n言]

。o 。;

a‘一!
‘B l· + ZC !

声
+ D ,

子J
o o 。; 一

鲁C
一

心(“
2

一)

〔
6 ·, n

二
一

+ 。·, n

茗
一 5·

〕
“。“,

(3
.

9 )

r 牛,

系数A l ,

B ; ,

C l ,

+

粤!犷
‘n号

+ (卜 2 ; )仓
2·In含一

In

韶
+ (1一 ; )(b

: 一。 :
)
r

]
e o 。, -

一

〔
ZB 】

一
ZC !

声
+ D l

亡
一

]
: ‘n 。一

鲁
一

(合
一

办(“
!

一)

·

1
2 ·‘n

蕊
+ 2 ·, n

舌
一 3·

」
: , n ,

刀 1由边界条件决定
.

当 (3
.

9 )式满足 (3
.

1) 式时
,
各系数为

:

、..t..........

l
.,I, 1

一粤
(卜 2 ; )。

: 。: In艺
-

, 1

一(;一
;

)豁[ (
一 + 。

·

)(l
n

言
一

)
’

5
, , ‘

十
一

丁t。
’

一 a ’

)in 号
一

+ 2 (“
2
一 a :

)
:

〕 (3 一 0 )

C l 一

合(合
一 ;

)
一“2

鲁
D l一

(告
一。

)(
。

2

一 )
豁

M
。

‘a ’ b”n

芯
+ b‘一 a ‘

其中 H = (。
‘+ b

‘

)In 早
O

+ b
Z 一 a Z

将 (3
.

1 0) 式代入 (3
.

9) 式就得砂
十 ’

级的 己
,

a 毒
,

讼
,

之解
.

对于 a 奋根据弹性关系 (2
.

5 )式和

(3
.

5 )
,

(3
.

9 )式则有



厚环壳的渐近求解方程和作用弯矩M
。
的解

a 洛, 拼(a 愁+ 。毒) +
8M

岁 (‘一 “
“
)(b

, 一 a Z

)r 切“’”切一 A
,

一 (1 + 。)”
笠

。

卜
任

耸”
n

Z
+ (卜 2。)(

。
2 ·In

含

一 。2 , ‘n含)
一 (卜 。)(b

Z
一 。 : )·

」
c o : *

(3
.

1 1)

、,....
1性
、.r.......‘/

护

由几何关系(3
.

5) 式和边界条件(3
.

1) 式求得位移为
:

“! 一 (1 + ; )
{
2 (, 一 ; , A

l
, n

· + (‘一 ‘。,B
lr’

+ e l

奋
+ D l

(1一 2。, , n ·

}
。0 5 ,

一管
一

(1 + ; )
(凌

一 。

)(
“

2

一 ){(
l一 4 ; )!

一, n

含

+ 一 In 若}
+

告(一 5 + 1。。,一
}
。0 “,

M
。

二
、

r
_ , _ _ 、 , _ 、

「
, 。 。 , _ _ r 。 。 , r l

+
一

下
一
t l + 拼)1 2 吸l一 2 拼) 叹l一拼) 1 0

一r 一 I n 了一 a
一 r 一 i n 万 l

‘ J 、 L U U J

一 (1一 ; )(‘+ , 。)(“
2 一 。2

,
·’

}
e o : 。

+

含
(1 + 。、

{
2一“

2

‘n会
一 4 ; (1一 。)(“

2

一 ,一}
, : , n ,

+ (l + 拼) [ (l一 2拌)A
, + 2 (l一拼)D 门甲s in 甲

+ 拜A o r一 A Ie o s甲

。 !
一 (l + ; )

{
一 A !〔, + 2 (l一 。)‘n

·〕+ (5 一 ‘; , B
l: ’

+ e !

详
2一 D l〔l + (; 一 2。)‘n

·〕
}
。‘n ,

一

鲁
一

(道
一 。

)(
1 + 。)(“

2

一
,
{(

5 一‘; ,
(
·’‘n合

+ , :
, n

一

舍)
一

备
, :

}
: , n ,

+

鲁
(1 + 。){

2 (1一 2 ; ) (1一。)
「
6 2一 , n含一

, n

告」
+ 2 。: b

Z

‘n号+ 5 (‘一 2 ; , “一 ; )(”
’
一 。
”一}

。‘n ,

+

普
(1 + 。)

{
2一“

2

‘n芯+ 4 ; (, 一 ; , (”
2

一”
·’

}
。CO S ,

+ (一+ 拼) [ (z 一 2拼)A
、

+ 2 (l一 拼)D : ] 切e o s切 + A
, s in 切

A ,
为新的待定常数

.

(3 , 2 )
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3
.

常数A
。 ,

A ,
的确定

砂
+ 名
级 以上的近似解十分冗繁

,

不再列出
.

在此仅设法求出砂
,

定常数A 。 ,
A , .

在a , 今 2
级中

,

根据 x 方向体积力的合力应为零的条件来确定A.
,

a , 今 ’
级中出现的位移待

则得

A 。

, 矛冬硒{
‘, 一 , 。, A

!
‘卜

· , + “一 ‘“,”
:
‘“

’

一”

一e :

(急一合)
+
(音

一 3

吵
D l
‘“一 “ ,

+

鲁G
一

办(‘
:

一 )
[
(卜 4 ; )(

“: ‘n号+ 一 , n

封

+
G

一

等
,

)(
“。一a ·, ]

+

鲁「
3一“

:

(卜
。)‘n茗+ (3 一 7 ; + 2 ; ”‘卜

。 ,
·’““‘n号

一

手
“一 ; :

)(“
:

一 )(6

一
)
」}

根据a , 今 “

级 中 x 方向体积力的合力为零的条件可以确定A ‘ ,

略去小量后有

刁
!
一 , 1

1
一全
长手

~

(“
2‘n卜

。2 , n ·卜合(1 + 。)(卜 2 , )〕
一 B :

(l+ 拼)(
。 2 + b

至

)

+ D
l

!
一

牡恕警岁吐(“
: , n

卜一 , n 。)+ 。(‘+ , )
〕

+
鑫(1 + 。卜

纂共夺
, 。

+

粤
(, + ; ){l(

一

子
+

心
(·

‘

+ “
4

, + 2‘, 一。, “
’

““

〕
, n

会

+

(
一

手
+ 4 ; + 3。:

)(
“4

一
)
}

(3
.

13 )

(3
.

14 )

这样由(3
.

3 )
,

(3
.

13 )和 (3
.

12 )
,

(3
.

14 )式给出了a ,
和a , + ’

级的位移 解
.

由(3
.

3 )
,

(3
.

9 )
,

(3
.

1 1 )
,

(3
.

1 3 )式得到aP 和 a , ‘’级的应力解
.

在此砂
,

砂
+ ‘
的解是精确求出的

.

为判断解的

收敛性
,

也可根据a , + 2级的体积力
,

用简单的曲杆公式求尹
+ 2
级的应力

,

以便与前两级应力

解作比较
.

表 1 和图 2 列出了作用M
。

时
, 切 = 。面上应力的各级渐近解

.

计算结果表明
,

收敛非常

迅速
.

当r0 / R
。
= 1八 5 ,

6 = 2a 时
,

一级近似误差为 10 男
,

二级近似解误差为 4男
,

三级近似

解的误差小于 1多
.

沿截面厚度 a , , a , ,

u. 呈非线性分布
,

与曲杆的应力分布规 律十分相

近
.

因此对这种弯环壳
,

工程上用曲杆公式估算其应力是合理的
.



厚环壳的渐近求解方程和作用有矩万
。

的求解 9 6 1

浪 1 作用材. 时
,

, 环, 二。a . 上的应力分布 (无里纲)

,
.

, 55

3
.

50 ,

0
.

洲2

一 1
.

68 9

一3
.

4科

一4
.

91 ,

10拓

rrrrr
各级a’近似似 r. / R0 二1/ 15

, 口 r .

外
.

q. 各级近似解二单位
:

M
。。

aaaaa 户X 材
。。 口 p + iii 口 户+222 ...

外 ttt 口, ... 口
r lll 仰 ,,

xxxxxxx
(瓷)M

·· x
(贵 )

’

“
。。

吩
lllllllllll

111
.

000 ,
.

, 5 555 一6
.

4 5 444 一 61
.

0888 ,
.

, 5555 ,
.

3幻幻 ,
.

05444 000 1
.

翻且且

111
.

222 3
。

50777 一 2
.

5 , 333 一 2 ,
.

9000 3
.

50 ,, 3
.

33555 3
.

21 111 0
.

8即即 0
.

, 3444

111
.

444 0
.

54 222 0
.

30 666 一 4
.

幻幻 0
.

洲二二 0
.

弱ZZZ 0
.

弘333
.

098 444 一 0
.

01555

111
.

666 一1
.

68 999 2
.

60555 1 3
.

5666 一 1
.

68 999 一 1
.

51 666 一 1
.

4 5666 0
.

78 888 一 0
.

6 5111

111
.

888 一 3
.

47444 4
.

53333 2 7
.

3 999 一3
.

4科科 一 3
.

1 , 222 一 3
.

0 5111 0
.

41 ,, 一 1
.

23444

222
.

000 一 4
.

91 ,, 6
.

2 0555 朋
.

4444 一4
.

91 ,, 一 4
.

50 333 一 4
.

3 3222 000 一 1
.

, 0666

误误差差差差差 10拓拓 4拓拓 ///////

.
注

: 口( ) : 二 a r

级
. 口( ) 一。 a ”+ a 户丰1级

. 口 ( )一二a p + a 户+ 1 + a ‘ + :
级

. 2 , 环甲= 。a 百上的应力分布
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T he A sym Pto t

She !! a n d

ie So lvin g E q u a tIo n S
o f T hic k R in g
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’5 5 0 !u tio n u n de r Mo m e n t Mo

Z h a o X in g
一
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Ab‘t ra c t

In t h is p a p e r ,

f r o m t h e fu n d a m e n t a l e q u a t io n s o f th r e e d im e n s io n a l e la s t ie

m e eh a n ie s ,

1 ha v e fo u n d a s e q u e n e e o f a sy m p t o t ie s o lu tio n e q u a tio n s o f th ie k r in g

s h e lls (o r b o d y ) a p p li o d a r b i t r a r y lo a d s by th e p e r t u r b a t io n m e t h o d b a se d u p o n a

g e o m e t r ie s m a ll p a r a m e t e r a = r 。

/R
。 ,

w h ic h m a y b e d iv id e d in t o t w o in d e p o n d e n t

e q u a t i o n g r o u p s w 五ie五 a r e s im ila r t o th e e q u a t io n g r o u p s fo r p la n e s t r a in a n d

t o r s i o n a l p r o b le m s
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d e r a p p r o x im a t e s o l u t io n s o f th ie k r in g s he ll a p p lied m o m e n t M

o a r e

o b ta i”e d
.

K e y w o rds th ie k r i n g sli e ll
,

p o r t u r b a t io n , a s y m p t o t io e q u a t io n s . s t r e s s a n a ly s is


