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摘 要

本文探讨了一种较为典型的 4 维种群互斥系统的有界性绝灭性和稳定性
,

并 给 出了它们存在

的充要条件
,

与之同时还阐述了它们的生态意义
.

关幼词 互斥系统 有界性 绝灭性 平衡点 稳定性

一
、

引 言

在自然界中由多种生物群体共存而构成生态 系统
刃‘’,

他们之 间通过生存竞争而趋于生态

平衡
.

在数学上就是要刻划与探讨系统的有界性
、

绝灭性以及在正卦象内稳定性的特点和充

要条件
,

以便于人们在实践中应用
.

本文所要探讨的生态系统
,

是生活在稻田中 由稻作害虫

(如蝗
、

螟等
,

群量为X )
,

青蛙 (Y ,
)

、

鸟 (Y
:

)和蛇所组成的
.

这是一种较为典型的 4 维种

群互斥系统
,

显然是由两端融合的两条食物链构成
.

其数学模式为

戈 = X (
a 一 e 。X 一 b , Y ; 一 b z y :

)

Y : = Y ,
(
c , X 一 e ly ; 一 j

1y : 一 d : Z 一 h l)

犷
: = y :

(
c : x 一 f

: Y , 一 亡: Y : 一 d : Z 一 h:
)

Z = Z (g ; Y : + g : Y
: 一 e 3

Z 一 h
3

) } (1
.

1)

其中黑点
·

表记为时间 导 数
备

.

纯增长率
。一。 一 , , a , cl

,

、
。】, 。:

分别为x
,

: 1 ,

二

和Z 的增长速率系数 , 口
,

h ; ,

从和hs 分别为X
,

Y l ,

Y Z和 Z 的死亡率 , e。 , e l ,

几和‘ 分别反

映X
,

Y ; ,
Y :和Z 的自排斥效应 多 了

1
为Y Z

对Y ; ,

了
:
为Y ,

对Y :
的互斥效应 , b ; ,

瓦分别为Y : ,

乙对X 的天敌效应 , 而 d l ,

么则分别为 Z对Y : 、 Y :
的天敌效应

.

以上各项速率系数皆为正的

常数
. e 。= a/ K

。,

K 。
为环境容量

〔2 ’.

根据该系统的生态学特点
: ”产’,

可有以下不等式
:

b l> b : , c l > c : ,

d l> d : , 9 1> g : ,
h3 > h l> h: , e :

> e l> e。> e 3 ,

.
吴家龙推荐

.
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.
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备
>
会

>
佘

、

含
>

斋
,

福牛>
U 9 业

>
一

粤一
9 2 J I

一

皂一> 华牛
‘ .

J I 夕2

二
、

有 界 性 与 绝 灭 性

定理 2
.

1 如果系统 (l
.

1) 中的。> 0 ,

则对应于一切非负初始条件的解皆有界
.

证明 若初始条件是非负的
,

则对所有的t > o ,

诸变量皆在正卦象内变化
.

由式 (1
.

1) 中第一方程

丈《 (
a 一 e 0

X )X

对时间取积分

X “,《K
。

/
【

1 +

lim X (t )二 K
。

K
。一 X (o)

X (0 )

e x p (一
, )
」 (2

.

1)

尤其是

说明当
a
> 。时

,

X (t) 的一切解有界
,

其解显然 为 X (t) 《m a x 〔K
。 ,

X (0) 〕
.

因而环境容量

尤
。

的生态学意义
,

就是指在稻田 中不存在天敌 时
,

受稻作食饵量的限制
,

所 能养活害虫群

量的最大值
.

由式 (l
.

1) 中第一
、

二方程
c :戈 + 6 ,

犷
1
《 c ,

(a 一 eo x )x 一 6 ;
(
e :犷1 + 无:

)犷
:

《一 m ,
(e

:X + b : Y : 一 Ze : g :
K

。

/ m ;
)

其中 g ; == a 一 e 0
X (o )= a [K

。一 X (o )〕K
。,

q : = e i Y I
(o ) + h : , m l = m a x (q

; , q :
)

.

对时间取积分
c 1X (t) + b 1y :

(t)《 [ e 1X (o ) + b : Y ;
(o) 一 Z c : q 1

K
。

/ m 门e x p (一 m :t ) + Z c ;口:
K

。
/ m

l

(2
.

2 )
尤其是

lim [ c 1X (t) + b 1y ;
(t )」= Z c lq ; K

。

/ 二;

其中 X (t) 有界
,

因而Y ,
(t) 必定有界

,

否则存在矛盾
.

由式 (l
.

1) 中第一
、

三方程
c Z

戈 + 6
:

分
:

《
c :

(。 一 。。x )x 一 b :
(
e :

y : + h:
)Y

:

《 一 。 :

(
c : X + b : Y : 一 Zc : q :

K
。

/ m :
)

其中 g :
~ e :

Y
:

(o ) + h: , 川:
= m a x (g : , 9 5

)
.

对时间取积分
c :
X (t) + b : Y :

(t)《〔
c : X (o ) + b : Y

:

(o )一 Z c Zg ;
K

。

/ m : ] e x P (一 m : t) + Z e : g 1
K

。

/ m Z

同理可说明Y :
(t) 是有界的

.

由式 (1
.

1) 中第二
、

三和四方程
g ,

么 + 夕:

夕
: + (J

; + d :
)名

《 一 m :

[ 9 IY I + g :
Y

: + (d
: + d :

)Z 一 2 (g
, q ‘

Y 贯+ g : q 5
y 贯)/ m :

〕

其中 g ‘ = c 1X (0 )一 e ; Y l(o )一 j
1y

:

(0 )一 h , , g 。= c :

X (0 ) 一 f
:
Y l(o )一 e z y

:

(o )一 h
: ,

q 。
~ e 3

Z (o) + h
3 , 。 。

= m a x (q
‘, q 。 , q 。)

(2
.

3 )
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Y贯= m a x [Y l (o)
,

Y l (oo )]
,

Y 竺= m a x [ Y
:

(o )
,

Y : (co )」
.

今令K = 小q’Y贯十爪吼Y誉
.

对时间取积分

。IY I
(‘) + 。,

Y
Z

(‘) + (d
l + d

Z

)Z (‘)、 [
。IY I (“) + 。2

Y
2

(“) + (d l + d
Z

) Z (“)

ZK 〕
. 、

.

Z K

—
le X P L一优

3 r ) 十
阴3 J m 3

(2
.

4 )

可知Z (t) 也是有界的
.

证毕
.

从生态学角度来看
,

式 (1
.

1) 解的有界性
,

反映了生态系统

诸种群的增长不会是无 限制的
,

而是受到食饵量和被猎者群量所制约的
.

令H
。
= h :

(b
王e : 一 b Ze ,

)/ (
e : g ; 一 e ,夕:

)
.

定理2
.

2 如果 a < H
。 ,

则系统 ( 1
.

1)) 是具绝 灭性 的
.

证明 考虑到系统 (派
.

1) 是由两条食物链构成的
,

因而作绝灭性函数
。 = e

(X
,

Y l ,

Y
: ,

Z
, t ) = X

f i
(犷

1 + Y :
)
’ : Z

f i

其中 八为待定正参数
.

将
。沿着式 ( 1

.

1) 取导数
、
、..产

忿n口r十
丈

r l
尤 + r Z

Y 一+ Y :

Y z + Y
Z

一
小

一 R
3
”

3

卜 R 3一Z 一 R :

l(
”1 一

(一 鼠
一

)
X

一 (
。l一 ,

l
):

2 + 、12

)
: 』一

((一贵)
X

+ (·
: 一 ,

:

):
1一、, Z 一、

2

)
犷:

〕/
(Y ! + Y

Z

) } (2
.

5 )

其中任取 rl>
0值

,

比值 凡 一

井
一

和 R3 一

令
,

由联立方程彻
1 一“沟 一“1 与彻广 Rze

l -

b
:

求出
,

得R
:
= (b

, 9 1 一 b
: g :

)/ (e
: g ; 一 e lg Z

)
、

R
3
= (b

工e : 一 b
Z e l)/ (

e心 1 一 “, g :

)
.

因初始条件是非

负的
,

如果生存竞争进行到t> T 时
,

诸变量仍保持非负的话
,

则可令式 (2
.

5 )中的 h ; 一 (c
, 一

一

豁)
x 一 ‘el 一了

1 , y
Z + “12 一 “和

(
几 一

鬓
:

)
x 一 (几一jz) 犷 1 一

dzZ
一从一。

,

并 由此 得 x -

[d l
(
e : 一 f

:

)Y
l 一 d

:

(
e l一 f

,
)Y

Z 一 (d
, h

Z 一 d : h ,
)〕/ [ (

c ld
: 一 c :

d l
) + e 。

(d
l一 d :

)/ R
Z

]
,

仍然是非负

的
,

说明我们对式 (,2
.

5.) 的上述处理是正确的
,

则由式 (2
.

动 得

乙= : :。 [ (
a 一 R

3
h3

)一 R
3 e 3

Z j

考虑到稻田中的现实是 Z < Y
:

< Y , < X
,

故可近似地取

云《 r ; 。(a 一 R
3
h

3

)一 r l。拼

其中 拌= a 一R
s
h

3
= a

h
:

(b
le : 一 b : e l

)
e z g l一 e lg Z

= a 一 H
。

对时间取积分

当 a < H
。

时
,

是

。
(t )《

。
(o )e X P(Y

,拼t)

拼< 。
,

对应于非负初始条件
。(0) > o ,

(2
.

6 )

则。(t) 是随时间的延继而递降的
.

尤其

1im e
(t) = o

说明了系统 ( 1
.

1) 在 a < H
。

条件下
,

是绝灭性的
.

证毕
.

系统的绝灭性
,

反映了随着 时 间

的推移
,

生存竞争使生态系统最终将趋于消失
.
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推论2
.

1 具绝 灭性的系统
,

对应于一切非负初始条件的解皆有界
.

证 明 在拼< o条件下
,

由式 (2
.

6) 可知
,

对应于
。
(0) > 。,

绝灭性函数
。
(t )是不增的

,

因此它的解有界
.

否则存在矛厦
,

这是明显的
.

证毕
.

推论 2
.

2 定理 2
.

1成立的充要条件是系统 (1
.

1) 具非 绝灭性
。

证明 结合生态学来分析
,

可知定理 2
.

1 揭示了生态系统的增长存在着上确界
,

而定理
2

.

2 则指出了它所存在 的下确界
.

现将该两定理联系起来分析
,

定理 2
.

1的有界条件是
a
> 。,

而定理 2
.

2的绝灭条件是 a < H
。.

由于H
。

> o ,

故一旦当现实的 a 值落入区间 (0
,

H 户 内
,

则由该两定理分别作出的判断
,

其结论将发生矛盾
.

因此严格地说
,

定理 2
.

1 成立的充要条

件应是a》H
。,

也就是说应是非绝灭性的
.

证毕
.

三
、

平 衡 点

因系统 (l

点(X
。,

Y l。,

.

1) 是由 4种群组成
,

故当其处千平衡态时
,

应有2 4

个平衡点
.

其中内部平衡

玖
。,

Z
。

)
,

由以下联立方程求出
.

、....!
口

口
‘

九
.

九
.

内
犷翻
I
J

se
i

一一

、l.
.

esJXOY10Yz0ZOr

lse
.
..

�、llles曰」
0ddes

一一一

瓦jl勺功

一一

}
C - 一 己1

c : 一 f :

0 9 1

(3
.

1 )

简记为B X = A
.

将系数矩阵行列式 }B }展开
,

作为各变量的分母值

,B i= 一 e 。〔e
3

( e , e : 一 f If :
) + d ;

(
e z g ; 一 f :夕:

) 一 d : (f :夕; 一 e :夕:
) ]

一 e 3

[ e l
(b

l e : 一 b :

f
:

) 一
c :
(b

;
j

; 一 b
: e :

) 〕

一 (
c , d : 一 c : d l

) (b
l夕: 一 b: g ;

) < o

而各变量的分子值
,

则由式 (s
.

1) 展开后
,

分别为

I 二 = 一 a [ e
:

(
e le : 一 f

:
f

:
) + d ;

(
e : g , 一 f

: 夕:

) 一 d :
(f , g : 一 e lg :

)〕

一 e 3
[b l

(
e : h ; 一 f lh :

) + b :
(
e lh: 一 f : hl

) ]

+ h
:
[b ,

(d
: e : 一 d :

f
l
) 一 b :

(d
;
j

:
一 d : e ;

) ]

+ (d
, h: 一 d Z hl

) (b
, g : 一 b : 9 1

) > 0 ,

I r ,
~ 一 a [ g

:

(
c ld : 一 c : d ,

) + e :
(
c ; e : 一 c :

f
,
)〕

一 b
:
[ e 3

(
c , h

: 一 c z
h ;
) 一 h:

(
c ld : 一 c : d l

)〕

一 e 。 [ e
:

(d
lh

3一 d Z
h ,
) + g :

(d
lh: 一 d : h ,

) 一 f ;
(d

: h : 一 e sh :
)〕( o ,

I r :
= a [夕 , ( c ld

: 一 c : d :
) + e 3

(
c ,
j

Z 一 c Ze l
)〕

+ e 。 [ g ,
(d

; h : 一 d
Z
h t
) + h3

(d
lf : 一 d : e ;

) 一
e ; (d Zh 3一 e 3h:

) 〕

一 b l〔h
3

(
c , d

: 一 c Zd l
) 一

e 3
(c

: h
Z一 c :

hl
) ] > o ,

I
:
= e 。[ g ,

(
e :
h l一 f

lh
:

) + g :

(
e lh

: 一 f : h l
)」

+ h
:
[b ,

(
c le : 一 c Zf ;

) + b :
(
c , f : 一 c : e l

)〕

+ c lh l (b lg : 一 b
:夕1) 一 a [ g ;

(
c : e : 一 c Z

f
: ) 一 g : ( c l

f
: 一 c : e ; ) ]

一 c : g lh :
(b

, 一 b :

) > 0
.

由此可得内部平衡点
,

为

(X
。 ,

Y l 。,
Y

: 。,

Z
。

) = { 一 I
, ,

I r : , 一 I : : , 一 I , }/ }B {

是一个负平衡点
.

显然该类平衡点
,

不符 合生态学要求
.

其他各个平衡点
,

经分别计算得出
,
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详见表 3
.

1

编编 号号 存活数数 E x ; Y i z zzz X o .

Y i o .

Y ZY : o ,

2 000
备 注注

11111 000 000000 0
.

0
,

0
,

000 零 态 点点

22222 111 10 0000 K
o ,

0
.

0
,

000 不符合灭虫要求求

333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 0000000000010000 0
.

一h以e i 。 0
.

000 负平衡点
,

不符合合

444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444 生态学要求求0000000000001000 0
,

0
,

一 h: / e : ,

00000

55555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555 0000000000000000000111 0
,

o
,

0
.
一 h,

/
e ,,,

66666 22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222 111111111111 0000 (
a e i +

、

bih: . a c : 一 e ohi
)/ (b

i e : + e oe i
)

,

0
,

000 非负平衡点点

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 1111111111101000 (
a e : + b : h : ,

9
. a e :

一
e oh :

)/ (b
Ze Z+ 招 oe :

)
,

ooooo

888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888888 1111111111100111 K
o,

0
.

0
,

一 h,
/

e 333
负 平 衡 点点

99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999 00000001 0111 0
.

h ,
/ g

: ,

o
,

一 (夕
ih : + e i h :

)/ (d
i夕: + e i e3 )))))

11100000 001 111 0
,

0
.

h3
/ g

: ,

一 (g
: hZ + e : h ,

)/ (d
: 9 2 + e : e 3

)))))

11111111 01 1 000 o
,
一 (

e : h : 一j
ih : , e ih : 一f

: hi
)/ (

e i e : 一 f
i
j

:
)

.
00000

111222 333 0 11111 o
,

{[ g
,
(d

i h : 一 d :人:
) + h :

(d
ie : 一 d :

j
i
)一

e ,
(
e : hiiiii

一一一一一 f
: h : )〕

,

一 [夕
i
(d

ih : 一 d : hi
) + h:

(d
i :

卜 d : e :
) + e 33333

纽纽纽纽纽
_

(
e ih : 一f

: hi
)1

,

一 [夕
i
(
e : h : 一 j

ih :
) + g :

(
e :hZ 一 f

a h: )))))

+++++++++ h3
(
e i e : 一 f

i
j

:
)] }/ [

e :
(
e i e Z一f

i
j

:
) + d i

(
e : 9 1一一一

jjjjjjjjj
: 夕:

)一 d :
(f

i夕: 一 e x夕2
)〕〕〕

11133333

⋯
1 1 1。。 {

a
(
e i e : 一 j

i
j

:
) + b :

(
e : hi一 j

ih :
)+ b :

(
e i h : 一 j

: hi
)

, aaaaa

(((((((((((((
c i e : 一 e :

f
i
) + b :

(cl hZ一 e :hi
)一

e 。
(

e : hi一 h : h :
)

,

[
aaaaa

1114444444 (
e i
j

: 一 e : e i
)+ bi

(
e ih : 一 e : h:

) + e 。
(el h: 一 f

: hi
) ] }/ [

e 。。。

(((((((((
e i e : 一f

:
f

:
) + bi

(
e i e : 一 。:

f
,
)一 b :

(
e :
f

: 一 e : e :
)]

,

ooooo

{{{{{{{{{{{{{{{{{{{. (
a e : + b ihi

) + d i
(

a 夕i一 b i hs
)

, a e i e s+ e 。
(d

ih3 一自h i
)

,,

非负平衡点点
11111111111 1 0111 o

, e i
(

a夕i一 b : h,
)一

e o
(夕

ihi + e ih,
)}/ [

e s
(b

i e : + e oe i
)))))

111 5555555 一 d ie 。夕]]]]]

王王王王王王王王王王勺(
a e : + b : h :

) + d :
(
a g : 一 b : h,

)
.

0
, 。c Ze , + e 。

(d
: h , 一一一

111111111111101111 es h:
)

, e:
(

o 夕: 一 b :h ,
)一

e 。
(夕

:hZ + e : hs
)}/ [

e 3
(b

Ze : +++++

4444444 {{{
e oe :

)一 d : e o g :
) ]]]]]

11166666 1 1 1 111 {一 I x ,

I Y :

一 I r : ,

一 I :

}/ 】B !!! 负 平 衡 点点

由表 3
.

1可知
,

既要能符合生态学意义
,

又要能达到治虫实 践 要求的
,

显然只有零态点

(E I) 和非负平衡点(E
, , , = 6 , 7 ,

14 和 15 )
,

共计5个
.

零态平衡位置 (E O 标志着 4 种群

全部死亡
,

体现了该系统的绝灭性质
.

而非负平衡位置则有两类
,

即存活两种 群 (E
。,

E
,

)

和三种群 (E 14 ,
E ls)

.

它们的共同特点是
,

害虫的两种天敌即y ; 与 Y
:

不能并存于同一个平

衡位置 上
.

四
、

稳 定 性

按局部稳定性和全局稳定性
,

分别进行讨论
.

且 令 H
, 1 ,

H 。 ,

H ,s ,

j二 1 , 6 , 7 ,

14

和 1 5 ,

分别为

H
: : == o ,

无H
l :
和H

l: ,
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H
。, = 一 [ e。(e : h

:
一 f

:
h l) + b ,

(
c , h

:
一 c :

h l) ] / (C ;
f

:
一 c : e l)

,

H
6 :

= 〔e
。g , h ; + h

。

(b
Ic l + e o e l

)〕/
c , g , ,

无H
e s ,

H
7 :

= 一〔b
:

(
c , h

:
一 c : h l

)一
e 。

(
e :

h ; 一j
lh

:

) ] / (
c ; e : 一 c :

f
l)

,

H
, 3 = [ e

og : h: + h3
(b

: c 公+ e。e :
) ] /

c :夕: ,

无H
, 1 ,

H
, ‘; = {b , [h

:

(c
, d : 一 e : d ,

)一
e :

(c
: h: 一 c Z

h l
)〕

+ e 。[d :
(夕

, h : + e lh3
) + d ;

(g
lh

:
一j

: h l
) 一

e 3

(
e lh: 一f

:
h ,
)1}

·

[夕:
(
c ; d : 一 ‘: d l

) + e 3
(c : e : 一 c :

f
l
)]

一 ’,

无H
l一: 与H

l一: ,

H
; 。:

= 一 {e。[ d ,
(夕

: h: + e 3
h

3

) + d :
(g

Zh , 一f
lh

3

)一
e。

(
e Zh l 一f

lh
:

) ]

一 b : [h
:

(
c ld : 一 C z

d l
)一

e 3

(
c lh

:
一 c :

hl
)〕}

·

[夕
:

(
c , d : 一 c :

d l
) + e :

(c le :
一 c Z

f
l )」

一 ‘,

无H
: 。;与H

; 。3 .

4
.

1 局部稳定性

设系统 (1
.

1) 在平衡位置E , 附近有微扰动
,

则相应的一次近似变分矩阵
,

一......J.1

l
(
a 一 Ze o

X
。
一 b ly , 。一b : Y : 。

) 一b1X
。

一 b : X
O

c 一Y , 。

(
c ;X

。
一 Z e lY L。 一f

ly
z 。
一 d 1 Z

。
一 h ,

) 一 f
1Y I。

c : Y
: 。

0

一 f
Z
y

: 。

g 一Z
。

(
c : X

。
一f

: Y , 。一 Z e : Y : 。一 d : Z
。
一h

:

)

为

0

一d IY IO

一 d
Z
y : 。

夕: Z
。

(夕
IY I。+ 夕Z

Y
z 。一 Z esZ

。
一 h

3

)

(4

将表 3
.

1中该 5个平衡态解分别代入式 (4
.

‘) 以后
,

可得对应的变分矩阵和特征方程
.

定理 4
.

1 若满足条件H ,2 > a > H
, 1 ,

则系统 仍
.

1) 平衡位置E ,
是局部稳定的

;
若

a >

H , :
或

a < H , 1 ,

则是不稳定的 , a = H
, 1
或

a = H , : ,

是临界稳定
.

证明 按平衡点E , 的类型
,

分别进行
.

4
.

1
.

1 零态点E l

由表3
.

1中的E l
代入式 (4

.

1 ) 后
,

易得特征方程

(a 一几)(h
, + 几)(h

Z + 几)(h
3 + 几) = o (4

.

2 )

可见若
a < 0 ,

亦即
a < H

, :

(无H
ll和H

: 3

)
,

所有特征值久皆为负
,

系统 (l
.

1) 平衡位置 E ,
是

局部稳定的
;
若

a > H
, : ,

则有一个特征值为正
,

系统是不稳定的
; a = H

l : ,

是在 L a y p u n o v

意义下稳定的
,

亦 即临界稳定
5 ’.

4
.

1
.

2 非负平衡点E
S

和 E
,

由式 (4
.

0 得对应于 E
。

的变分矩阵
,

为

气

l
,

‘.日.....J

「
一 e o

X
。

一 b 一X
。

一b
Z

X
。 o

e IY I。 一 e 1y , 。 一 f
1Y I。 一 d 1y , 。

0 0 (c ,

X
。
一j

:
Y 】。一 h

:
) 0

0 0 0 (g
1 Y I。一 h

3

)

和特征方程
(c

Z

X
。
一j

Z
Y I。一 h : 一几)(g

, Y , 。一 h
3
一几) [几

2 + (
e 。X

。 + 。 , Y l 。)几

+ (
e oe , + b : c ;

)X
。Y , 。

〕= o
(4

.

3、
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其中等号左端顺序第三个因子内
,

二个特征值为

_ 一 (
e oX

。+ e : Y l。)士斌朴
。

无
。
一若; Y石)

“

而石两无石犷压石
几 1 5 : 一

——
由于 e。X 。 + 。

ly
l。> 斌又可牙弃舀i夕丽户二 4舜沈J 而

,

故丸
, :
皆为负值或者皆有负实部

.

因而

符号左端顺序第一
、

二个因子内
,

c : X 。一f
: Y l。一 h: < o

夕IY I。一h3 < o

二个特征值几
3 , .

分别满足条件

} (4
.

4 )

则皆为负值
.

将E .
的解代入式 (4

.

4 )
,

得

鱼夔吐翅丝吐鱼曰 > 。 > -

‘ 1夕 1

b :
(c

: h: 一 c : h l
) + e0 (

e lh: 一f
: h l

)
c ;
f

: 一 c : e l

简记为H .2 > a > H
. :
(无H

6。
)

,

此即为局部稳定的充要条件
,

显然 当
。
> H

。:
或

。< H
。:
是不稳

定的, 而 a = H eZ 或a = H
. 1
则是临界稳定的

.

同理对E ,
进行分析

,

得局部稳定的充要条件
,

因计算得
e o g : h: + h

3

(b
: c : + e oe Z

)
c : g :

简记为H
, s
> H

, 一) a
(无H

, 1
)

,

临界稳定
.

、 b :
(c

, h: 一 c : h :
) + e。

(
c : h; 一 f

lh z
) 、

_

门

产产
一一—

一

—
一 - 一

~

万二, 一下万丁一一

一
/

于“
‘ l件忿 ee

‘2 J I

也就说
a < H

, : ,

是局部稳定的 , a > H
, : ,

不稳定 , a = H
, : ,

4
.

1
.

3 非负平衡点E 14 和E , 。

一e0 X 。 一bl X
。

c ly z。 一 e一Y I。

0 0

o 夕12
。

对应于E ; ‘

的变分矩阵
,

为

一b : X
。 o

一f
IY I。 一 d ly l。

(
c : X

。
一f

: Y , 。一 d : Z 。一 h:
) o

夕2
2

。
一 e s

Z
。 !!

‘

l
七

和特征方程

(
c zX 。一f

Z
y ; 。一 d : Z

。
一 h: 一 几){几

8 + (
e 。X

。+ e , Y ;。 + e 3Z
。

)久
2

+ [ e
o e 3 X

。
Z
。+ (b

; c : + e 。e ,
)X

。
Y : 。+ (d

l夕, + e le。
)Y

:。Z
。

]几

+ (b
lel e 3 + d ; e o g ; + e o e : e s

)X
o
Y , 。Z

。

} = o (4
.

5 )

其中等号左端第二个因子 内
,
尸: = e。X

。 + 。IY I。十 e 3
Z
。

> O ,

P
:
= b ; c le : + d ;e 。夕; + e。e le 3

)X
。

·

Y l。Z
。

> o ,

P
:
= e oe 3

X
。
Z
。+ (b

: c : + e o e l
)X

。
Y l。+ (d

,夕; + e le 3

) Y l。

)Z
。,

且有 P IP : 一P
3
= (

e。X 名[ (b
, c l + e。e 」

)Y
, 。 + e 。e 3Z

。

] + e , Y {
。

[ (b
, c , + e 。e l

)X
。 + (d

, 9 1 + e , e 3

)

Z
。

] + e 8
Z 丢[

e。e 3

X
。 + (d ;夕 ; + e ;e 3

)犷 , 。〕+ Z e o e le 3

X
。
犷 1。Z

。

> o
,

按照R o u th 一H u r w it z 准则
,

该三个特征根皆有负实部
.

因而满足条件
c : X 。一f

: Y :。一 d : Z 。一h : < o (4
.

6 )

则第四个特征值为负
,

即得

a > {b
l [h3

(e
ld : 一 c : d ;

)一
e 3
(c

: h: 一 c : h l
) ]

+ e 。[d :
(g

lh ; + ele :
) + d ;

(夕
lh: 一 f

:
h

:

)一
e :

(
e lh: 一f

: h l
)] }

·

[g :
(c

ld : 一 c : d l
) + e 3

(
c :
f

:
一 c : e ;

)〕
一 ‘

简记为
。> H

l‘1

(无H
I‘:

与H
,‘3

)
,

是局部稳定的
, “< H 川为不稳定 , a = H

1 4 ,
为临界稳定

.

同理对E I。
进行分析

,

得局部稳定的充要条件
,

为

a
< 一 {e。 [d l

(g
: h

:
+ e : h3

) + d
Z

(夕
: h : 一f

: h3
)一

e 3
(
e : h : 一f

lh:
)〕
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一 b
:

〔h
3

(
c , d : 一 c : d l

)一
e 3

(
c , h: 一 c : h:

)〕}
·

[ g :
(c

ld
:
一 c : d ,

) + e :

(
e , e : 一 c :

f
l
)〕

一’

简记为
a
< H

; 5 2

(无H
l。 1与H

, 。3 )是局部稳定的 , a > H
l。: ,

不稳 定 , a = H
, 。: ,

临界稳定
.

至此
,

定理 4
.

J证毕
.

4
.

2 全局稳定性

设待定正参数
r‘,

作 L a y p u n o v函数

: 一习
r .

(功
‘一功

‘。一功
‘。1。

李、‘ 、
甲‘0 1

其中咖
.

为功
‘
的平衡态解

.

将犷函数沿着式 (l
.

1) 对时间取导数

习r f

器
, 了

‘

‘ U甲‘

0 犷
(4

.

7 )

定理 4
.

2 若满足条件H
, :
> a H , 1 ,

则系统 (1
.

1) 平衡位置 E ,
是全局稳定的

.

证明 按平衡点E , 的类型
,

分别进行
.

4
.

2
.

1 零态点E :

由式 (1
.

1) 与(4
.

7 )
,

得

夕= 一 (
: l e。X Z + : : e IY 受+

r 3 e : Y至+
r ‘e 3 Z Z

)一 (
r , b l一 r : c l

)X Y ,

一 (
r lb : 一 r sc :

)X Y : 一 (
r :
f

: + r 3
f

:
)Y

IY : 一 (
r :

d ; 一 r 一夕;
)犷

1 2

一 (
r 3 d : 一 r 4夕:

)Y
: Z 一 (

r : h;犷 , + r 3 h: Y : + r’ h
:
Z 一 r la X )

任取
r l> o ,

为尽可能使交叉项为零
,

则取比值

R : b: d
:

c : g : ’一一

d一g
‘

台一C

一一
八一rl一一R.

、
一
、

一一
rs

一
八

一一R
bl

一
。

一一
、

一
八

一一

得

广= 一 r , [ (
e 。X

Z + R
: e 1y 全+ R

3 e :
Y孟+ 尸

‘e。2
2

)

+ (凡f
; + R

:

f
:

)Y
IY : + (R

: h1 y , + R
:
h

:
Y : + R

o
h

3

Z 一 aX )]

可见
,

当。
( o ,

即。
《H

l : ,

并在正卦象内
,

有夕< 0 ,

也就是系统 E l
是全局稳定的

.

4
.

2
.

2 非负平衡点E
。

与E
:

对应于E
6 ,

由式 (1
.

1) 与 (4
.

7 )得

夕= 一 [ r le。(X 一 X
。

)
2 + r Ze ,

(Y ; 一Y l。

)
“+ r s e Z

y 孟+ , ‘。3
2

2

〕

一 (
r lb , 一 r : c l

)(X 一 X
。

)(Y
; 一 Y , 。

)一 (
r , b , 一 r 3 c Z

)(X 一 X
。

)Y
:

一 (r
:

f
l + r 3

f
:

)(Y
l一 Y l。)Y

:
一 (r Z

d
l一 介夕1 )(y , 一Y l 。

)Z

一 (
r s

d
:
一 r ‘夕:

)Y
:
Z + r 。

(
c :

X
。
一f

Z
y , 。一 h

:

)Y
Z + r ;

(g
1 y ; 。一 h

:

)2
.

(4
.

8 )

任取
r , > o ,

取比值为 R
Z
= R

s bld l

c 19 1

b
z
d

z

c Zg : ’

仇一气
一一

凡rl
一一

‘

白�C

�

一一
2‘.1r犷

夕= 一 r , { [ e
。

(X 一X
。

+ (R
:

f l + Rs f
:
)

2 + R Z e ,
(Y

, 一Y l。

)
2 + R

3 e : Y二+ 凡
e sZ Z

〕

; 一Y l。

) Y
: 一 R

3

(
c :
X

。
一 f

:
Y , 。一 h

:

)Y
:

z
.

y
、.声尹

‘

了.、

一凡 ( g
ly ; 。一 h3

) Z }

因而当满足条件
c : X

。
一f

:
Y l。一 h:

《o

g :Y l。一h 3

《 o

(4
.

9 )

} (4
.

10 )
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将表3
.

1中E
.

的解代入式 仆
.

10 ) 后
,

为H
6 2

》。> H
。1 ,

得亡< 0
.

可 更系统 (1
.

O E
。

在 正

卦象的Y l
(t) > Y l。

扇形区内
,

是全局稳定的
,

也即全局扇形稳定
.

同理对E
,

进行分析
,

可得若满足条件
a
《H

, 2

是在正卦象的 Y
:

(t) > y
, 。

扇形 区内全局稳

定
。

4
.

2
.

3 非负平衡点E , ‘与E : 。

久一几
一一

3-1
r
一

r

一一一R
3

碑
‘口C

一一一
rr

对应于E I‘ ,

由式 (.l
.

11) 与 (4
.

7.) 且任取
: , > o和取刃

2
二

R. 二二
r 1

b 一d 一 b
z
d

:

c 一g l c : 9 2
最后得

夕= 一 , 1 { [。
。

(X 一 X
。

)
“ + R

: e l

(Y ; 一Y , 。

)
“+ R

3 e :
Y要+ R

‘e。(Z 一 Z
。

)
“

〕

+ (R
:

f
; + R

3

f
Z

)(Y
,
一Y I。

)Y
:
一 R

3

(
c Z

X
。一 f

Z
Y I。一 d

Z
Z
。一 h

Z

)Y
Z

}

(4
.

1 1)

因而当满足条件
c : X

。
一 j

: Y l。一 d
Z
Z

。一 h
z

《 o (4
.

12 )

将表 3
.

1中E l’的解代入式 (4
.

12 ) 后
,

为
a
> H 川

,

得夕< 0
.

可见系统 (l
.

0 E l‘

在正卦象

的Y :
(t) > Y l。

扇形区内
,

是全局稳定的
.

同理对E l。
进行分析

,

可得若满足条件
a
《H

l。2

是在正卦象的Y
:

(t )> Y
: 。

扇形区内全局稳

定
.

至此
,

定理4
.

2证毕
.

推论 4
.

1 系统 (l
.

1) 全局稳定的充要条件是它的局部稳定
.

证明 可采用反证法
.

以对平衡位置 E
,

为例
.

假设a’> H
, 2 ,

即落在系统E
?

的局部不稳

定区内 , 另有。< H
7 : ,

落在E
:

的全局稳定区内
.

今有特定正参数
“ ,

取
a ’

= H
: 2 一 “ ,

使a’ 值

降低并逐渐左移到局部不稳 区边界点即临界稳定点上
; 同时取

a 二H
? : + “ ,

使
a 值 升高并右

移到全局稳定区的边界点上
.

按定理 4
.

1与 4
.

2 ,

应有
a = a’

,

因而待定正参数只能取值为
“二

o ,

从而有
a = a’ = H

7 2 .

这就使得原假设不能成立
,

亦 即系统 (1
.

1) E
7

既是局部不稳定的
,

同时又是全局稳定的
,

这是不可能的
.

证毕
.

推论 4
.

1是本系统的一个特点
,

具体表现在局部稳定与全局稳定
,

两 者 充 要 条件 的一

致
。

系统的稳定性
,

反映了生态系统经过生存竞争的可能性结局
,

而生态平衡的出现和维持

都是有条件的
,

那就是取决于
。
的数值

.

其中较易受干扰而变动的
,

是 害虫的死 亡 率 刀
,

例

如在稻 田中撒施杀虫农药
,

即可加速害虫死 亡
,

造成它们的负增长 (a < 0)
.

其后果是使原来

的生态平衡遭破坏
,

新的生态平衡将出现
,

甚至发生整个系统的消失
.

为提 高 生物一化学综

合治虫和环境保护效益
,

尤其是能根治农 田虫害
,

我们的最佳选择无疑应是保 留天敌
,

杀绝

御虫
.
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